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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 84 (1959), Praha

0 JISTYCH ROZKLADOVYCH MNOZINACH ROVINY

MILAN SEKANINA, Brno
(Doslo dne 10. tnora 1958) DT:519.52

Vénovdno prof. Otakaru Bordwkovi, &lenu kores-
pondentu CSAV, k jeho Sedesdtym narozenindm.

Clinek se zabyvs rozkladovymi mno#inami roviny, které jsou &dsti
ptimky s komplementem (vzhledem k pfimce) o mohutnosti mensi nez
mohutnost kontinua.

Podmnozina M roviny E, se nazyvé rozkladovd mnofina roviny E,, existuje-li
na E, rozklad takovy, Ze jeho prvky jsou mnozZiny shodné s M (viz [1]). P¥imky
chépeme jako mnoZiny bodu a zna¢ime je malymi latinskymi pismeny p, 1, ....
Body znadime malymi feckymi pismeny «, 5, .... Prisetik ptimek p, a p, zapi-
sujeme téZ jako p; n p,. Je-li M c E,, card M = 2, potom p(M) znali piimku
(existuje-li), obsahujicf M.

Necht nyni je I libovolng, ale pevné zvolend p¥imka v E,, M jeji podmnoZina,
m = card M < 2%.!) Ptedpokladejme, 26 N =1 — M je rozkladovéd mnoZina
roviny, R necht znaéi rozklad roviny E, v mnoZiny shodné s N. Prvky tohoto
rozkladu budeme znatit N,, n, = p(N,). Protoze card (n, — N,) < 2% a Ze
prog + yje N, n N, =0, jen, =+ n, proi; # . MnoZinu v8ech n, oznatme
N. 7, necht znadi pro dané . libovolné, ale pevné zvolenou shodnost roviny
takovou, Ze 7,(N) = N,. V dals§im budeme studovat strukturu rozkladu R.
Ukézeme, ze piimky n, tvofi dvé osnovy rovnobéinych piimek, z nichz jedna
obsahuje viechny mozné rovnobézky s danym smérem, druhd pravé m rovno-
béZek.

Lemma 1. Bodem x ¢ E, prochdzi nejvgse max (m, &) primek n,.

Dukaz. Bud U mnoZina viech ptimek n,, které prochizeji bodem «. Pii-
pustme, Ze card Il > max (m, &,). Existuje pravé jedna piimka n, v U tak, Ze
xeN,. Oznatme U, = Ul — {n,}. Pro n, e U, plati xen, — N,. Tedy M neni
prézdné mnozina. Existuje tedy fen, — N,. Necht fe N, . Pfimka n, pro-

1y Pripadem, Ze card (I — M) < 2%, jsem se zabyval v éldnku [1].
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tind vSechny p¥imky z U s eventuédlni vyjimkou jedné z nich (totiz té, kters je
s nf rovnobéznd). Tedy n protina opét card U piimek z Ul;. Ponévadz card (n, —
— N,)) = m, existuje mezi témito pfimkami card Il piimek takovych, Ze maji
neprazdny prinik s &N, . MnoZinu téchto ptimek oznaéme U,. Pro n, ¢ U, plati
tedy N, n n, & 0. PonévadZ téZ « non ¢ N,, musi byt vzdalenost bodu N, n n,

a bodu x rovna vzdalenosti jisté dvojice bodii.z M. Je-li m koneéné, je (;1)

dvojic riznych bodt z M, je-li m nekonedné, je jich pravé m, tedy je v obou
piipadech tato mohutnost nanejvy$ max (m, %,). Ponévadz body N, n n, lez
na piimce n, a je jich vice neZ max (m, &) = 2 max (m, ¥,), doSli jsme ke
sporu. Tim je lemma dokézano.

Nyni uvedeme tvrzeni obecnéjsi:
Budiz ddno pét riiznijch primek 1y, ..., l; s témito viastnostmi:

I, I, se protinaji v bodé o« a l,, 1, I; neprochdzeji bodem . Necht ddle plati
(o metrika v Ey) o(ly n U, 1, 0 1) = r proi = 3, 4, 5. Potom platt

Lemma 2. Necht v; je bod primky 1;, © = 3,4, 5, pro né&jZ plast o(l, 0 L;, v;) =
=d, £ 0, ol n 1, v;) =dy + 0, kde d, a d, jsou kladnd isla nezdvisld na 1.
Potom body v; nelezs v primce.

Diukaz plyne ihned ze znamé véty (viz napf. [2], odst. 72), Ze body v, lezi
na elipse.
Ptejdeme opét k vySetfovani rozkladu R.

Lemma 3. Necht U c N takovd, Ze pron, e U, n, e U, n, * n, je n,  n,.
Potom card Il < 2%.

Dikaz. Piipustme, Ze existuje Ul tak, Ze card Il = 2%, Zvolme libovolnég, ale
pevné t¥i rizné ptimky n,, n, ., n, e U. Necht U, je mnoZina t&h piimek n,
z U, pro néz plati N, n n, = 0. Je ziejmé v disledku lemmatu 1 card U, = 2%.
Necht ll, je mnozina téch ptimek n, z Il,, pronéz N, n n,y = 0. Je opét card l,=
= 2%. Je tedy pro n, e U,

n,on = Tz(“z) y NN N = Tl(ﬂt)

pro jisté o, B, ¢ M. Protoze card M < 2%, existuje podmnozina ¥, c I, o mo- .
hutnosti n vét$i nez max (m, &) takovych ptimek =, Ze pro n, n,ell; je
a, = n,, B, = B,. Oznadime-li totiz pro «, f ¢ M symbolem I(x, f) mnoZinu
téch indext ¢, pro néz o, = &, f, = B, dostdvdme systém mnoZin o mohutnosti
nanejvys rovné max (m, ¥,). Kaidy index ¢ patii pravé do jedné z mno%in
I(x, p), totiz do I(x,, B,). Sjednoceni v§ech mnozin I(x, §) mé tedy mohutnost
2% a musi tedy existovat dvojice «,, f, tak, Ze '

card I(x,, f1) > max (m, §,) .
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U, je potom na pifklad mnoZina viech piimek =, e Uy, pro n&% ¢ e I(x,, B,). Mezi
pfmkami n, z l; je opét n takovych, Ze N, 0 n,, = 0. Jetedy N, 0 n,, = 7,(y,)
pro vhodné y, ¢ M. Existuje dile mnoZina

U,clly, card U, = n’ > max (m, ;)

takova, Ze pro n,, n, € ll, je ¥, = y,,, coZ nahlédneme bezprostfedné tpravou
dikazu existence ;. Pro n,, n, € I, je tedy

Q(nl N nz,’ n, 0 nt,,') = Q(nt’ n nl.o’ Ny 0 nt.,') = Q([xn 5:.) ’
o(n, 0 My 1y 0 ) = 0Ny O Ny, My 0 Ny) = 0(Ye, B) S

Q(nt 0Ny By O nt,) = Q(’I’LL' 0 Ryry, By O M) = Q(%: o) -

Ale card Il, = n’ > max (m, ¥). Bodem n, n =, ,, miZe prochizet podle lem-
matu 1 maximalng max (m, 8,) p¥imek z W,. V U, existuji I;, ,, I; tak, %e ne-
prochézeji bodem =, n n,,. Tyto ptimky spolu s n, =1, a n,, = I, spliuji
piedpoklady lemmatu 2. Pfi tom body »; = I; n n, . lezi na ptimce n, ., coZ je
spor s tvrzenim lemmatu 2. :

Lemma 4. Existujt pfimky py, p, tak, Ze kaZdd primka n, e N je bud rovno-
béind s p, nebo s p,.

Dukaz. Necht I’ je mnozina takovych piimek =, Ze kazda piimka n, zR je .
rovnobéinéd pravé s jednou piimkou n, z I'. Podle lemmatu 3 je card U’ < 2%.
Je-li n, e ', oznadime symbolem (n,:) mnoZinu viech pfimek z N rovnobéz-
uych s n,.. Ponévadz viech ptimek n, je 2% a N = U U(n,), existuje n,, tak, Ze

nLrs-‘)I’
card W(n,/) = n > max (m, X,) -

Oznaéme jednoduseji | = W(n, ). Pripustme, e tvrzeni lemmatu 4 neplati.
Potom existujf dvé piimky n,,, n,e N — U tak, Ze n,, 4 n,,. Necht U, C U je
mnozinou vSech takovych piimek »n, z U, Ze N, n n,, = 0, N, n n,, = @. Snadno
zjistime, Ze card U; = n. Pfitom p(n, n n,, 7, n n,) miZe nabyt maximalné
max (m, ¥,) hodnot. Pro n, e ; existuje v8ak maximdlné jesté jedna piimka
n, € U, tak, ze o(n, n n,,, n, 0 n,) = o(n,. N n,, n. 0 n,) (atorovnobéika s n,
ktersa méa od prisediku =, n n,, tutéZ vzddlenost jako n,). Tim jsme dosli ke
sporu. ,

Véta 1. Necht p, a p, jsou pfimky z lemmatu 4. Necht N, (N,) je mnoZina téch
primek n, z N, pronéZn, || p, (n, || pa). Pak lze oznadeni zvolit tak, Ze

1. existuje n, e M, tak,Ze pron, e Ny je N, 0 n, *+ 0,

2. W, obsahuje vechny rovnobéZky s p,, card M, = m.

Dikaz. Podle lemmatu 4 ma aspoil jedna z mnozin 9, a M, mohutnost 2%.
Oznadeni lze volit tak, ze je to N,. Je-li M = ¢, potom N, = § a lemma je
dokézdno. Je-li M + 0, existuje n, ¢ N,. Necht U je mnozina viech téch ptimek
n,€ Ry, pronéz N, n n, + 0. Je card Ul = 2%. MnoZinu U rozloZme nyni ve dvé
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téidy U,, I, takto: dvé pHmky n,, n, z U pat¥i do téze t¥idy pravé tehdy, kdyz
existuje translace 7*, pro niz t*(N,) = N,.. Oznaleni budiZ zvoleno tak, Ze
card Ul; = 2%. Zvolme libovolné, ale pevné n, € U,, a pro kazdé », ¢ I, translaci
7" tak, Ze 7)(N,,) = N,. Z definice mnoziny U, plyne, Ze pron, ¢ U, je n, n n, =
= 7(x,) pro jisté «,en, — N,. PonévadZ card Ul; = 2% a card (n, — N,)
= m < 2%, existuje podmnoZina W; ¢ Il;, card 1] = n’ > m takovych n,, Ze
pro n,, m,elly je &, = &, = «. Piipustme nyni, Ze existuje n, ¢ N, tak, Ze
pro n, e Wy plati N, n n, = 0. Potom je pro n, € U; také N, n n, = ¢. Kdyby
totiz pro nékteré n, ¢ Ul platilo N, n n, + @, potom by z N, n n, e N, plynulo
N,onnmnoneN, atedy N, nn,en, — N, Existuje pak fen, — N, tak, Ze
() = N, n n,. Jo viak

Q(nt, n nl‘! nL‘ N nc.) = Q(nt, 0 n, nt, N nt)

<l

e 24

(jednd se o protéj§i strany rovnobéznika), tedy

*oy
7.f)=mn,0mn, a n omnen, —N, =>mn nn noneN,,

¢ilin, nn, eN,_ a N, on, + 0 coZje ve sporu s nasim pfedpokladem. Tim
jsme shora uvedené tvrzeni pro n, dokazali. Ale madme opét spor, protoze ta-
kovych rovnobéinych ptimek n, miZe existovat v R pouze m. Za n, muZzeme
tedy poloZit libovolnou pfimku z U;. Pro kazdé », e N, je N, n n, = @, tedy
card N, = m. Tvrzeni o N, je potom evidentni. Tim je véta dokizana.

Véta 2. Pro { e M existuje translace v pFimky ltak, Ze ©(M) c M, { non € T(M).

Dikaz. Necht 9N, a N, jsou mnoziny z véty 1, n, piimka z tvrzeni 1 véty 1.
Necht nen; — N,. Existuje n, ¢ N, tak, ze ne N,. Déle existuje 7' en, —
— N,,. Necht ' e NV, (pii tom n, e N;). Necht 7’ je translace roviny E, ve
sméru p, (definici p, viz v lemmatu 4), kterd prevadi piimku n,, Vv Ny Ztvrzeni 1
véty 1 o n; ihned plyne, Ze

v'(n,— N,)cn, — N; a nnonet'(n, —N,).
Dale je '
v(n, — N, )=n, — Ny,
tj. existuje shodnost t” p¥imky n, tak, ze
r”(r’(n“ — NL,)) =Ny — Nl .

Protoze v'(n,, — N, ) je vlastni podmnozina v n, — N,, je 7" translaci. Tvrzen{
véty pak plyne ze shodnosti M o~ n, — N,.

UkéZeme, Ze podminka vyslovens ve vét& 2, je podminkou dostate&nou pti

m = &, pro to, aby N = I — M byla rozkladovou mno#inou roviny. Uvedme
nejprve pomocné tvrzeni:

Lemma 5. Necht p je piimka, M c p, card M = R,. Necht je splnéna ndsle-
dujict vlastnost (V):
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Pro (e M emistuje translace © pfimky p tak, #e {none (M) c M.
Potom existuje poslowpnost podmnozin Mo, M., M,, ..., M,, ... takovd, Ze
L. pro M, existuje translace o, pFimky p tak, Ze o (M) = M, c M,

2 M=M>M >M,>M;>...0M,> ...,

3. TI M.=0.

n=01,,.

Dikaz. Ad 1. Uspotadejme body z M do posloupnosti {&,, &5, &, ...}. Existuje
translace na p 7, tak, Ze & none 7;(M) c M. Polozme ¢, = t;. Budtez defino-
vény translace g, pro k < ntak, Ze ¢, ... ¢,—(M) c M. Necht n, je prvni index,
pronéjz &, € ¢, ... ¢, (M). Existuje translace 7,, na ptak,ze &, none 7, () c
c M. Polozime ¢, = 1, . Je

Pr--- Pn-1 (pn(M) = <Pn[q)1 ... (Pn—'l(M)] c (pn(M) c M *
Polozime ¢, = ¢, ... @,, M, = 0,(M), M, = M.

Ad 2. M,ﬁ-l = 0',,+1(M) = 0y, . (,'0,,+1(M) Cc Uﬂ(M) =M

Ad 8. Necht &,¢ M, .. Potom mn, =n a &,noneo,(M)= M, Tedy
t.none [] M, : ’ -

nab1,,..

Poznémka. Je-li C mnoZina viech celych &isel a C + nw (n libovolné ira-
ciondlni é¢islo) znaéf mnozinu, kterd vznikne z C translaci o nz, pak U(C- + nx),
pfi emi se stitd pres piirozena =, je piiklad mnoziny s vlastnosti (V).

Véta 3. Necht M c p ma vlastnost (V), card M = §,. Potom p — M je rozkla-
dovou mnoZinou roviny E,.

Diikaz. Zavedme v E, kartézskou soustavu soutadnic. Necht napf. p splyne
s osou soufadnic z, body z- M ztotoinime s jejich souradnicemi z, ..., Z,, ....
‘Necht ddle M = Myo M;>...o M, > ... je posloupnost z lemmatu 5. Necht
z € p. Potom necht n(z) je prvni index takovy, Ze z non e M, . n(x) existuje,
coZ plyne z vlastnosti 3 lemmatu 5. PoloZme pro z; ¢ M p; = x = a;; necht E; je
mnozina bodi (z;, y), kde y e p — M, )y, b=y = k (k redlné &islo), P, budiz
mnozina bodd (y, k), kde y e p — M, 1)-

Ukézeme, ze systém viech mnozin P, a R, tvoii rozklad na E,:

1. P, R, jsou neprazdné. 2. P, n R, = 0.

Dikaz. Jedns se o to, %e prisedik p¥{mek I, a p; (z;, k) nepatii do P, n R,.
Rozlidme dva piipady:

a) n(k) < n(z;), b) nk) = n@:) .

Ad a): Potom z,¢ M, tedy z;nonep — Muw, tedy bod (z;, k) none P,.
Ad b): Potom ke M, )1, tedy knon e p — M- tedy (z;, k) non e R;.

3. UR, U UPA = Ez-
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Dikaz. Uvazujme o bodu (a, b):
a) necht a none M. Potom (a, d) e P,.
b)

c)a,beM, a =z, b=x,. ,

¢’) Necht n(b) < n(a). Potom b non € M, ,)-,, tedy (a, b) € R,.

¢”) Necht n(b) = n(a). Potom aep — M), tedy (a,bd)e P,. Je ziejmé
P, ~p— M ~ R, Tim je véta 3 dokizana.

a = x; pro jisté 1, b non e M. Potom (a, b) ¢ E,.

Ukézeme, ze véta 3 obecnd neplati pro m, kdyz %, < m < 2%. Necht
tedy m je kardinalni &islo, pro néZ plati 8, < m < 2%. Budiz H Hamelova
base,?) M mnozina indext, card M = m. Necht G c H, card @ = m. Budeme
téZ psét G = {p,}, 1 e M. Polozme @; = G — {p,}. Necht H, c H, card H, = m,
GnH =0 (H, ztejmé existuje). Budeme psit H, = {z;}, 1¢ M. Necht
G; = [G,] je additivn{ grupa vytvofens mnozinou G,

9, =U@; + 6; 4 npy)

n=0

(x; + ©; + np; znamend mnozZinu vsech &isel tvaru x; +¢g + np;, g @),

Y = U %, Je card ¢ = m. Ukazeme, ze B, — ¥ nent rozkladovou mnofinou na
ieM

E, (E, zde znadi mnozinu v§ech redlnych &isel), atkoli mé vlastnost (V). Dikaz

provedeme pomoci nékolika diléich tvrzeni:

a) 9, jsou navzdjem disjunking.
b) ¥, 4+ np, = ¥,, ncelé, v + k.
¢) Z;+g+np;none¥, + (n + 1) p; c %, n celé nezdporné, ge ,.
Dikaz tvrzeni a), b), c) je evidentni z definice %,.
d) ¢ md vlastnost (V). Dikaz plyne z b) a c). _
e) Necht & +tc . Potom &, +tc 9;at=Zk;p;, k; = 0 celé, pri Sem# se
séitd pies vsechna p; a jen koneiné mnoho k; je vétsich nef nula. ’
Dikaz. Necht
i+ g +np tt=a+¢ +mpe, v+ 9 +mp +t=249" +np,
piidemz ge S, 9’ e G, 9" G,
Piipustme, Ze ¢ + k. Potom
t=a, —x; + 9" — g + mp — np;,
b=z — 2.+ 9" — 9 +rp — WPy,
2) MnoZina redlnych &fsel H = {ay, a,, ...} se nazyvd Hamelovou basi, kdy% kazdé
redlné ¢islo a se dd vyjddiit prdvé jednim zphsobem ve tvaru @ = x4y + x,a; + ..., kde

0tgs &q, ... jSOU raciondlni éisla, pfi éemZ jich je jen koneéné mnoho ruznych od nuly. Je
card H = 2% (viz G. HameL: Eine Basis aller Zahlen..., Math. Annalen, 60 459 —462).
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coz je spor s tim, Ze 2;, %, T1e H; a H, n G = ¢. Tim je dokdzdno prvé tvrzeni.
Diéle plyne, Ze
t=1(9" —g) + (n; — m;) p; .
Jea, +t=u,+ (¢ —9) + (n; — m;) p; e ;. Odtud n; — m,; = 0. Cislo ¢’ —
—- g jakozto prvek grupy [G] vzniklo seétenim kone&ného podtu p, resp. — p;.
Tim je tvrzeni e) dokazéano.
Oznaéme je§té mnoZinu indext j ¢ M, pro néZ k; > 0, symbolem N[¢].
f) Necht 9 +tc 9, o, +g +np;none ¥ +t pro jisté ie M, ge®,; a n
celé nezdporné. Potom x; + ¢ + np;,none ¢ +tprokatdég e G, a0 < m < n.
Dtkaz. Necht t = Zk;p,. Pfipustme, Ze k; < n.
Potom
t=9"+m—k)p;, 9"'¢6;.
&, je grupa, tedy ¢’ — ¢" € G, a
s+g—¢ +Ekpi+9 +(n—k)p=2+9g+npe¥ +1,
coz je spor s piedpokladem. Tedy k; > n .ze %, +t=>x = x, + ¢, + mp;,
kde g, ¢ G; a m > n.
g) Neecht > 9 +4,92% +-ty, ..., 929 + 1, ...

Potom I‘[l(g +ta) == 0.

Dukaz. Existuje index k ¢ M, pro néjz plati k non € N[¢,] pro viechna pfiro-
zend n. Je potom podle b) ¢, + t, = %, pro viechna ptirozend n. Tedy %, c
cTT@+9.

"=l

Véta. MnoZina E, — % neni rozkladovou mmoZinou roviny.

Dukaz. Pfipustme, Ze existuje rozklad R na roviné v mnoziny shodné
s E; — 9. Necht %, a N, jsou mnozZiny primek z véty 1, n, z téze véty zvolme za
osu 2 kosotihlych soufadnic, za osu y zvolme pimku rovnobéznou s piimkami
z N, a podétek a orientaci zvolme tak, aby prvek rozkladu R lezici nyni v ose
mél za mnozinu svych z-ovych soufadnic mnozinu E;, — ¢. Projekei mnoZiny
N c E,; na osu z (resp. y) oznaéime jako N (x) (resp. N(v)).
Zvolme nyni libovolné, ale pevné 7 ¢ M a uvaZujme o bodech
(%, 0), (x; + 2, 0) ..., (; + npy, 0), ..., kde je n celé nezdporné . (1)
Uvazujme dale o piimkich "m = x = np,; + z,. Z toho, Ze body (1) neleii
vn; — 9, plyne, ze v p¥imce "m lezi prvek rozkladu R; oznaéme jej "M . Necht
nyni bod (np; + x;, ¢) neni prvkem »M. Potom tento bod lezi v jistém M ¢ R,
M pak lezi v piimce p =y = ¢. Z vlastnosti p¥imky », plyne, Zze B, — M (x) c
¢ 4. Protoze np; 4 x;none B, — M(x), je podle f) n'p; + xz,non e B; — M(x)
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pro #’, 0 = n' =< n. Z toho plyne, e (n'p; + x,,¢)e M, a tedy (n'p + z;, c)
non *’ M. Je potom

("m — °M)(y) > ('m — M)y)> ... ("m — "M)(y) ... .

Ponévadz ("m — "M)(y) = ¥, existuje podle g) y* e[ [ ("m — "M)(y). V p¥imce
n=0

p* = y = y* necht leZ{ Y* ¢ R. Podle volby y* jsou body
(np; + 74 y*) e Y* pro n celé nezdporné. (2)
Dale je (p* — Y*)(x) = ¢ 4t pro vhodné ¢, (p* — Y*)(z) c 4 a podle e)

4, + tc 9,. Ale podle f) v dasledku (2) je ¢; n (p* — Y*)(z) = 0. Dosli jsme
tedy ke sporu. Véta je tim dokazéna.
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Peswome

O HEKOTOPBIX MHOMKECTBAX PA3/IOMEHNA IIJIOCKOCTH

MUJIAH CEKAHIIHA (Milan Sekanina), Bpuo
(Hocrynuino 8 pepaxiuio 10/11 1958 r.)

B crarbe paccmarpuBaloTcA pasnoikeHusa R eBRIumoBoE mmockoctH E, Ha
MHO{ECTBA, KOHIPYIHTHBIE ¢ HOXMHOKecTBOM N mnpsamoi [, mpmuem m =
= card (Il — N) < 2%. B ToM ciayuae, KOrjja Takoe pasilOKeHUE CYI[ecTBYET,
Ha3biBaeM N MHOKECTBOM panfokeHua K.

Iycrs N obo3HATACT MHOIKECTBO TEX IIPSIMBIX, Ha KOTOPHIX JIeKaT sieMeHT5L R.
Torma M cocrour u3 ABYX mMOAMHOMECTB Ny, My, U3 KOTOPHIX OLHO COCTOMT
¥3 BCeX NAPAJIeNbHBIX IPAMBIX ONPENENICHHOI0 HANPABIGHWS, & Hpyroe
COIEP/RUT B TOYHOCTU W TAPAIEIBHBIX NPAMBX APYroro HarpaBleHHS
(reopema 1).

B Teopeme 2 mokaseiBaercs, 4r0 AAA TOro, 9ro6sl N OBIO MHOKECTBOM
pasnonsernus F,, Heo6X0auMO, YTOGH ISl KayKao#l Touku & MuOMecTBa | — N
CYIIecTBOBAJIO CABMMeHMe T npaAMoit | Takoe, 910 7(l — N) cl — N, énonez
(I — N). Ecnm m = R, 70 970 yCJIOBYe ABIAETCA TaKyKe NXOCTATOYHBIM; B CIY-
qae X, < M 5T0 He MMEeT MecTa.
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Summary

ON CERTAIN DECOMPOSITION SETS OF THE PLANE

MILAN SEKANINA, Brno
(Received February 10, 1958)

The paper is concerned with the decompositions R of the euclidean plane E,
into the sets congruent with a given subset N of the straight line I, when
m = card {{ — N) < 2%, When such a decomposition exists, we say that
N is a decomposition set of Z,.

Let M be the set of the straigt lines, in which elements of R are contained. It
is proved, that M consists of two subsets M,, MN,, one of which consists of all
straight lines parallel to a given direction, the other contains exactly m straight
lines parallel to another direction (theorem 1).

In theorem 2 we prove that the following condition is necesary for N
being a decomposition set of £,:

If Zis a point of I — N, there exists a translation 7 of I such that (Il — N) c
cl— N, Enone 7(l — N). In the case m = ¥, this condition is sufficient, but
this is not the case for m > %,.
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