Casopis pro péstovani matematiky

Bohuslav MiSek

O (n + 1)-thelniku v F,, s maximalnim objemem konvexniho obalu

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 84 (1959), No. 1, 99--104

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117289

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117289
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

O (n | 1)-UHELNIKU V K, § MAXIMALNIM
OBJEMEM KONVEXNIHO OBALU

BOHUSLAV MISKEK, Honico

(Doslo dne 4. biezna 1058) DT:513.19

V préei jdo hlavnd o zjisténf délky stran, velikosti thli dvou danych
stran ancho dané strany a dand vihlopHéky a o vypodet maximélnfho
objemu konvexniho obalu (n f 1)-tihelnika v K, pri daném obvodu.

Definice 1. Budii n prirozené Eislo, B, eukleidovsky prostor n-rozmérny. Méjme
n - 1 navzdajem raznyeh bodu Ay A, ..., A,y v B, pak soustavu dsetek A,A,,
Adg, ..., A A, A, oAy nazeeme (0 |- D)=ihelnikem. Body A, nazveme jeho
vreholy a wsefky A, A, jeho stranami pro kafdé k, pri éemf A, = A, kdyZ
k=1 (mod n | 1). Soufet délek vdech stran (n | V)-ithelnika A, A, + Aydy -+
4 oo - A Ay nazeeme jeho obvodem « oznaéime jej O.

Definice 2. Z mnoZiny (n ' 1)-tihelnikic s perné danygm obvodem O nazveme
ten, jehoZ konverni obal ma maximalnl objem, (n -} 1)-thelnikem A.

O (n 4 1)-thelniku A odvodime fadu vét zjistujicich nékteré jeho zdkladni
vlastnosti a platnyeh pro kazdé prirozené n, pokud neni jinak stanoveno.
V dal&éim budeme slovy ,trojuhelnik A4,4,4,", rovina 4,4,4,", ,, prostor
4,4, ... A," rozumét trojihelnik o vrecholech 4, 4,, 4,, resp. rovinu prochédze-
jlef veeholy A, Ay, Ay, resp. linedarni prostor nejnizdi dimense, v némz lezf
vreholy A,, A, ..., A, atp.

Véta 1. Vrcholy (n | 1)-dthelnika A jsou linedrné nezdeislé body v B,.

Dakaz. Budtez B, B, ..., B, navzdjem rizné body v k,, v, vzdilenost
bodu B,., od prostoru BB, ... B, a V, objem konvexniho obalu bodi B,
By ooy By (B 1,2, ..., n). Pak plati
v, |
[
pii temZ klademe V, 1. Kdyby vrcholy (n | 1)-thelnika A byly linedrnd
zdvislé, existovalo by alespon jedno &k -~ 1,2, .., n, pro néZ by v, == 0, tedy
iV, = 0,tj. objem jeho konvexniho obalu by jisté nebyl maximaélni.

b, Pyt pro k=12, 000m, (1)
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Véta 2. Viechny strany (n + 1)-whelnika A jsou stejné dlouhé.

Dikaz. Necht existuji dvé nestejné dlouhé sousedni strany. MiZeme pied-
pokladat, ze to jsou strany 4,4,, 4,4, tedy Ze plati 4,4, + A,4,. V mno%iné
(n + 1)-Ghelniku o pevném O a pevnych vrcholech 4,, A,, A,, ..., 4,4+, miZe
mit podle (1) maximalni objem konvexniho obalu jenom ten, ktery mé maxi-
malni souéin v»,v, znadici dvojnasobny obsah trojihelnika 4,4,4,. Tento troj-
dhelnik m4 vSak za danych podminek maximilni obsah jedin& pti 4,4, =
= A,4,, co% je spor.

Definice 3. Rovinu leZict spolu s linedrnim podprostorem E,—, v prostoru E,
(k= 3,4, ...,n) nazveme kolmou k tomuto podprostoru, obsahuje-li mevlastni
podprostor jednoho z téchio dtvard mevlastni podprostor normdlového prostoru
druhého z téchto utvard v B, a naopak. Dvé roviny leZici v B, (k = 3, 4, ..., n) na-
2veme k sobé kolmymsi, obsahuji-li kaZdd alesposi jednu normdlu druhé.

Poznamka 1. Definice 3 nazyva kolmymi atvary, které spliiuji alespon
stereometrické podminky kolmosti dvou rovin. S hlediska vicerozmérné euklei-
dovské geometrie nejde v Za4dném z obou definovanych pfipadi o kolmost
uplnou; protoZe niz&i z obou Gtvard, u nichZz mluvime o kolmosti, je vidy dvoj-
rozmérny, jde o kolmost poloviéni. (Srv. [1], str. 47 a nésl.) Pro nase dal$i dvahy
vSak tento pojem dostaduje.

Véta 3. BudiZn = 3. Rovina A, A, A3+, (k = 3,4, ..., n)u (n + 1)-dhelnika A
je kolmd k prostoru A4, ... A,.

Dikaz. Uhel roviny 4,44+, s prostorem 4,4, ... 4, je thel ¢, ktery svird
primka roviny 4,4, 4,+, kolma k 4,4, se svym kolmym pramétem do prostoru
A4, ... A, (Viz [1], str. 68—81.) Budiz v; vzdalenost bodu 4,4+, od piimky
A,4,. Objem konvexniho obalu (n + 1)-tdhelnika je pak podle (1)

V,= T V1 Yema%a SN QUp4q --. Uy, -

Nabyva-li ¢ riznych hodnot u (n + 1)-dhelnika s pevnym obvodem O, je jasné,
ze vidy lze sestrojit takovy (n -+ 1)-thelnik, ktery p¥i témze obvodu podrii
také hodnoty vSech vzdalenosti v, ..., Vp—y, Vg, Uity - - o> Un. V. mnoziné tako-
vych (n + 1)-Ghelnfkd o konstantnich O, v,, ..., vy—1, Vg, Vptqs - .., ¥, mé viak
maximalni V,, nutné ten, pro né€jz plati sin ¢ = 1, coz znamené kolmost roviny
A, A, A+, a prostoru 4,4, ... 4,.

Véta 4. BudiZn = 3. Rovina A, A A+ (k= 3,4, ..., n) u (n + 1)-thelnika A
je kolma ke kazdé roviné A, A4, (p, 0, r =1,2,....k;p = q + r = p).

Dukaz. Ponévadz rovina A,4,4, je obsaZena v prostoru 4,4, ... 4,, je
véta 4 bezprostfednim dusledkem véty 3.

Definice 4. Uhlem stran Ap A+, A A4, (n + 1)-dhelnika budeme rozumét
shel vektorts Ayrq — Ay a Ay, — Ay (b, 1=1,2,...,0n + 1; k + 1).
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Véta 5. Uhly, které sviraji libovolné dvé strany (n + 1)-thelnika A, jsou stejné.

Dikaz. Vektor A+ — A oznaéme struéné a,. Podle véty 3 je rovina
A A,A, kolmé k prostoru A;4, ... A,+,4,. To znamend vzhledem k vété 2, ze
vektor a; — a, je kolmy k vektoru aypro k = 3, 4, ..., n + 1; tedy plati o ska-
Iarnim souédinu téchto vektort

(a; —az)a, =0, ¢li a,a, = aya;,.
Necht «; je Ghel vektort a,, a,. Pak plati, jeZto podle véty 2 |a;| = |a,|,

a,a, a,a;
COS 0y = = = COS 0y, .
Y ay] e (asf . g 2"
Tedy oy = oy (k = 3, 4, ..., n -+ 1). Zcela obdobné lze dokazat «,, = xg. pro
k=4,5,...,n + 1; atd. Tim je dikaz hotov pro stranu 4,+,4, a tedy pro
v8echny strany.

Polozme v dal¥im oy = «.
Véta 6. Pro vhel « libovolngjch dvou stran (n + 1)-thelnika A platt cos x = % .

Dikaz. Jezto strana 4,4, svird podle véty 5 se vSemi ostatnimi stranami
stejny ostry uhel, pak promitneme-li kolmo na tuto stranu vSechny vrcholy A,
(k= 3,4,...,n + 1), rozdéli tyto praméty vzhledem k vété 2 stranu 4,4, na
n stejnych dild. Odtud plyne ihned, Ze tGhel « strany 4,4, s kteroukoliv jinou
stranou vyhovuje vztahu

1
coS x = — .
n

Vzhledem k vété 5 plati tento vztah pro kterékoliv dvé strany.

Definice 5. Budif n = 3. UhlopFiékou (n -+ 1)-whelnika nazveme kazdou
useblu A4, pro k,1=1,2,..,n +1; k+1— 1,1, 1 + 1. Uhlop#icka A,A,
rozdéli véechny vrcholy, resp. strany (n -+ 1)-uhelntka ve dvé skupiny, Sy a Sy,
resp. Sy @ Syt Jdeme-li po obvodu (n + 1)-dhelnika smérem stoupajicich indext
u vrcholdl, nalezneme skupinu Sy (Sx) na cesté od A, k A,, skupinu Sy, (81) na
cesté od A, k A,; do Zidné ze skupin S, Sy nepolitdme vrcholy A, A,. Uhlem
strany A;A ;4 a dhlopricky A4, budeme rozumét whel vektort, A;+; — A; a
A, — A, patti-li strana A ;A 4+, do skupiny sy, a vektord, A;4y — A ;a0 A, — Ay,
patfi-li strana A ;A4 4, do skupiny Sy

Véta 7. Uhloptidka A,A, (n + 1)-dhelnika A svird s kafdow jeho stramou
skupiny s, stejnyj uhel By, a s kazdou jeho stranow skupiny s, stejny ihel By..

Dikaz. Oznatme a; vektor 4;+; — A, u;, vektor 4, — Ay, B dhel strany
A ;4 4, athloptitky 4,4, tj. thel vektort a;, uy,, resp. a;, uy (, b, 1 =1, 2, ..,
n+1k+1—1,1141). Podle véty 3 je rovina A, 4;+;4x+s kolmé k pro-
storu Apsgdits - Aprid; ... 4. Tedy vektor a, — a4, je kolmy k vektoru uy,
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k,1=1,2...,n+1;k+1—1,1 1+ 1), takie plati o skaldrnim souéinu
téchto vektori

. (@ — Gp+y) U, = 0.
Zcela obdobné jako v dikazu véty 5 odvodime odtud fi; = ity i, a déle
Brtrir = Prtasts -+ Bi—sg = Pi—1,m- Lim je diikaz hotov pro stranu ze skupiny
8, oznadime-li jeji hel s thlopiitkou 4,4, prosté f;;. Analogicky provedeme
dikaz pro strany ze skupiny s;;,, zaménime-li vektor uy, za vektor u;, = — uy,.

Véta 8. Necht k < 1. Kolmé praméty vrchols, skupiny Sy, (Su.) na whlopiku
A A, (n + 1)-dhelntka A déli tuto whlopficku nal — k (n -+ 1 — 1 4 k) stejnyjch
dili. '

Dikaz je analogicky k dikazu véty 6: Jezto Ghlop¥icka 4,4, svird se viemi
stranami skupiny s;; stejny ostry thel, pak vzhledem k vété 2 déli tuto dhlo-
piicku kolmé priméty piislusnych vrehold na ni na stejné dily v poétu rovném
podtu stran s;;.

Poznidmka 2. Rozsifime-li definici thloptitky 4,4, také pro k =1 — 1,
1 + 1, tj. nazveme-li ihlop¥idkou i kteroukoliv stranu (» -+ 1)-ihelnika, pak je
ziejmé, Ze véty 5 a 6 jsou specidlnim piipadem v&t 7 a 8 i nasledujici véty 9.

Polozme nyni v daliim pro strudnost 4,4, = 4,4, = ... =4, A =a,
AAd, =wy =uy=4,4, k,1=1,2,...,n+1; k 1)

Véta 9. Necht k << 1. Uhel By, resp. By, ihloptidhy A A, se stranou skupiny sy,
resp. sy (n + 1)-thelnika A je uréen vztahem

nt+1—1+Fk l—k
COSﬁklzqu(l——k)_{_’ resp. eosﬂlk:Vn(n+l—l+k).

Dikaz. Podle véty 8 plati pro k < I

Ut Uy

COS.BM=“(T:-E)—ZZ: Cos fy = mrl—I+ha (2)
Z trojuhelnika A4, 4,4+, plyne podle véty kosinové pro k < [
2 = at ol — 2 L gtk ,
B s gy Pl gy g
n—1 n— 2
Jezto wy+; = a, plati ul, ., = 2 a*, U =3 - a2, ..., ud =
=(— k)n—t}—;u a, coz dosazeno do vzorcd (2) d4vé ihned po zkré-

n
ceni vzorce véty 9.

Pozndmka 3. Podle véty 6 a 9 plati cos B cos B = 1_ cos «, tj. soudin
n >

kolmych priméth strany skupiny s;; a strany skupiny s, na Ghlop¥{tku A, 4,
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(specidlné soudin kolmych pramétu strany na sebe samu a jiné strany na tuto
stranu) u (n + 1)-Ghelnika A4 s pevnym O je pro dané » konstantni a roven
vidy n-té 8asti étverce jeho strany.

Piedchézejici véty ndm pomohou koneéné vypoéitat objem konvexniho
obalu (n + 1)-thelnika 4 jako funkei strany a dimense. Plati totiz

Véta 10. BudiZ ddn obvod O. Objem V, konvexniho obalu (n + 1)-thelntka A je
uréen vztahem
v ar | /(n + 1)1

Y nr

2

kde a = ——0——

n+1
Dikaz. Podle (1) plati ¥, — %vlvz ... v,. Vyjadieme v, (k= 2,3, ..., n)
z trojihelnika 4,4, 4,+,. Vzhledem k vété 2, 3 a 9 plati

R 1 E—1 1/ +Hm—Fk+1)
vk-—asmﬂm—“l/l—m_a]/ nn —k + 2) '

Tedy, jezto v, = a,

i VR ) V<n+1><n—2> V<n+ 1)(n —3) VnT 1

n! n(n — 1) nin — 2) 2n

n! n2

tj. po zkraceni
VAL Ve 0 ki

n! nn
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Pezowme

0 (n + 1)-YTOJILHUKE B E, C MAKCUMAJBHBIM
OBBEMOM BBLITYKJION OBOJIOUKH

BOI'VCJIAB MUIIER (Bohuslav MiSek), I'ornue
(MTocerynuno B pepakmuio 4/111 1958 r.)

B aroii pafore morashIBalOTCA HEKOTOpHE CBOHcTBa (7 - 1)-yrolbHmKa
B N-MEPHOM E€BKIHNOBOM IpocTpaHcTBe K,, BEIYKIaA 000I0IKA KOTOPOTO
MMeeT MAaKCHUMANbHEIN 00BEM OPE NAaHHOM IepuMmerpe. ['7IaBHEIE pesymbpTaTh
comep:karca B cuemyiomux Teopemax (4,, 4,,..., 4,,; 3HavaT BepIIHHEL,
a — CTOpPOoHY (7 -+ 1)-yroabuuka):
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1. Bepwurul cymb aurelino Hezagucumvle mouku 6 F,.

2. Bce cmoporst pasgrsl.

3. Ilaockocme A A A, nepnendurysspra & (k — 1)-mepromy aukeiromy
npocmparncmey A4, ... A, (k= 3,4, ..., n).

4. Bce yeasl kakoii-aubo cmopoHsl ¢ Kakoli-aubo Opy20li cmMopoHOU PpasHl

1
U onpedeservl YpasHeHUeM COS & = — .
n

5. O0%ém eunykaol 06040ukEU onpedessemcs no Gopmyse
n 1)»—1
v, = ?TV(Z’:E_)_ ,
n! ne

ABTOD BBIBOJHT €II§ HECKOIBKO TeopeM 00 yriax JuaroHajieil u CTOPOH.

Summary

ON THE SIMPLEX POLYGON
WITH THE GREATEST VOLUME OF ITS CONVEX HULL

BOHUSLAV MISEK, Honice
(Received March 4, 1958)

In this paper there are proved some properties of the simplex polygon in
n-dimensional Euclidean space F, the convex hull of which has the greatest
volume with a given circumference. The main results are obtained in the follow-
ing theorems (4,, 4,, ..., 4,4, indicate the vertices, a the side of the simplex
polygon):

1. The vertices are linearly independent points in E,,.

2. All sides are equal.

3. The plane A, 434+, 1s perpendicular to (k — 1)-dimensional linear space
A4, ... 4, (k=3,4,...,n).

~

' 1
4. The angles of any two sides are equal and given by the equation cos x = -
5. The volume of the convex hull is expressed by the formula
n n—1
y =& (m + 1=
n! nn

The author deduces some more theorems about the angles of diagonals and

sides.
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