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Časopis pro pěstování matematiky, ro£. 84 (1959), Praha 

O (n -f 1 ) -ÚHELNÍKU V En 8 MAXIMÁLNÍM 

OBJEMEM KONVEXNÍHO OBALU 

BOHUSLAV MlSKK, Honiee 

(Došlo dno 4. března 1958) DT:513.19 

V práci jde hlavnft o zjištění délky stran, velikosti úhlů dvou daných 
stran anebo dané strany a daná úhlopříčky a o výpočet maximálního 
objemu konvexního obalu (n -\ l)-ťtholníka v En při daném obvodu. 

Definice 1„ Budiž n přirozené číslo, En eukleidovský prostor n-rozmémý. Méjme 
n A l narzáji m rúznffch bodů Au At, ..., AnH v En; pak soustavu úseček A^A^ 
A»A& ..., AuAh l,Ah,lAl nazveme (n |- l)-úh(iníkem. Body Ak nazveme jeho 
vrcholy a tisrrky AkAh , jeho stranami pro každé k, při čemž Ak = Ah když 
k l (IIHHI n : I). Součet délek vhch stran (n ••)•• lyúhelníka "Á^A% + AZAZ + 
f ... r AunAi nazvnnv jeho obvodem a označíme jej O, 

Definice 2. ýí množiny (n ••••}• l)-nkHníku s pevné daným obvodem 0 nazveme 
tnu jelnň konvt ml obal má maxim din í objem, (n 4" l)-úhelnikem A, 

O (n 1) úhelníku .1 odvodíme řadu vět zjišťujících některé jeho základní 
vlastnosti a platných pro každé přirozené n, pokud není jinak stanoveno. 
V dalším budeme slovy ,,trojúhelník AtA^A%\ „rovina AXA%A%\ ,,prostor 
AXA«,... Au*

% rozumět í roj úhelník o vrcholech Ati A%, A& resp. rovinu procháze­
jící vrcholy AXs .L , J a , resp, lineární prostor nejnižší dimense, v němž leží 
vrcholy .-1^ .L, „L; a t p . 

Věta 1. Vrcholy (n I)-úhelníka A jsem lineárnf nezávislé hody v En. 

D ů k a z . Budtež /',, llt, . . ., línH nuvzájem rňzné body v Ern vk vzdálenost 
hodu //..-, od prostoru lŠtÍŠ$,t, Hk a \\ objetu konvexního obalu bodů Bl9 

/ i* . . . , /;, , (k 1,2. . . . . n). Puk platí 

v I 
Vk -v ,* Vk j ;-t v%vt... vk pro A ^ 1, 2, . . . , n , (1) 

při iíemž klademe V0 • 1. Kdyl>y vrcholy (n }• l)-tíhelnfka 4̂ byly lineárně 
z&vislé, existovalo by alespoň jedno k -••• 1, 2, ..., n, pro něž by % == 0, tedy 
i F^ wc 0, t j . objem jeho konvexního obalu by jistě nebyl maximální. 
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Věta 2. Všechny strany (n + l)-úhelnika A jsou stejně dlouhé. 
Důkaz. Nechť existují dvě nestejně dlouhé sousední strany. Můžeme před­

pokládat, že to jsou strany AXA2, A2AZ, tedy že platí AXA2 4= A2AZ. V množině 
(n + l)-úhelníků o pevném O a pevných vrcholech Al9 Az, AL4, ..., An+1 může 
mít podle (1) maximální objem konvexního obalu jenom ten, který má maxi­
mální součin vxv2 značící dvojnásobný obsah trojúhelníka AXA2AZ. Tento troj­
úhelník má však za daných podmínek maximální obsah jedině při AXA2 = 
= A2AZ> což je spor. 

Definice 3. Rovinu lezici spolu s lineárnim podprostorem Ek-t v prostoru Ek 

(k = 3, 4, ..., n) nazveme kolmou k tomuto podprostoru, obsahuje-U nevlastní 
podprostor jednoho z těchto útvarů nevlastní podprostor normálového prostoru 
druhého z těchto útvarů v Ek a naopak. Dvě roviny lezici v Ek (k = 3, 4, ..., n) na­
zveme k sobě kolmými, obsahují-li každá alespoň jednu normálu druhé. 

P o z n á m k a 1. Definice 3 nazývá kolmými útvary, které splňují alespoň 
stereometrické podmínky kolmosti dvou rovin. S hlediska vícerozměrné euklei­
dovské geometrie nejde v žádném z obou definovaných případů o kolmost 
úplnou; protože nižší z obou útvarů, u nichž mluvíme o kolmosti, je vždy dvoj­
rozměrný, jde o kolmost poloviční. (Srv. [1], str. 47 a násl.) Pro naše další úvahy 
však tento pojem dostačuje. 

Věta 3. Budiž n ^ 3. Rovina A^^j,^ (k = 3, 4, ..., n) u (n + l)-úhelnika A 
je kolmá k prostoru AXA2... Ak. 

Důkaz. Úhel roviny A1AkAk+1 s prostorem AXA2... Ak je úhel cp, který svírá 
přímka roviny A1AkAk+1 kolmá k A1Ak se svým kolmým průmětem do prostoru 
A1A2... Ak. (Viz [1], str. 68—81.) Budiž vd vzdálenost bodu Ak+1 od přímky 
A-^A^ Objem konvexního obalu (n + l)-úhelníka je pak podle (1) 

T7 l 

n ^ n\ Vl ''' Vk~lVd s m <pVk+1 •••v*-
Nabývá-li <p různých hodnot u (n + l)-úhelníka s pevným obvodem O, je jasné, 
že vždy lze sestrojit takový (n + l)-úhelník, který při témže obvodu podrží 
také hodnoty všech vzdáleností vl9 ..., vk-l9 vd, vk+1, ..., vn. V množině tako­
vých (n + l)-úhelníků o konstantních O, vl9 ..., vk-l9 vd, vk+1, ...,vn má však 
maximální Vn nutně ten, pro nějž platí sin cp = 1, což znamená kolmost roviny 
JL1^4^jáfe+1 a prostoru AXA2... Ak. 

Věta 4. Budižn ^ 3. Rovina A1AkAk+1 (k = 3, 4, ..., n) u (n + l)-úhelníka A 
je kolmá ke každé rovině A^AqAr (p, q9 r = 1, 2, ..., k; p =j= q 4= r 4= p)-

Důkaz. Poněvadž rovina AipAaAT je obsažena v prostoru A±A2... Ak) je 
věta 4 bezprostředním důsledkem věty 3. 

Definice 4. Úhlem stran AkAk+1, AtAi+1 (n + l)-úhelníka budeme rozumět 
uhel vektorů Ak+1 — Aka Ax — Al+1 (k,l = 1, 2, ..., n + 1; k 4= l)» 
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Věta 5. Úhly, které sviraji libovolné dvé strany (n + l)-úhelníka A, jsou stejné. 

D ů k a z . Vektor Ak+1 — Ak označme stručně ak. Podle věty 3 je rovina 
AXA2AZ kolmá k prostoru AzAé... An+1AX. To znamená vzhledem k větě 2, že 
vektor ax — a2 je kolmý k vektoru ak pro k = 3, 4, ..., n + 1; tedy platí o ska­
lárním součinu těchto vektorů 

(ax — a2) ak = 0 , čili axak = a2ak . 

Nechť ock% je úhel vektorů ak9 ax. Pak platí, ježto podle věty 2 \ax\ = |o 2 | , 

axak a2ak 

COS OClk = + - . = -: ; j r- = COS OC2k . 
1 \<*i\ • 1**1 \a2\ . K l 2k 

Tedy ČX17C = a2Jfc (k = 3, 4, ..., n + 1). Zcela obdobně lze dokázat oc2fc = ťx3fc pro 
k = 4, 5, ..., n + 1; atd. Tím je důkaz hotov pro stranu An+1A1 a tedy pro 
všechny strany. 

Položme v dalším ockl = oc. 

Věta 6. Pro úhel oc libovolných dvou stran (n + l)-úhelníka A platí cos a = — . 

D ů k a z . Ježto strana ^á^á2 svírá podle věty 5 se všemi ostatními stranami 
stejný ostrý úhel, pak promítneme-li kolmo na tuto stranu všechny vrcholy Ah 

(h = 3, 4, ..., n + 1), rozdělí tyto průměty vzhledem k větě 2 stranu A1A2 na 
'% stejných dílů. Odtud plyne ihned, že úhel oc strany AXA2

 s kteroukoliv jinou 
stranou vyhovuje vztahu 

1 
c o s OC = — . 

n 

Vzhledem k větě 5 platí tento vztah pro kterékoliv dvě strany. 

Definice 5. Budiž n ^ 3. Úhlopříčkou (n + \)-úhelníka nazveme každou 
úsečku AkAi pro k, l = 1, 2, ..., n + 1; k =# l — 1, l, l + 1. Úhlopříčka AkAx 

rozdělí všechny vrcholy, resp. strany (n + lyúhelníka ve dvé skupiny, Skl a SXk, 
resp. skl a slk: Jdeme-li po obvodu (n + l)-úhelníka směrem stoupajících indexů 
u vrcholů, nalezneme skupinu SkX (skX) na cestě od Akk Al9 skupinu Sik (slk) na 
cestě od Ax k Ak\ do žádné ze skupin Skl9 Slk nepočítáme vrcholy Ak, Ax. Uhlem 
strany AiAj+1 a úhlopříčky AkAx budeme rozumět úhel vektorů Aj+X — As a 
Ax — Ak9 patří-li strana A5Aj+1 do skupiny skl, a vektorů Aj+X — A^ a Ak — Al9 

patří-li strana AjAj+1 do skupiny slk. 

Věta 7. Úhlopříčka AkAx (n + \)-úhelníka A svírá s každou jeho stranou 
skupiny skl stejný úhel fikX a s každou jeho stranou skupiny slk stejný úhel fllk. 

D ů k a z . Označme aó vektor Aj+1 — Aj9 ukl vektor Ax — Ak9 ftm úhel strany 
- á ^ í + i a úhlopříčky AkAl9 t j . úhel vektorů aj9 ukl9 resp. aj9 ulk (j, k9 l = 1, 2, ..., 

n + i; k #= l - 1, l9 l + 1). Podle věty 3 je rovina AkAk+1Ak+2 kolmá k pro­
storu Ak+2Ak+z... A^A, ...Ak. Tedy vektor ak - ak+1 je kolmý k vektoru ukl 
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(k91 = 1. 2, .... n + 1; k =(= l —- 1. ř, ř + 1), takže platí o skalárním součinu 
těchto vektorů 

(ak — ak+1) ukl = 0 . 

Zcela obdobně jako v důkazu věty 5 odvodíme odtud ftjcki == fik+iMr^ dále 
rVi,** = &.+2f*i. • • •> jffi-2,fci '= či-i,**- Tím je důkaz hotov pro stranu ze skupiny 
skh označíme-li její úhel s úhlopříčkou AkAx prostě ^k%. Analogicky provedeme 
důkaz pro strany ze skupiny slk, zaměníme-li vektor ukl za vektor ulk = —- ukl. 

Věta 8. NecM k < l. Kolmé průměty vrcholů skupiny Skl (Slk) na úhlopříčku 
AkAi (n + lyúhelníka A dělí tuto úhlopříčku na l — k (n + 1 — l + k) stejných 
dílů. 

Důkaz je analogický k důkazu věty 6: Ježto úhlopříčka AkAz svírá se všemi 
stranami skupiny sM stejný ostrý úhel, pak vzhledem k větě 2 dělí tuto úhlo­
příčku kolmé průměty příslušných vrcholů na ni na stejné díly v poctu rovném 
počtu stran skl. 

P o z n á m k a 2. Rozšíříme-li definici úhlopříčky AkAl také pro k = l — 1, 
l + 1, tj. nazveme-li úhlopříčkou i kteroukoliv stranu (n + 1)-úhelníka, pak je 
zřejmé, že věty 5 a 6 jsou speciálním případem vět 7 a 8 i následující věty 9. 

Položme nyni v dalším pro stručnost A1A2 = A2A3 = ... = An+1A1 = a, 
AkAl =. ukl = ulk = A%Ak (k, l = 1, 2, ..., n + 1; k =f= l). 

Věta 9. NecM k < l. Úhel fíkl, resp. f}ik úhlopříčky AkAt se stranou skupiny skh 

resp. slk (n + lyúhelníka A je určen vztahem 

íZTk lfn + 1-l + k , y 
C O S ^ = ]/ n(l-k) ' r e S p - c o s ^ = | / ; n(n + 1 — 1 + k)' 

Důkaz. Podle věty 8 platí pro k < l 

cos ft, = ._-í»_ , • c o s , „ _ {n + l ^ l + k ) a . (2) 

Z trojúhelníka J.^J.z.4ř+1 plyne podle věty kosinové pro k < l 

2 » t 2 o Ukl <> . n — 1 — l + k 9 

< í + 1 = ^ + < - 2aukl {n + 1__l + k)a - «2 + „ + 1 _ ; + jb «_ • 
?£ — 1 7?, 9 

Ježto uktk+1 = a, platí ^|fc+2 = 2 — — a*, uJtJb+8 == 3 a2, . . . , u^ = 
^ _i_ i l + k 

= (l — k) a2, což dosazeno do vzorců (2) dává ihned po zkrá-
n 

cení vzorce věty 9. 
P o z n á m k a 3. Podle věty 6 a 9 platí cos §M cos jSj„ == — -_-. c o g a £,* součin 

kolmých průmětů strany skupiny *„ a strany skupiny ^ n a úhlopříčku A A 
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(speciálně součin kolmých průmětů strany na sebe samu a jiné strany na t u t a 
stranu) u (n + 1)-úhelníka A s pevným O je pro dané n konstantní a roven 
vždy n-té části čtverce jeho strany. 

Předcházející věty nám pomohou konečně vypočítat objem konvexního 
obalu (n + 1)-úhelníka A jako funkci strany a dimense. Platí totiž 

Věta 10. Budiž dán obvod O. Objem Vn konvexního obalu (n + l)-úhelníka A je 
určen vztahem 

an 

n\ 

kde a = ——— 
71 + 1 

(П + l ) " - 1 

D ů k a z . Podle (1) platí V„ — —-. V]V2 ...vn. Vyjádřeme v,, (k = 2, 3, . . ., n) 

z trojúhelníka AxAkA^x. Vzhledem k větě 2, 3 a 9 platí 

•\/(n + l)(n-k + l) 
\ n(n-k + 2) 

Vň±i 

vk = a sin 0kl = 

Tedy, ježto v1 — a, 

V 

k - 1 
n(n — k + 2) 

7 - đ" 1/< Я + ^ 
n~ n\\ 

)(» - 1) Қn + l)(n — 2) 
n(n — 1) 

(n + l)(л - 3) 
n(n —• 2) 

t j . po zkrácení 

Vn = 
an 

nì 
>(n + l)^"1 

n^ 

^ I Т Е К А Т ^ Е А 

[1] Р. Я . 8скои1е: Мепгс11теп810па1е СгеотеЪпе, I. ТеП: В1е 1гпеагеп К а и т е , ^е^р2^^ 
1902. 

Р е з ю м е 

О (п + 1)-УГОЛЬНИКЕ В Еп С МАКСИМАЛЬНЫМ 
ОБЪЕМОМ ВЫПУКЛОЙ О Б О Л О Ч К И 

БОГУСЛАВ МИШЕК (ВоЬив1ау М18ек), Гонице 
(Поступило в редакцию 4/III 1958 г.) 

В этой работе доказываются некоторые свойства (п + 1)-угольника 
в п-мерном евклидовом пространстве Еп19выпуклая оболочка которого 
имеет максимальный объём при данном периметре. Главные результаты 
содержатся в следующих т е о р е м а х (А19 А2,.... Ап+1 значат вершины, 
а — сторону (п + 1)-угольыика): 
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1. Bepwumi cymb jiuneuHO nesaeucuMbie monKu e En. 
2. Bee cmopoHU paenu. 
3. HjiocKocmb A^A^A^x nepnenduKyAupna K (k — l)-MepnoMy jiuneuuoMy 

npoempancmey AXAZ ... Ak (k = 3, 4, . . . , n). 

4. Bee y2Jiu KaKou-jtu6o cmoponu c naKou-jtudo dpysou cmoponou paenu 

u onpedejiemi ypaenenueM cos <%== — . 
n 

5. 06%'€M eunyKJiou O6OJIOHKU onpedesnemcti no (popMyjie 

V - aw~l/(^+ l)wZI" 
n\ ]/ nn 

ABTOP BHBOJJ;HT em,e itecKOjikKo reopeM o6 yrjiax ^naroHajieH H CTOPOH. 

S u m m a r y 

ON THE SIMPLEX POLYGON 
WITH THE GREATEST VOLUME OF ITS CONVEX HULL 

BOHUSLAV Mf SEK, Honice 

(Received March 4, 1958) 

In this paper there are proved some properties of the simplex polygon in 
^-dimensional Euclidean space En the convex hull of which has the greatest 
volume with a given circumference. The main results are obtained in the follow­
ing t h e o r e m s (Al3 A2, . . . , An+1 indicate the vertices, a the side of the simplex 
polygon): 

1. The vertices are linearly independent points in En. 

2. All sides are equal. 

3. The plane A±AjiAk+i is perpendicular to (k — l)-dimensional linear space 
A^^.Aj, (k = 3, 4, ...,n). 

4. The angles of any two sides are equal and given by the equation cos oc = — . 
n 

5. The volume of the convex hull is expressed by the formula 

n n\ У 
(n + l)"- 1 

nn 

The author deduces some more theorems about the angles of diagonals and 

sides. 
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