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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 84 ¥ PRAHA, 19.11. 1959 % &IsLO 1

POZNAMKY KE SVAZUM S METRIKOU

MILOSLAV MIKULIK, Brno

(Doslo dne 20. tinora 1957) DT: 519.5:519.53

V této préci se zabyvdm vztahy mezi metrickou konvergenci a
o-konvergenci ve svazech s metrikou. Navazuji v ni na svou préci [2].
Vznikla z podnétu akademika J. Novixa, ktery vyslovil ndzor, Ze né-
které vysledky obsaZené v [2] 1ze dokdzat za obecnéjsich predpokladu.
Te se mi podaiilo ve véte 2.

V dal§im bude § znadit neprazdnou mnoZinu s nasledujicimi vlastnostmi:

(V1) 8 je svaz.

(V2) Na mnoZiné S je zavedena takovd metrika o, Ze z kaZdé neklesajici [ne-
rostouct] posloupnostc prokd z S,1) okraniené vzhledem k metrice o, lze vybrat
poslowpnost, kterd je v S metricky konvergentni.

(V8) Jestlize A c S je spoletnd nebo koneénd, potom, md-ls infimum a supre-
mum, je jejich vzddlenost rovna praméru mnoZiny A (znadim jej d(4)).

Tim je na mnoZiné S definovin svaz s metrikou, ktery budu znadit &.2)
Z (V3) vyplyva, zZe ve svazu s metrikou & plati: Jestlize z, ¢, ze S, v <y < 2,
potom je o, ¥) = o(x, 2), oy, 2) = o(2, 2). Je tedy svaz s metrikou & zvlast-
nim piipadem svazu s metrikou, o ném?z jsem pojedndaval ve své préci [3]. Podle
vysledkti tam uvedenych plati tato lemmata:

IA

1) Posloupnost {#,}n_1 je neklesajici [nerostouci], jestliZe je u; < up < ... S 2,
[y, Z2uy =... 2u, =...0. v

2) Prikladem svazu s metrikou s vlastnostmi (V1), (V2), (V3) je svaz definovany na
mno%iné M vsech FeSeni diferencidlni rovnice ' = f(t, z), kde f(¢, z) je spojitd a ohranicend
funkee v dvojrozmérném intervalu 4: |t — £ < a, |z — 5| < ®. Céasteéné uspoidddni
mnoZiny M a metrika ¢ v M je zavedena stejné jako v pifklad® mé préice [2] na str. 364.
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Lemma 1. BudiZ {%,}n-, neklesajict [nerostoucz] posloupnost prokd z S, ohra-

nibend vzhledem k metrice g. Potom existuje w = V U, [u= A u,] @ platt u, — u.
. n=1 n=1 0

Lemma 2. Necht {@,}r-1 je takovd posloupnost prokt z S, Ze , —> x. Potom téz

x, = .
e

DokaZme nyni tuto vétu:

Véta 1. Ve svazu s metrikou & jsouw metrickd konvergence o o-konvergence iden-
tické.

Dikaz. Vzhledem k lemmatu 2 staéi dokdzat, %e metrickd konvergence
n+m

implikuje o-konvergenci. Necht tedy x, — z, x,, v 8. Oznaéme z,,, =k/_\ xy,

e
n+m

L = V:z:,c pron =1,2,...,m=1,2,.... P kazdém pevném = existuji podle

=N

lemmatu 1 prvky I, = Azm = ka, L, = Van = ka Podle (V3) je
m=1 k=n

m=1

sup o(z,, ;) = o(ln, Ly). Je tedy lim o(., L,) = 0. Vzhledem k lemmatu 1

L, —->Vl,,, L, —>/\L Je tedy hm o, L,) = g(\/lm AL,,) = 0, takze /\L =

Qn=1 en=1

= Vl Oznadéme y = AL = Vl Plati tedy =, =Y. Podle lemmatu 2 plati:

n=1

%, —y. Ponévadz podle predpokladu %, —> %, je y = x. Plat{ tedy z, — .
e e 0

2

BudiZ nyni @ svaz, na némz je definovana realna funkce v(z), kterd ma tyto
vlastnosti:
1° Jestli‘e z, y € G, potom je v(x) + v(y) = v(x Ay) + v(z Vv y).
2° Jestlize 2, y ¢ G, x < y, potom je v(x) < v(¥).
Polozime-li nyni
o, y) =v(EVy) —v@AY) pro z,ye@, (1)
je o metrikou na G. Tento svaz s metrikou budu déle znaéit &. Je-li svaz s metri-

kou & metricky dplny, jsou v ném metrickd konvergence a *-konvergence
identické.?) DokaZzme nyni toto lemma.

Lemma 3. Svaz s metrikou & md viastnost (V2) kdyZ a jen kdyZ je metricky
uplny.

Dikaz. 1. Jestlize svaz s metrikou & mé vlastnost (V2), je metricky dplny
podle lemmatu 7 mé prace [2].

3) Viz [1], hlava V, véta 15.



II. Necht @ je metricky tplny a necht {u,}2_; je libovolna neklesajici po-
sloupnost prvki z &, ohranidend vzhledem k metrice g. Polozme sup o(u,, %,) =

=a. Jeli a =0, je uy =u, = ... = u, = ..., takie posloupnost {u,}*_; je
cauchyovska. Necht tedy @ > 0. Vzhledem k (1) plati pro s > r vztah o(%,, 4,)=
= o(uy, us) — 0(%y, u,). K libovolnému & > 0 lze tedy uréit takovy index n,,
Ze pro vSechna r, s > n, je o(u,, u,) < &. Posloupnost {u,}?_; je tedy i v tomto
pripadé cauchyovska. Ponévadz & je metricky uplny, je v ném posloupnost
{u,}2., metricky konvergentni. Podobné se dokéze vlastnost (V2) pro neros-
touci posloupnosti.

Oznaéme nyni 3° tuto vlastnost funkce v(z):

3% Necht {x,}>_, je posloupnost prvka z . Existuje-li Vz, a Az, potom
n=1 n=1

nechf plati
BV ) — v(A ) = SUP [6(, v T) — 0@, A T)] -
n=1 n=1 n,m

Je-li na svazu G definovana realna funkee v(z) s vlastnostmi 1°, 2°, 3°, potom
metrika o definovana na G vztahem (1) m4 vlastnost (V3).Z véty 2 a z lemmatu
3 vyplyva:

Diusledek 1. Necht na svazu @ je definovana redlné funkce v(z) s vlastnostmi
1°, 2°, 3° a necht je na ném zavedena metrika p vztahem (1). Je-li takto defino-
vany svaz s metrikou metricky dplny, jsou v ném identické metrickd konver-
gence a o-konvergence.

Poznidmka 1. Necht na svazu @ je definovéna redlnd funkece »(z) s vlast-
nostmi 1°, 2°, 3° a necht je na ném definoviana metrika p vztahem (1). Takto
definovany svaz s metrikou nemusi byt metricky dplny ani v piipadé, Ze jsou
v ném metricks konvergence a o-konvergence identické.

Uvedu piiklad: Necht G je mnoZina ¢&isel tvaru

n=1,2,.... Vzhledem k piirozenému usporadani je & svazem. Definujme nyni
na G funkei v(z) takto: v(z) = x pro z € ¢. Takto definovana funkce v(x) mé
vlastnosti 1°, 2°, 3°. Metriku o definujme na G vztahem (1). Takto definovany
svaz s metrikou na G nenf metricky iplny, i kdyZ jsou v ném metricks konver-
gence a o-konvergence identické.

Necht na mnoziné M =+ 0 je definovan o-uplny svaz a zaroven metrika g,
vzhledem k niZ je M kompaktni. Tim je na mnoziné M definovan svaz s metri-
kou, ktery budu znadit M.



Lemma 4. Necht svaz s metrikou M md viastnost:
(B) J estlzze {2,}2_1 Je metricky konvergentni poslowpnost prvki z M, potom je
jlm Qgc/\:?k, ka) = 0.

Potom svaz s metrikou M md viastnost:
(0) Jestlize {u,}n -1 je neklesajict [nerostouct] poslowpnost prokd z M, potom
0

je metricky konvergentni a platt w, — wu, kde w = V u, [u = Au,]
n=1 n=1

Dukaz. Necht {u,}5_, je neklesa,pm posloupnost prvka z M. Ponévadz M je
kompaktni, 1ze z kazdé posloupnosti {u,,}® ;, vybrané z posloupnosti {u,}>_,,
vybrat posloupnost {um }7., metricky konvergentni v M. PoloZme nyni u =
= Vun‘ = Vun Vzhledem k (8) je 11m g(/\um , Vum ) = hm o(u niy u) =0,

n=1
takze Uy, = U Ponévadi z kazdé posloupnostl {uﬂ‘}z,l, vybrane z posloupnosti
e

{u,}2_,, 1ze vybrat posloupnost {um}j , tak, Ze Uy, — U = \/un, plati w, — u.
4

n=1 e

Podobné se véta dokéZe pro nerostouci posloupnosti.

Véta 2. Ve svazu s metrikou M jsou ekvivalenini tato torzeni:
(o) Metrickd konvergence a o-konvergence jsow identicke.

B) J estlzze {2,321 je metricky konvergentnt poslowpnost proki z M, potom plati
glm Q(ka: Axk) = 0.

(v) Jestl@ze {a:ﬂ},n,l je metricky konvergentni posloupnost prokd z M, potom
plati V Axk = A ka

n=1k=n n=1k=n

Dikaz. I. Necht plati («). Necht x, ——>x kde w,, e M. Podle. () 2, > .

Tedy AQ,L >z, ka > Vzhledem k () je lim g(/\ D V xk) = 0.Plati tedy (8).

N—>00

II. Nechﬁ plati (B) a necht {95,,},,=1 je metncky konvergentm posloupnost
prvka z M. Podle lemmatu 4 plati /\xk — V /\xk, ka - /\ ka Ponévadz

=n gn lk=n k=n en=1k=n

podle (B) ]e hm Q(/\xk, ka) = 0, je V /\xk /\ ka Plati tedy (y).

n=1k=n n=1k

I11. Nechﬁ platl (v). a) Necht z, ——>x, kde z,, ze M. Poloime y,, = z,,

Yon—y = X. ZFejmé yn—>x Podle (y) plati /\ Vyk V /\yk Ponévadz

n=1k=n
dale /\yk <z gVyk pro n=1,2,3,..., je A Vyk—x——v Ayk Tedy
k=n k=n * n=1k=n n=1k=n
Y, — &, takZe téZ Y, — 2. To znamens, Ze x, — .
0 o 0



b) Necht z, — @, kde @,, x ¢ M. Ponévadz M je kompaktni, Ize z libovolné
0

posloupnosti {xm};ﬁ 1, vybrané z posloupnosti {x,};>.;, vybrat posloupnost
{%,, )51 tak, ze x, —> ¥, kdey e M. Podle ¢asti a) z, — y. Podle predpokladu
K 7 o 70

z, — x, takie té% Ty, = @ Je tedy y = z. Ponévadz tedy z kazdé posloupnosti
0 0

{x,}{.1, vybrané z posloupnosti {z,}_;, lze vybrat Eisteénou posloupnost

{x, }°.1 tak, ¥e z, — z, plati z, — z. Plati tedy («).
7 Yo )
Pozndmka 2. Véta 2 nemusi platit v o-dplnych svazech s metrikou.
, . " 1 1 1
Uvedu ptiklad: Necht M je mnozina {1 + 5,1+ EYRRE 1+ por R Y 0}-

Vzhledem k ptirozenému uspoirddani je mnozina M o-uplnym svazem. Metriku
o definujme na M takto: g(z, y) = |y — x| pro z, y ¢ M. Tim je na mnoZiné M

_ 1 ‘
definovan o-uplny svaz s metrikou. Ziejmé (1 + —ﬁ) — 0, av8ak posloupnost
0

{1 + ;&—} neni v M konvergentni vzhledem k metrice g.

n=1
Disledek 2. Necht na mnoziné N =+ § je definovan ¢-tiplny svaz a necht je
na N zavedena zaroven metrika o, vzhledem k niz je N kompaktni. Necht dile
pro kazdou koneénou nebo spodetnou A C N plati d(4) = p(At, V). Potom
ted te A

v tomto svazu s metrikou jsou metricka konvergence a o-konvergence identické.
Skuteéns, uvazovany svaz s metrikou méa vlastnost (8), takZe tvrzeni vyplyva
okamzité z véty 2.
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Pesome

3AMEUAHHUA K CTPYVKTYPAM C METPUKOM

MUJTOCTAB MURVYJIIR (Miloslav Mikulik), Bpro
(Hoetynuio B pepaxuuio 20/1T 1957 r.)

Hacrosmas: paGora nmpumsikaer ¥ paGore aBropa [2]; B Hell HOKas3aHO, 4TO
B CTPYKTYpaX ¢ MeTPHKOH, oOnafgaromux cBoiicrBamu (V1), (V2), (V3), Merpu-
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YecKad CXOMEMOCTH COBIANAET ¢ O-CXOMAMOCTBHIO. OTH Pe3yJIbTAaThl NPAMEHS-
I0TCA K METPUIECKOH CTpyKType, KoTopyio paccmarpuBaer I'. Brprrod¢ s [1].

Iamee, B TeopeMe 2 maoTCA HEKOTODHIe HeOOXONUMMEIE M NOCTATOUHEIE YCIIO-
BHSI TOTO, 9TOOBI METpAIeCKAA CXONIMOCTD B 0-CXOTAMOCTE OBIIE TOKAECTBEHHEL
B O-IIOJIHHIX CTPYKTYPaX, B KOTOPHX BBeJleHA METPHKA, II0 OTHOMIEHHIO K KO-
TOPOH OHE KOMIAKTHEL

Summary
A NOTE ON LATTICES WITH DISTANCE FUNCTIONS

MILOSLAV MIKULIK, Brno
(Received February 2, 1957)

This paper is a free continuation of the author’s paper [2]. It is proved that
in lattices in which there is defined a distance function satisfying conditions
(V1), (V2), (V3), metric convergence and o-convergence are identical; this
result is applied to the metric lattice of G. BIRKHOFF [1].

In theorem 2 necessary and sufficient conditions are stated for the equiva-
lence of metric and o-convergence in o-complete lattices which are simulta-
neously compact metric spaces.
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