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éasopis pro péstovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

POZNAMKA K OTAZCE O OSCILACNICH VLASTNOSTECH RESENI
DIFERENCIALNI ROVNICE 3" + A(z) y = 0

MILOS RAB, BRNO..
(Doslo dne 30. éervence 1956.) . ' DET:517.94191
Autor zostfuje zndmé kriterium, aby rovnice y” 4 4A(z) y = 0 byla

neoscilatorickd resp. oscilatorickd, a zobectiuje neddvno publikované
vysledky L. D. NIKOLENEA.

.. 1. E. GacrLiarpo ukézal [1], Ze postadujici podminka k tomu, aby integraly
d].ferencm.lm rovnice

v+ Ay =0 (1)

1
oscilovaly v intervalu (g, + c0) jest, aby funkce B( ) Ax) — e Dbyla
neziporné a mtegral f zB(x) do — + o0 pro it — + 0. |

L. D. NixorLENgO odvodil [2] nésledujici nutnou podminku pro- oseilaci
integrala diferencidlni rovnice (1), ,,blizkou‘ k Gagliardové postaéupm pod—
mince:

\ TR :
fxlanax{A(x)-—Z};E,O}dx»—}—‘oo pro ¢ — + o0 . (2)’

Gagliardova postadujici podminka je vSak zvla§tnim p¥ipadem obecne]s1
véty, kterou odvodil jiz pied tim M. ZLAmar [3].

Oznadime-li logo x =z, log, x = log log,_, #; Ly(x) =z, Ly(z) = L ‘_'_l(x) .
.log, z; Su(x) = Z [L;(x)]72, jest Zlamalova postaéupm podmlnka pro oscllam

1ntegralu dlferenclalm rovnice (1), aby

t

[L,(=) {A(x) — % S,,(x)} dz - +® prot— + o . (3)
Podminku tuto odvodil Zldmal jako korolar véty, které v daldim také uZijeme:
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. .
a) Jestlize integrdl f Z;(t_) diverguje a jestlize existuje kladnd funkce w(t) majic

spojitou proni derivaci takovd, e
f Q) 2(t) df < + o0, (4)

.fw(t)f(t)dt—>+oo pro x— + o0 , (5)
pak diferencidlnt rovnice (Q(x) y') + f(x) ¥ = 0 jest oscilatorickd.
Obé& podminky (2) a (3) se daji zobecnit.
Ukézeme, Ze postadujici podminka k tomu, aby integrily diferencidlni
rovnice (1) oscilovaly, jest, aby

f Lnn@) {A(x) -3 n<x)} dz—>+o pro t>+w,  (6)

loghts
a nutnd podminka ‘
ftLMl(x) Max {A(x) — %Sn(x) , 0} dz —> + 0o pro ¢ — ;{-oo ’ (7).
pro n celé nezdporné a ¢ > 0.

V piipads, Ze 4(z) splituje podminku

[ Lna(@) | A@) — 3 80| do < + 00, ®)

lze udat pro integraly diferencidlni rovnice (1) asymptotické vzorce. DokéZeme,
%e existuje takovy fundamentalni systém y,(x), y,(x) diferencidlni rovnice (1),
Ze
1:(@) ~VLa(@), (@) ~ VL) logas @ -
2. Dokazeme nyni postaéltelnost podminky (6) k oscilaci integralt diferen-
cidlni rovnice (1).
Transformujme diferencidlni rovnici (1) ’substituci

_u(s)_

Vo)’

kde o(x) znadi libovolnou funkei, kterd mé v intervalu (x,, + oo) spojitou
tteti derivaci a «'(x) > 0.

s=af2), yla)=

Po snadném podtu obdrzime diferencidlni rovnici pro »

S+ R@)w ©®)

343



kde
R) = V) + 3 a'(x) 1 (%) (10)

Zvolime-li specielnd «(x) = log, .z, jest

R(z) = L2(z) {A(x) — 3 Sula } .

Dtkaz. Prednsd jest «'(x) = Y ( % takye stadi ukazat, ze V(z) = ——Lﬁ(x) .

. S,(z), &li (podle (10)), Ze , ‘
— TI2@) + 5 Lia) Luf@) = — 5 L3(@) Su(e) - (11)
Dikaz provedeme tplnou indukei.

Pro n = 1(11) z¥ejmd plati. Pfedpoklidejme nyni platnost (11) pro » — 1
a dokazme platnost pro m. Ponévadi L(z) = (L,_4(x) log, )’ = Lp_1(7) -

Jlogpz + 1, Ly(w) = Ly_y(x) log,x + L E ; dostévame po dosazeni do levé
n—1
strany (11):
— FL@) + 3 L) Lu(w) = — g [Lia@) logaw + 11 +
+3 Lo(@) [L (@) logn 2 + 7 § ;]— log [1 Loos(2) Uy a(e) — g L2 Ax)]
1 1 1 1 1
—g=logte|— 1S B — g = — L Sea) — 7 =

1., 1 1,
= — ZL,.(ac)[ n—a(Z) — T )] ZLﬂ(ac) 8,x), e b.d.

Obdrzeli jsme tedy tento vysledek:

Drferencidlni rovnice (1) se transformuje substituct

s=u«xx), y= —E—;)_, kde o(z) =1log ,+1 @ (12)
Vo'(a)
v diferencidlni rovnict
é-“i + L2(x ){A(x) - isn(x)} u=0. (13)

Polozme nyni ve v&té (a) w(s) = s(logs)™¢ (¢ >0), @s)=1a aplikujme
ji na diferencidlni rovnici (13). Pondvads o'(s) = (logs)™ ¢ — (1 + &) -
. (log 8)27¢, jest ‘
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f W) 4o f (g 8)- — 21+ ¢) log s)*"* (1 +o)* log a)*=*
(s) s (log s)~1—¢

- ds
4(1 +£)2fw< +OO.

Také podminka (5) je splnéna vzhledem k predpokladu (6), nebot

t
[o(s) f(s) ds = flognﬂxloglognﬂx) 1-¢ [2(x) {A(x) - n(x)} d(log,, ) =

 Lyal)
flogﬂ;x {A( )— 28, (x)}

kde t’ je ddno vztahem ¢ = log,.,t'. Integraly diferencialni rovnice (13), a tedy
té% (1) osciluji v intervalu (x,, + ) a postaditelnost podminky (6) je dok4zana.

Nez pristoupime k vySet¥eni integrili diferencidlni rovnice (1) v ptipadé
neoscilatorickém, pfipomerime vétu [4], [5]:

Jestlize f x |f(x)|de < + oo, md diferencidini rovnice y" + f(x) y = 0 takovy
fundamentdlni systém, Ze y, ~ 1, y, ~ .

Aplikujeme-li tuto vétu na diferencialni rovnici (13), obdriime: jestlize

JsL3(z)

4@) — 8.(0)|de < + o0 ,

4(@) = 7 8,(w)| ds = [ Ly (a)

m4, diferencidlni rovnice (13) fundamentalni systém u; ~1, %, ~ s, a tedy
diferencidlni rovnice (1) vzhledem k (12) fundamentalni systém

Yy~ V-Ln(m) > ~ VLn(x) 10gn+1 z,
takze je ziejmé neoscilatoricks.

Abychom dokazah podminku (7), nutnou pro oscilaci, polozme B(z) =
= Max {A (x), -+ S (x)} Jestlize

1

njD'L,HLl(ar:) dox = fL,,H(x) Max {A(x) — ZS"(x) ) 0} de < 4 0

B(z) — 3 S.(a)

dle (8), jest diferencidlni rovnice " + B(z) y = 0 neoscilatorickd, a tedy tim
spiSe neosciluje diferencislni rovnice (1). Nutnost podminky (7) pro oscilaci
integrala diferencidlni rovnice (1) jest tim dokdzéna.

Pozndmka pii korektufe. Podminku (7) nutnou pro oscilaci jntegrali
diferencidlni rovnice (1) odvodil soudasné Nikolenko v préci ,,06 omzom moc-
TATOYHOM YCJIOBHH HeKoseGaTelbHOCTH pemenwit ypasmerdad y" + f(x)y = 0,”
JOAH CCCP 110 (1956) 929—931.
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Peswome

3AMETKA K BOIIPOCAM O KOJIEBJIOMUXCSH PEIMEHUAX
TNOOEPEHIMAJLHOTO VPABHEHHUSA y” + A(z)y = 0

MWJIOII PAB (Milo$ Réb), Bpro.
(ITocrynuio B pegaxuuo 30/VII 1956 r.)

JI. II. Huromerxo [2] ykasanm Heo6Xommmoe yclIoBHe MJIS TOTO, YTOGHI
pemeHusa nmHei#HOro nuddepeHOUATHHOr0 ypaBHEHHUS 2-0r0 MOPAAKA

, Yy +Ax)y=0 (D
OHRIH KOJIEGIIOMUMUCS, KOTOPOe OH GYHTAT ,,H0CTATOYHO GIM3KEM '’ HOCTATOY-

HOMY ycnoBmio J. I'armmapma. 3to HeoOxoAmMOe YCIOBHe, PAIOM ¢ HOCTa-
TOYHBIM ycioBmeM laramappa [1]:

t
B(x).=A(93)~—743153_2_0, fxB(z) dx — + oo mpm ¢t - + oo,

clegyomee:

=]
1
JzlnzMax{4A(x) — -—, 0fdzr = + 0.
4?
B macrosmeit paGore 0o6a ycmosus o6obmarores. [JokasbiBaercs, 4T0 mOCTa-
TOYHEIM YCJIOBHEM IJIA TOTO, 4ro0sl pemeHEA AEPPepeHOAATLHOIO YPaBHEHUA
(1) 6B KOMEGIIOMEMICA, ABIAETCA PACXOXEMOCTh HHTEIPAla

¢
Lip+:1(%) 1
f 10g,1,j:;3 {A(x)d— ry Sn(x)} de mpE £ - + oo,

THe n — Ieloe HeoTpumarenapHoe uymeao # & > 0. (Onpemenenwe §ymwuiz
L,(x) = 8,(x) cmoTpu B cTaTse.)
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HeoGxopmmoe ycmosme ciefymolmee:

t
L) Max [ 4(0) — § 5.0, ofar—+ npm 1+ oo,

@ 1
ann yeaoBan [ L, .(x) ’A(x) —3 n(x)’ dx < -+ oo BHIBOEATCA IJIA pere-

Bmii guddepennmambHOro ypabHeEma (1) acmmmroTmyeckme Qopmyus. Jo-
KasHBaeTcsa, 970 CYMeCcTBYeT TaKad (yHIaMeHTalbHAS CHCTEMA ¥, U ¥, Peme-

Emit nrddepernmansHoro ypasHerua (1), uto yy(z) ~ VL,L(x), Yo(T) ~ VL,,(x) .
.log, ., 2.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG ZU DER FRAGE UBER DIE OSZILLATORISCHEN
EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN DER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNG 3" + A(x)y = 0

MILOS RAB, Brno
(Eingelangt 30. VII. 1956.)

L. D. NigorLENkO [2] hat eine notwendige Bedingung fiir die Oszillation
der Losungen der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

Yy +A@)y=0 (1)
abgeleitet, die er als ,naheliegend“ der hinreichenden Bedingung von E.

GaeLIARDO [1] betrachtete. Seine notwendige Bedingung, neben der hinrei-
chenden Bedingung von Gagliardo [1]:

t
4;2;0, [«B()dz > + oo fir t— + o,

B(x) = A(z) —

ist folgende:

4a*’
In der vorliegenden Arbeit werden beide Bedingungen verallgemeinert.

Es wird bewiesen, dass die hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der
Losungen der Differentialgleichung (1) die Divergenz des Integrals

fxlanax{A(x)——~1— 0}dx= + oo .

t
Ly, (x) 1 R
f Eg—"'m_x {A(x) —Z Sn(x)} dz firt— 4+ o0

ist, wo ¢ > 0 und 7 eine nichtnegative ganze Zahl ist. (Die Definition der
Funktionen L,(x) und S,(x) findet man in der Arbeit.)
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Die notwendige Bedingung ist:

t

JL,.,(x) Max {A(x) — %Sn(x) , 0} dr - + o0 fiir ¢— 4 o0 .

dx<+00 » ]

werden fiir die Losungen der Differentialgleichung (1) die asymptotischen
Formeln abgeleitet. Es wird bewiesen, dass ein solches Fundamentalsystem
y; und y, der Differentialgleichung (1) existiert, dass y,(x) ~Vf;(x_) ,
Yo() ~ VLn(x) - log,.,x gilt . ’

Unter der Voraussetzung [L,.,(x) lA(x) — i—S,,(x)
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