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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 82 (1957), Praha

0 KIEFER-WOLFOWITZOVE APROXIMACNI METHODE

VACLAV DUPAG, Praha.
(Doslo dne 20. ledna 1956.) DT: 519.282

Jsou vySetfovény asymptotické vlastnosti Kiefer-Wolfowitzova
stochastického iteradniho postupu pro odhad hodnoty z = 6, v niZ
regresni funkece M (z) nabyvé svého maxima. RozliSuji se dva pfipady:
V prvnim se piedpokladé, Ze derivace M’(z) leZi mezi dvéma piimkami
8 kladnymi smérnicemi (= vlastnost V) a Ze rozptyly odchylek od
regresni funkce jsou ohraniené; v druhém piipad& se predpoklidé, Ze V'
plati v n&jakém okoli @, %e odchylky od regresni funkce jsou ohraniGené
a Ze je znédm konedny interval obsahujici ®. V obou piipadech jsou
odvozeny fddové odhady rozptyli n-tych aproximaci, je zodpovédéna
otézka o optimélni volb& konstant a,, ¢, a za dodateénych predpokladil
je dokézina asymptotickdé normalita vhodné normovanych n-tych
aproximaci. My&lenkové je vzorem price K. L. CEUNGA [7], V niZ se
studuji obdobné vlastnosti Robbins-Monroovy methody pro FeSeni
rovnice M(z) = «.

1. Stochastické aproximacni methody

Stochastickymi aproximadnimi methodami se nazyvaji jisté iteradni po-
stupy, jimiz lze piiblizné Fesit tuto Glohu:

M(x) je funkee, jejiz analytické vyjadieni neznime, kterd vSak spliiuje
uréité predpoklady. Kromé téchto predpokladia lze ziskat daldi informaci
o funkci M(z) jenom tak, Ze zvolime libovolné néjakou hodnotu = a k ni
experimentalné zjistime hodnotu y = M(x) + ¢, kde ¢ je uréitd nahodnd
slozka. Pokust miZzeme provést libovolny, aviak konedny podet; hodnotu z
muzeme od pokusu k pokusu ménit a to i v zdvislosti na vysledecich pokusi
predchézejicich. Je-li 2, hodnota z zvolend v n-tém pokusu, pak nechf pod-
minéné rozlozeni pravd&podobnosti ndhodné slozky e, z4visi jen na z, (a ni-
koli na pokusech pfedchizejicich) a stfedni hodnota tohoto rozlozeni necht
je rovna nule.

Ukolem je nalézt co nejlepsi piiblizeni té hodnoté x, pro niz funkce M(zx)
nabyva néjaké vyznaéné hodnoty (na pf. svého maxima nebo dané hodnoty
).
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TUlohy YeSeni rovnice, resp. nalezeni extrémi funkce maji popsany charakter
v mnoha praktickych pi¥ipadech, kde funkéni zavislosti jsou zjistoviny empi-
ricky. Jestlize nahodné slozky jsou zanedbatelné velikosti, nebo jestlize ne-
znidme pouze parametry funkce M(x), ale zndme typ této funkee (a spliiuji-li
pfitom ndhodné slozky urtité predpoklady), lze k FeSeni pouZzit béZnych
method praktické analysy, v poslednim p¥ipadé ve spojeni na p¥. s methodou .
nejmensich ¢tvercl; neni-li tomu tak, jsou tloze adekvatni stochastické apro-
ximaéni methody.

Prvni methodu tohoto typu (pro refeni rovnice M(x) = «) odvodili H. Ros-
BINS a S. Moxro [1].. Autofi pfedpokladaji:
{H(ylx)} je systém distribuénich funkei, zdvislych na redlném parametru

z; M(z) = [ydH(y|z) je regresni funkce; « je dand, @ hledand konstanta;
déle plati

(A) existuje konstanta C > 0 tak, Ze de(y]x) =1pro —w <z < + o,
a budto B

By Mz) <o — 6 pro z < 6, M(z)Za-}—épro z > 6, pro néjaké 6>0,
nebo

(B,) M(x) je neklesajici, M(O) = «, M'(6) > 0.
Budiz {@,} posloupnost kladnych &isel takova, Ze > a, = + o, > a5 < + oo.
n=1 n=1

Zvolme libovolné konstantu =, a pro » > 1 definujme

Lpiy = Tp —+ an(‘x _ yn) 5
kde y, je ndhodnéd proménnd, jejiz distribudni funkce pro dand z,, z,, ...
coes T} Y1o Yoo oo Yooy JOS6 H(y|w,). Za téchto predpokladé x, konverguje

k O (pro n — o0) podle kvadratického stfedu a tedy také podle pravdépodob-
nosti.

J. Worrowrtz [2] nahradil (A) pfedpokladem
(A) [M@)| <0, [(y — M@) dH(yl) < o* pro — 0 <z < + 0
a soudasnd zeslabil (B,) na '
(B,) M(x) = « pro z = 0, M(z) je rostouci pro lx — O] < 4,
inf |M(z) — x| > 0.
lo- 6|25
Za téchto piedpoklada x, konverguje k @ podle pravdépodobnosti.
J. R. Brum [3] nahradil prvni nerovnost v (A,) slabii nerovnosti |M(z)| <
< C + Djz|,C = 0, D = 0, soutasné zeslabil (B,) na :
(Bs) M2) S o pro z= @,d <¥inf[< |M(z) — | >0 pro lib. 0 <6, <46,
Sle- 0|6,

a dokézal, Ze za téchto predpokladid z, — © s pravdépodobnosti 1.
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- Konvergenci x, — @ s pravdépodobnosti 1 dokézal rovné# G. KALLIANPUR:
[4] za pivodnich RM predpokladii, s jistym omezenim na volbu konstant
a,. (Toto omezeni obsahuje implicitné i omezeni na funkei M(z).) Dikaz je
odliny od Blumova a umoziiuje jako vedleji vysledek horni ¥4dovy odhad
veliéin b, = E(z, — 0)2
Odhady veli¢in b, se podrobné&ji zabyval L. SCEMETTERER. V &ldnku [5]
vychazi z predpoklada
(A,) El(y, — )] £ C=C(2,0) pro n = 1,2, ...,
(By) M(z) = pro 2 =0, |M(x) — | = K|z — 60| pro — 0 <2z < + ©
a néjaké K > 0;
v &lanku [6] pak vychdzi z pfedpokladu (A) a
(Bs) M(2) S o pro s S 6, |M(x) — o] = K|z — 6] pro [s— 6] <&, | M(2) —
— «| = B pro [ — 0| = ¢, pro néjaki K > 0, B> 0, > 0.
(Predpoklad (B;) je slabi nez (B,).) V obou piipadech je dokdzdna konver-
gence x, — O podle kvadratického stiedu a pii specidlni volbé a, jsou odvo-
zeny horni ¥4dové odhady velidin b,. V prvnim p¥ipadé plati

(a,,=-1—, —1-<oc<1).—.>-b,,=0(—1—);
" 2 nef.

x

a 1 1
(au=%, a>'2T{)=>bn= 0(;),

v druhém piipadé

1 1 1
(an S ’)-?a', "i‘ < & < 1) = bn = 0 (n_——Min(2a—1y K‘(l—“))) ;

1 1
o b= ).
kde K, je urdité konstanta zévisld na M(.), C, |z, — 6)|.
Pozoruhodné asymptotické vlastnosti RM methody odvodil K. L. CaUNG

[7]. Rozlifuje dva p¥ipady — ,,omezeny“ a ,,quasi-linedrni*“. V prvnim p¥ipads
vyslovuje predpoklad (A), dale

(Bo)M(z) £ & pro = = 6, M'(6) > 0;

© ;ng'»[M(x) — «| > 0 pro ka#dé & > 0;

p‘i'ip;dné jeits

©) [l H@P UG 2 K> 0  pro— 0 <2<+ o,
(E) f(y—M(x))de(y)lx) =o?>0 pro—0<s<t®.
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1 1 1
. ”=_F,-2—(1—+f,)<a<§-,kdeK’
je urditd konstanta zivisld na M(.), C, |z, — 6|, odvozuje horni odhady pro
absolutni momenty $¢' = E[jz, — ©|*] viech I4dh, 2a dodatetného pied-
pokladu (D) také dolni odhady pre S a za dodateiného predpokladu (E)

l-g

dokazuje!), %e limitn{ rozlofeni nahodnych proménnych = * (2, — 6) je
norm#lni s nulovou stfedni hodnotou & s rozptylem g;, kde oy, = M'(D).
1

Za, predpokladii (A), (By), (C) & pii volbs a

V druhém p¥fpadd nahrazuje (A) predpokladem
(A,) M(x) je obranidend v kaZdém konedném intervalu,

0<]Jm1ni'M(x) <]JmsupM(x) <

||—sa0 x [oo]—ru

a vyslovu]e dal§1 ptedpoklad

+ w0

(¥} f(?l — M(z)y dH(y|x) <K, pro — oo < & < + o0 a pronéjaké sudé p > 2.

Zo. predpokladt (4), (By), (C), (F) a pli volbs 0, =%, 4> 27—;,,, (K” mé ob-

dobny vyznam jako K’) odvozuje horni odhady pro g, r < p a za dodated-

"ného pfedpokladu (E) a za pfedpokladu, Ze (F) plati pro kaZdé sudé p > 2

dokazuje,l) Ze limitni rozloZeni ndhodnych prom&nnych n¥(x, — @) je por-
¢ia® '

Zévérem jo za jistych podminek dokizino, ¥s veliting z,,,, kterou dosta—

neme provedenim n krokii RM methody, je asymptotmky minimaximalnim
odhadem 6. .

Zobecnénim RM methody na p¥fpad, kdy x i M(z) jsou k-rozmérné vektory,
ge zabyval J. B. Blum [8]; za dosti specidlnich pfedpokladi dokdzal, Ze zobec—
néns RM methoda konverguje s pravdépodobnosti 1.

J. K15FER 8 J. WOLPOWITZ [9] odvodili {(vhodnou modifikaci RM methody)

stochagticky iteradni postup pro odhad hodnoty x = 6, v niZ regresni funkes
M{z) nabyvs svého maxima:

Nechi H(y|z) a M(z) maji ty% vyznam jako d¥ive; dile necht
(A") M(x) je rostouct pro z << & a klesajici pro z > 0,

Sy — M@)2dHylz) < 6% pro — w0 < 2 < + o0;

1) Diikaz cbsehuje chybu (neoprivniné poufiti 1. vty o stfednt hodnots v integrilnim
pottu); nicménd tvrzeni i zdkladni my¥lenke dikazu jsou spravné.
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(B") existuji > 0, B> 0 tak, Ze
o — O] + |z" — 6] < f= |M(z) — M(z")| £ Bz’ —2"|;
(C') existuji o > 0, R > 0 tak, Ze |2’ — 2"| < o= |M(z') — M(z")| < R;
(D') k libovolnému 4§ > 0 existuje n(d) > 0 tak, ze
5 — 6] > 6= inf lM(x-}—e)——M(a:-—e)]>

36>e>0 &

7(d) .

Necht {a,}, {¢,} jsou posloupnosti kladnych &isel takové, Ze

© © © a 2
¢, — 0, Za,n=+oo,2ancn<_|—oo’ Z(_"><+co
n=1 n=1 1\Cy

n=

Zvolme libovolné konstantu z, a pro n. > 1 definujme

Yon — Yom—
x’n+1=xn+an "'_‘n"c >
n

kde Yym, Yan_1 jsOu ndhodné proménné, jeZ pro dand z,, Z,, ..., Tn} Y1, Yoy -+ -»
< ee» Yom—z Majl po Yadd distribuéni funkece H(ylx, + ¢,), H(y|r, — ¢,) a jsou
nezivislé. Za téchto ptedpokladi z, — @ podle pravdépodobnosti.

J. R. Blum dokszal [3], ¢ KW methoda konverguje s pravdépodobnosti 1;
piitom lze vynechat pfedpoklady (B') a > a,¢, < 4 co. RovnéZ tato methoda
n=1
byla v [8] zobecnéna na ptipad, kdy M(x) je funkee £ proménnych.

Naproti tomu nebyly dosud odvozeny odhady veli&in b, a (nezvrhld) limitni
rozloZeni z,,; rovnéZ nebyla zodpovédéna otdzka — kterou kladou KW v [9] —
o optimalni volbé konstant a,, ¢, Céstedné Fefeni t&chto problémd je po-
déno v nésledujicich odstaveich tohoto &lédnku. Piedpoklady KW methody
jsou modifikoviny tak, aby bylo moZno pouZit Chungovy myslenky dikazu.

Rozlifuji opét dva pHpady; v prvnim — ,,quasi-parabolickém‘ — jsou pred-
poklady (B’), (C'), (D’) nahrazeny jedinym p¥edpokladem

@) Klo—0|< M@ <K k—6 pro—w<z<+ o

a je dokdzana konvergence x, — O podle kvadratického stiedu. (Konvergence

neplyne z diive uvedenych vét, nebot pfedpoklady (E’) a (C’) se navzijem
vyluduji.)

Pr i {a,} =8 =" — 1

0 posloupnosti {a,}, {¢.} typu a, il et kde x = 1 =-a ? ik

jsou odvozeny hornf ¥4dové odhady velidin b, a je dokdzéno, Ze volba & = 1,

¥y = %, kterd ddvi odhad b, = O (Lé
”

JestliZe budto « =+ 1 nebo y + %, potom existuje systém {H(y)|x)}, splitujfci

), je optimédlni v nésledujicim smyslu:
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. . |
(A), (E) a takovy, Ze b, = o (n‘%"e) pro né]'aké e > 0. Za dodatedného

predpokladu
F) |M"=)|<Q pro —o <2< + © : ‘
je optimalni volba « = 1, y = %, kterd davd odhad b, = 0( ) za doda:

n3

tetnébo predpokladu R ,

(G MEE+1D(@) =0, l_M(2k+2)(x)] é A2%+1(2; + 1)t
pro —oo <z <+ o, k=1,2;...

existuje k libovolnému & > 0 takové y,, %o (x =1, y = y,) =b, = O (nll s) .
Jsou-li splnény predpoklady (A"), (E’) a déle
(H') o*(z) = f (y — M(2))* dH(ylz) je spojité a kladné v ndjakém okoli 6,
(I') pro ka#dé sudé p > 2 existuje Km tak, Ze
- Ju-MErEHYSE, o -—w<z<to

a nastava-li n&ktery ze tﬁ pifpadi: 1°y = }« a v n&jakém okoli & exustu]e
spojitd M"(z) < 0, 2° y > }o a plati (F'), 3° plati (&), potom ndhodné promén-
né nﬂ“ ) (z, — @) jsou asymptoticky normélni se stfedni hodnotou 0 a
2

s rozptylem % et PO ® < 1, (M _G:a_*_ ) e pro « =1, kde ¢% = 0%),
m = |M "(@)[.

Druby pfipad — ohranidenych Bdchylek od regresni funkce — je charak-
terisovin predpokladem
(A”) M(x) je rostouci (klesajici) pro z < @ (z > 6),

M(x)+C

existuje C' > 0 tak,Ze [ dH(y|z) = 1pro — 0 <z < + o,

M(x)—C

existuje omezeny interval {4, B) takovy, Ze

0 proy < M(z),
lproy > M(x),
déle predpoklady (C'), (D) a lokélné (pro |x — @| < é) vyslovenym pred-
pokladem (E’). Posledni pfedpoklad je splnén zejména tehdy, kdyz existuje
M"(©) < 0. Specidlni tvar distribuénich funkei H(y|z) pro znone <4, B>
neni omezenim, jestlize je predem zndmo, Ze O e (4, B); potom lze toti%
H(y|x) a M(x) zménit vné mtervalu (4, B) ve shod& s (A”") a ostatnimi pred-
poklady.

Za predpokladi (A”), (C), (D) a (E') plati (s nepatrnou zménou) viechna
tvrzeni, dokdzand pro prvni pripad; rovnéz predpoklady (F’), (G) sta&i vy-
slovit v tomto piipadé jen lokilng; predpoklad (I') je jiz obsazen v (A”).

1° @€ (4, B), 2°znon e {4, B) = H(y|z) = {
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V praci pouzivam téchto symboli a Gmluv:
Jsou-li f(n) a g(n) > 0, n = 1, 2, ... dvé posloupnosti, potom symbol f(n) =

= O0(g(n)) znadi, Ze lim sup I (( ))l < + oo (muZe byt i nula); symbol f(n) =
= 07Yg(n)) zn,ac1 #e lim inf 020 ) > 0 (maZe byt i 4+ c0). Symbolu ,,0* pouzi-

nsw  G(M)

vam jen ve spojeni f(n) = o(1), t. j. lim f(n) = 0. Je-li s pi"irbzené dislo, potom
Nn—>wo
znadim (28 — 1)1 = (28 — 1) (28 — 3) ... 3.1

Pi8i-li rovnost (nerovnost) mezi ndhodnymi proménnymi, rozumim tim vidy
rovnost (nerovnost) s pravdépodobnosti 1, aniZ to vyslovné piipomindm.
(N&které rovhosti v textu plati oviem jist&; rozliSovat mezi ob&ma piipady
je vSak zbytetné vzhledem k tomu, Ze vSechny v&ty obsahuji pouze tvrzeni
o stfednich hodnotéch.)

V definici z,,, pfedpokldiddm (jak se ml¢ky é&ini i-ve zminénych pracich
o RM a KW method), #e¢ néhodné proménné y, poZadovanych vlastnosti
existuji. Tento predpoklad znamend jisté omezeni na distribuéni funkce
H(y | z) 2); k jeho splnéni sta¥i, aby pro kazdé y byla H(y |z) borelovsky mén-
telnd funkce z.

2. KW methoda v pFipadé ,,quasi-paraboiické“ regrese

Pro kazdé redlné « nechﬁ H(ylz) je distribuéni funkece. Regresm funkce
M(z) = f y dH(y|x) necht je kone¥ns, rostouci pro z < @ a klesajici pro z > 6.

Utitime predpoklady

@) o¥z) = f (¥ — M(2)? dH(y)]x) < 0*  pro — o0 <z < + ©;
(II) K, |z — @]g]M’(x)]gKl |t —@] pro— w0 <<+ ®0;
(o2, K,, K, jsou kladné konstanty).

Necht {a,}, {c,} jsou posloupnosti kladnych &isel, necht

2
€n— 0, 2!1——1—00 za,,c <+ oo, Z( )<+OO (1)

Budiz =z, hbovolna. konstanta (nebo ndhodnd proménnd, kterd mé koneéné
momenty v3ech ¥adi). Pro n > 1 polozme

Yan — Yona
Xy =%, t+ay c s
n

2) Upozornil na to O. HANS ve svém sd8leni na IV. sjezdu &s. matematiku.
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kde Y2n & Ysn—y jsou ndhodné proménné, jez pro dand y, Ty, - -, Tn; yl, Y oen
.» Yan— Maji po ¥ads distribudni funkece H(¥ |z, + ¢,), H(y | Ty — Cp)y & ;sou

nezamsle )
Véta 1. Za pfedpoklads (1), (II) @ (1) konverguje x, — O podle kvadratického
stiedu.

M@ +c)— Mx—c)

Dikaz. Pro 2 reilné a ¢ > 0 polozme M (z)= p

dile polozme

— M’
xg(x) = —— (g) pro z + 0, x¢(0) = K,

Vzhledem k (II) a vzhledem k monotonii M (x) proz < @ az > 6O jest
K, < #pz) S K, pro — 0o <z < + .
Dale jest
M (x) = M'(x + 9¢) + M'(x — 956) = — xg(x + 940) (z + ¢ — O) —
— %e(@ — By0) ( — Dy¢ — O) = — {xo(x + B10) + xo(x — F:0)} .
(@ — 0) + {Dxe(x — B0) — Dyxe(® 4 Do)} ¢ = — Ko o(2) (x — @) T
+ Go (@) C,
kde
0<9: <1, i=12 2K X K, () S 2K, [Go)| < K. 2
Jest tedy .
( — 0) M) = — Kg,.(2) (2 — O) + cGg4(2) (x — O) ,
— 2K,(z — 0)2 — Kyele — 0| £ (z — 0) M,(z) < — 2K,z — O)* +

+ Kiclz~ 9], 3)
0 < M=) < 2 {Kp,o(x) (x — 0)2 + 263 (2)} <
< 8Ki(xz — O) + 2K . ; 4)

Z monotonie funkce M(x) pro x < @ a'z > O a ze spojitosti v bodé z = O

nésleduje platnost implikace (x — @) M (z) > 0= [z — 6| < ¢; z této impli-

kace a z pravé vétve nerovnosti (3) vyplyva nerovnost (z — 0) M (z) < Kyc2.
Z definice ndhodnych proménnych z, plyne

2
(@pss — O = (3, — O)2 + 20a,(x, — @) Y2 " Yomr a? (y——————s———z"’ -; yz"“) .

Vypodétéme podmingné stiedni hodnoty vyrazi
Yorn — Yon—1 Yon — Yon— 2
Cp ’ C,
za pfedp okladu Zn- PiSeme-li Yon — yaﬂ—l = (yzn — M (xn + cﬂ)) - (yzn—l -
— M(z, — ¢,)) + (M(z, + cn) — M(z, — ¢,)), dostaneme
Yon — Yom—1 _
E[ ¢ I Q:”] - Mc,,(x,,) s

n
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a vzhledem k nezévislosti Yan, Yon_z
— 2 2 2y —
E [(y2‘n . y2n-—1) I xn] — g (xn -+ cn) ;}; (o} (xn Cl‘l + M%"(xn) )
Odtud a v dalsim radku postupné dle (5), (I) a (4):
E[(#p4y — O)2 | 2,] =
2 .
— (8 — O) + 20,80 — ) M, (3,) + a2 L+ %) Lo 0 = 0n) 4 o013 () <
< (@, — O) + 2K 3,02 + 20%c:? + 8K2a(x, — O) + 2K2a2c2.  (6)
Oznadime-li jako b, ., nepodminénou st¥edni hodnotu
E{@ns1 — 0)%) = E[E[@,,, — OPz]], (b, = El(zs — O)2)
dostdvime

b‘n+1._._qnb +w7|.y n=1,2,...,

kde
gn =1+ 8K3a2, w, = 2K,a,c2 + 20%c;* + 2Klalc: .
Odtud
b £ by ﬂ qr + 2 Wy ﬂ g, n=1,2, ..., kdesymbol | g;znagi 1. Dle pred-

k=1 J=k+1 j=n+1

pokladu z a? konverguje a tedy také 1_[ ¢, konverguje; z ostatnich predpoklada
n=1 k=1 .

0 @y, C, VypPLyvé, Ze také z wy, [ g;konverguje. Jezto ¢, > 1, jest
k

k=1 J=k+1
o] [ce]

by < by ﬂqk-’rzwkﬂq,,‘ t.§. b,<B, n=12 ... (T
k= J=k+1

Ze znadmé nerovnosti E[[z]] < VE[zz] plyne: _
Elltn,—O]< B, n=12,.... (8)
Z rovnosti (6) dostavame pouZitim pravych v&tvi nerovnosti (3), (4): |

E[(@n4y — 0)2|2,] < (x, — 0)2 — 4Ka,(x, — O) + 2K1a,,cnlx,, — 0| +
+ 20%le; 2+ 8K2a2(x, — O) 4 2K3aich . (9)

Utvofime-li na obou stranich stfedni hodnoty a uZijeme-li (7), (8), dostaneme
by < qibn + w,, n=12.., kde g¢,=1—4Kg, w,=2K,Ba.c,+
+ 20%alc;® + 8K2B%2 + 2K2a2c2. Pro viechna n >, je qn >0 (neboﬁ

@, — 0). Necht N > n,; indukei se snadno ové¥i, e b,,, < by H 0 + Z wy, .

J=k+1

1—[ g n=N,N+1,....Z (1) plyne, Ze H g;, diverguje k nule (pfi tom sou-
k=N

5111.')7} Ik—[lq} jsou vesmés nejvys rovny 1), a Ze Z wj, konverguje. K libovolnému
=k+ k=N
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& > 0 zvolme N, = n, tak, Ze 2 w, < }¢, a n, > N, tak Ze qu Bz;"
=N, k=2,
potom b,,, < & pro viechna n 2 n,. To jest, lim b, = 0, c. b. d.
N—>0
V dalsim budeme vySetfovat rychlost konvergence b, — 0. Omezime se
na piipad, kdy konstanty a,, ¢, jsou typu

) ) a ¢ v :

anz??z: cn—"n—,y'- ’ (10)

Z (1) vyplyva:
$<a<ll, l—a<y<a—13i, a>0, ¢>0; (11
jestlife « = 1, pak budeme predpokléddat, Ze
1 .
°> K, : (12)

K radovym odhadtm velidin &, pouZijeme nésledujicich lemmat, kterd odvodil
Chung [7].

Lemma 1. Necht {b,} je posloupnost redlnyjch &isel; pro véechna n = n, necht
platt

bpir < (1 — 17) ﬂ + - (13)
kde 0 <s<1,8<t ¢>0,c > 0. Potom
limsu}; nt-sh, < -(;— . (14)

Lemma 2. Necht {b,} je posloupnost redlngjch &isel; pro véechna n = n, necht
platt

bn+1<(1——)b +np+1’ (15)
7cdec>p>0,c’>0.Potom
¢ 1 1
A NN (1)

Lemma 1 plati i tehdy, zaménime-li v (138) a (14) soudasnd ,,.<“ na ,,>*
a,,im sup“ na ,,lim inf*‘. Lemma 2 platiitehdy,zam&nime-li v (15)a (16)souéasné

N—>c0
,,S“ na ,,=>“. Na tato tvrzeni se budeme odvoldvat jako na lemma 3, resp. 4.
DokéZeme nyni '

_ vétu 2. Za piedpokiladi (1), (II) a (10), (11), (12) plati

0(_1_), kdyZ y < 3o,

n2r
n ==

1 4
, 0(7_];:5;)’ kdyz 'ygia.
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Pozndmka. Piipad y < }« muZe (vzhledem k (11)) nastat jen tehdy, je-li
t<a<ll
- Dakaz véty 2. Utvotime-li opét stfedni hodnoty na obou stranich ne-
rovnosti (9) a uZijeme-li (7) na predposledni &len vpravo, dostaneme

4K, 2K,ac 20202c—2
bn+1§_(1— ; )b + ey EllEn— 0] + o +
8K2B%?  2K’qlc? o~
+ 2 ;z% ety - (17)

Plati nerovnost :
Eflz,—@]]= [ |w.—06|dP+ [ |z,—0|dP <

20— O|= ¢, |2n— O >ep

<efle-O<alt s [ @-Opap<e+in a9

[Zp~ O|>ey
pro libovolné ¢, > 0; polozme e, = 821510 (0 < &< 4) a dosadme do (17).
Pro n > ny(n) dostivame
(4 — &) Kya ‘4K2K1e1gc® (2 4 7m) o%a?c?
bnia —é (1 - ____1;:_,9_ b, + lnao+2y nla—2y ’

e

kde % je libovolné kladné &islo.
Posloupnost {b,} zfejmé vyhovuje pfedpokladim lemmatu 1, resp. 2. (JeZto

a> M—lf dle (12), Ize volit ¢ tak, aby (4 — &) K@ > Max (2y, 1 — 2y).) Pou#i-
0

tim téchto lemmat plyne tvrzeni véty 2.
< P L. e ¢ 1 _
- V&ta 3. Plati-li (1), (II) a je-li @, = e c,f =3 a > rve potom b, O(n‘})

7 .

Tato volba {a,}, {c.} je optimdini v ndsledujicim smyshu: Jestlize a, = ,% ,c. -
= % spliugt (10), (11), (12) a jestlite budto o’ + 1 nebo y' + }, potom ezistuje

systém {H(y|x)}, sphiujici (I), (II), pro néjé b, =0“1( ; ) kde ¢ > 0.
' n

Dikaz. DokéZeme, Ze pro kaZdou piipustnou dvojici «, y existuje systém
{H(y|x)}, pro ngjZ plati tvrzeni véty 2 i tehdy, nahradime-li symbol ;,0° symbo-
lem ,,0-*“. Tim bude dokézana i véta 3.

1) Necht y > }«. Utitime predpoklad .

@) 20:>0 pro0 —w <z < + 0. - (19)
Vyjdéme z rovnosti (6). PouZitim (19) a levych v&tvi nerovnosti (3), (4) do~
stdvime -
E [(xn+1 - @)21:'711] > (x - @)2 laﬂ(xﬂ - @)2 -
— 2K,a, c,,[x,, — 0| + 203a2c;?

nn ’
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odtud

4K.a 2K ac 202a%c—2
. bz (1 — = ).bn e Ella, — O] + oo (20)
PoloZme v nerovnosti (18)
__ gota
= Ry 0 0 =<2
a dosadme do (20); dostaneme
4K,a + 4K2c% 1oy (2 — ¢) o%a?c?
b,,ﬂz(l . )b + e,
nebof & + 2y = 2x — 2y. Dle lemmatu 3 resp. 4 jest b, = 0! (nizy) .
2) Necht y < }x. Necht {H(y|2)} je systém takovy, Ze
— (x—0)* pro 206,
M) =7 e 6p o 556! @

Predpoklad (IT) je z¥ejmé splnén s konstantami K, = 1, K; = 2. Pfedpoklad
(I) necht je splnén s konstantou o2 = 1. Necht pro jednoduchost

®=0. : (22)
Vyjdeme-li z rovnosti (6) a uZijeme-li pravé vétve nerovnosti (4) a odhadu
véty 2, dostaneme snadno nerovnosti

2 + 7) a?c?
bn+1 _—<—_ bn + E; E[x‘nMcn(x-n)] + ’("‘722_):2*7—'_ , > 7"0(77) PR/} > 0 s (23)_‘

bpiy = by + i_: Elz, M. (2,)], n=12,.... (24)

Odvodime nejprve nerovnosti pro E[z,Mo,(,)]- Pro z reslné a ¢ > 0 jest dle
(21), (22):

— 4x ' pro z< —ec,
M (z) = %xz—sx-{--;—c pro —c<z<ec, (25)
— 2z pro z=¢;
_‘4‘12:2
M (x) = 2—16-:53——33;2 -{-—;—c:b < — 202 4 ¢ - (26)
_2z2
dile
M () = ——42:2—!—:1:2(1 + 3;@-) @) + oy @) + 2 @)
<c+m)

kde 2. &len vpravo je = 0 a 4. &len je = %xzx (x) > %cxx () ; odtud

<¢,+ ™)

eM (x) = — 422 + ey (%) )g 4x” + 3oz (27)
(—Ci+
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7 (26) a (27) vyplyva

2
Ele Mo @)] < — 25, +

E[an M, ()] = — 4b, + é% E[z.] -

Dosadme (28) do (23); jezto & + 2y < 2x — 2y, dostaneme

oS (1 125, + CED

ne+2y

pro n>mnyn), 1" >0.

Vzhledem k libovolnosti " > 0 jest dle lemmatu 1 (2):

2a,c?
40 — 2y

lim sup n27b, <

N—>00

32 pro x <1,
_q02

pro a=1.

Jeizto 3} < g < 1 (nebot y < } < a), je v obou pnpadech

2

’02
bné% pron > my¢), ¢ <¢ <1.

Z CebySevovy nerovnosti plyne

il = 5] < 2 <

[]x,.|< ]>1—q’=p’

pro n > ny(q’). Z definice ndhodnych promennych z, pak vyplyva

E[2na] = Elz,] + — E[M ea(®n) ] .

Dle (25) jest M, (x,) = — 3%, + 3.y (x,,) ; 8 pouzitim (30) ]est

(=€ Cp)

ELM.(z)] = — 3E[2] + 2~

pro n > my(q'). Dosazenim do (31) dostaneme

El@nia] 2 (1 - 3—a) Elz] +

Dle lemmatu 3 (4) je

N—0

3a —
V obou piipadech tedy

. ePcC
lim inf n» E[z,] = { 3p'ac

-%p

@ty

!

[
E[x,] > %7

pro n > n; (néjaké). (32) umoziiuje zp¥esnit nerovnost (29):

E[ngvn(xn)] ; -

4b, +

I

2ny

pro n > my(q’) -

pro o <1,

> 1lp'c prox=1.

p'c?
14n2r

(28)

(29)

(30)

- (81)
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Pro n > ny. Dosazenim do (24) dostaneme
p'ac?
bni1 = ( ‘—) b + e Tmasay

Pro n > n,, a dle lemmatu 3 (4)

nsaw "= 56

lim inf n27b >2—)—->0 t. j. b, -—0'1( 2).
n27

1
Obor disel y, pro néz b, = O( ) lze roziifit piipojenim daliich pied-

pokladii o funkei M(z). Uéitime predpoklad

(III) |[M"(z)] £ @ pro — o < << + oo a pro néjaké @ > 0.
Potom plati:
Véta 4. Za predpokladi (1), (II), (III) a (10), (11), (12) jest

)
, 0(7?7) pro y < a,

" 1
0(;,;;:;;) pro y 2 o .

[

Zejména tedy plati b, = 0( ) pro a, = % Cp = — Tato volba
nq

1
n%, a > _4—:K_o .,
konstant a,, ¢, je optimdini v ndsledujicim smyslu: Jestlite {a.}, {c.} spliuji
(10), (11), (12) @ jestlite budto o’ + 1 meboy” =+ %, potom existuje systém {H(y|x)}
spliujics (1), (IT), (ITI), pro néj%

1 :
bn=0_1( i-a): kd68>0.

73
Dikaz. Pro z redlné a ¢ > 0 je za predpoklada (II), (III)
M (@) = 2M'(2) + c® {M"(x + D0) + M"(z — 9,0)},

t. j.
! M (z) = — 2xe(x) (x — O) +§%02Q9’°(z) ,
kde .
|Q,.()| < 2@ - (33)
Odtud
( — 0) M, (v) < — 2Ky(x — 0)* + 3Qc2 |z — 0] . (34)

Pouzijeme-li v rovnosti (6) nerovnosti (34), (I), (4), utvofime pak st¥edni

hodnoty a pouZijeme (7), dostaneme -
2p—2

b < (1 4550“) b, + 32— §Qac? E []x — 0] + M (35)

¢+2 nza—z'y
pro n > (1), 7 > 0. PoloZme v nerovnosti (18)
2@62
Y

& =
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kde 0 < & < 4 je takové, ze @ > a dosadme do (35):

1 -~
(4 —¢) Ky
QK;leact | (2 + ) o2

patdy nla—2y

4 —¢) K, 4
bn+1§(1 —(%"’_;‘)_‘ﬁ)bn + .
pro n > no(n), 7 > 0. Lemma 1 (2) dévé pak vysledek.

Dikaz optimality provedeme strudng; je obdobny dikazu v&ty 3. Pro
y = o stadl opét predpoklad o%(x) = of > 0 pro — ®© <z < + © k tomu,
aby b, = 0 (nizy). Pro y < 1x polozme (jest @ = 0)
M‘ — L2 +2® pro |2/ <% (L>0 0<3d<]),
@ =\ _ e pro |z| =1

a pro 8 < |z| < 1 definujme M (z) tak, aby pro viechna z byly splnény pfed-
poklady (II), (III) a predpoklad monotonie. To lze na pf. pomoci Lagrange-
Silvestrova interpolaéniho polynomu a vhodnou volbou L > 0.Pro |z]| + ¢ < 3,
¢ >0, jest

M (z) = — 4Lx + 62% + 2¢2. (36)

Dalii krok dﬁkaiu se opiréd o lemma 5, jez bude dokézéno pozdé&ji; pfedpoklady
tohoto lemmatu necht jsou splnény. Potom

E [ngCn(x.n)] = fngcn(xﬂ) dP + 0 (7%)
‘ o] =0 ,
pro libovolné é > 0 a g > 0; obdobny vztah plati i pro E [M,,(2,)]. Odtud
a dle (36) plati pro 0 << 8, < 46 a ¢, < &, (t. . pro = > ny(d,)) =

1
E (@M, (2,)] = — 4Lb, — 684D, + 22 E [2,] + O (;,a) ; (37)

| 1
E[Me,(2,)] = — 4L E [2,] + 2¢; + O (;@) .
Dosadime-li posledni nerovnost do (31) a pouZijeme lemmatu 3 (4), dostaneme

02
E [z,] = 3Lnt

Pro # = n,. Tuto nerovnost dosadme do (37), a (37) do (24). ((24) i (31) plati
obecné — pokud @ = 0). Lemma 3 (4) pak davé
1
b, =072 (W) .
Utitime koneénd pfedpoklad
AV) MeErn@) =0, |ME(z)| < A%+12k + 1)
Pro — o <z < + 00, k= 1,2, ... a pro néjaké 4 > 0.
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Vita 5. Za predpollads (I), (IT), (IV) & (10), (11), (12) platé

b, =0 (na_zy) :

Poznamka, K hbovolnému £¢> 0 lze tedy volbou a, =

3|a
$
f

1
E dosdhnouti toho, Ze b, = O ( ) .

" Dikaz véty 5. BudiZ x redlné a 0 < c < ——-V_ Potom
2 ¢k
M@ +eo)= > %M(")(x) , Mz —c) = Z (— 12 M(k)(x)
k=012

jsou absolutné konvergentni fady a je tedy

M (@) = Mas+D(z) =

z (2 + 1)‘

{ 2xo(2) + 2 2 MEi+» (O + dy(x — @))} (x—0),

1 (2j + 1)! + 1)'
kde

o«

0 c2A2) ] ' ,
2 521 <2 2 VAT = 24y, < 4d%c?. (38)
Odtud
(zn - @) ‘Mcn(xﬂ) ._S—_ - (2 - "7) Ko(xn - @)z (39)
Pro n>my(n), 0<n<2.
Pouzijeme-li (39) v rovnosti (6), dostaneme obdobné jako d¥ive
4—7n")Ka (2 + 74") o%a%c?
bn+1§ (1 - —,nT“L bn +—W:’2y———
pro n > ny(n’, "), 1’ > 0, " > 0, odkud plyne vysledek.
Za jistych dodateénych predpokladd lze dokézat asymptotickou normalitu
nadhodnych prom&nnych z,. K tomu cili odvodime nejprve ¥adové odhady
absolutnich moment ¢ = E [|z, — 6)|r] v8ech Fada.

Vyslovme predpoklad
(V) pro kazdé sudé p > 2 existuje K, > 0 tak, Ze
[y — M@)»dB@yln) <K, pro — o0 <z<+©.

Véta 6. Necht plati (I), (II), (V) a (10), (11), (12). Nastdvd-li jeden z pFipadic
1
1°y 2 1, 2°y 2 o @ plati (IID), 8° plati (IV), potom B = O ( )

T
n—z— (x—27)
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pror=1,2,...(40); jestlize 4°y < }cx, potom BT = O (7—2—1;;) pror=1,2 ..
jestlize 5° y < la a platt (III), potom B = O ( 1 ) pror =1, 2,

Dikaz. Uvazujme p¥ipad 1°. Pro r = 2 plati (40) podle véty 2. Budiz r > 2
sudé. Vyslovme indukéni pfedpoklad:

t
lim sup nT P <B, prol2Zt<r—2

N—r0

a pro néjaké B, > 0. Z definice ndhodnych proménnych z, vyplyva
(Tpyy — O) = (x,. — 0 + g, Ln " Yono _c yz""*) ;

n

odtud
21 = B + 10 E [, — O Moa)] + 3, ( Z) Je (e
kde
| J,=a E[(xn — O)— (y*___g,, —cyz";l)tJ :
Jest ’

20%a%c~2 B,._,

20—2 or-2 -
n2e—2y n_z_(a_zy)

Jy < a2 E[(z, — O)-2 {20%2 + M3,(2,)}] <

8K3a? 2K2a%c? Br_ (2 +1])B,_ 02a2c‘2 8K?a? ,,
e B : : gy )

nda+2y ) _——(a 2y) aH— (x—2y)
n n

Pro n > ny(7’), ’ > 0. (Pou¥ili jsme (4) a indukéniho pfedpokladu.) S pouZitim
(2) a nerovnosti |a + b + cft < 3¢ (Ja|t + |b]* + |c|*) odhadneme vyraz

t
E [ Yon — Yo w”] < 2.8K et + 3t | M, ()|t < 2. 3K 7t +

Cn
+ (12K,)Yz, — O] + (6K)'c}.
Zde K, pro t lich4, t > 3, znadi konstanty, jeZ ohrani¢uji momenty f ly —
(z)|*dH (y|z); existence téchto konstant plyne z (V) a z Ljapunovovy ne-
rovnosti.
Odtud pro 3 <t < r — 2
@ +7)3:Kat—t B, (12K)fat po < @FNEB _tStha*c"t N

pta—ty tor-t 52 -t- 2y)
—_— (- /) zx+ (zx 7.
2 (¢ n

17 <

(12K,)! a*

ntar.

/3 (r
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pro n > ny(n), b j. -
1
e =0 [——— (nh) By . (43)
n’g‘“*‘g(“—zy) o
Snadno se zjisti, Ze odhad (43) platii pro J,—, a J,. Dle (2) jest
E (@, — O) -1 M, (2.)] < — 2K,B0 + Kic,fo0 .
Plati nerovnost

ﬁ(r—-l) < &, 5(7—2) + ﬂ(r) (44)
1 o B
pro libovolné &, > 0. Poloime ¢, = K_lj_ii)z__wsc, kde £ > 0 volime tak, aby
(2 — &) Kya > } — y; to lze vzhledem k (12). Dostdvime
2 ~1p—1
El(z, — O)= Mo, (@) < — (2 — o) Ky + 282 proo;
odtud ’
) 2K —1 ~1pye2
ra, E[(@, — O)~* M, (2,)] < — (6____)_551‘3 po 1 KK B

syt (@-2)
n

Dosazenim (42), (43), (45) do (41) dostdvame (vzhledem k tomu, Ze 4y > «x)

( ; ) (2+ 7') B,_yo%atc—2+ KK 1B, _e~tract

n+l = ne

< (1 _2—n )KO”‘) B +

na+-;;(a_—-2y) .

| (46)

pro n > n, (v, 4"), 7" > 0, 7" > ¢ > 0. Odtud vyplyva
lim sup n2 /3‘” < B,

pro néjaké B, > 0. Konetné ze znimé nerovnosti (vynechdvim index =

2 1
B2y -t < (BO)
plyne (40) iprot =r —lat=1.

V piipadé 2° plati (40) pro r = 2 podle vty 4. Pfedchozi dikaz lze pak opa-
kovat s tim rozdilem, Ze pouZivime vztahl (33), (34) misto (2), (3). Vysledné
nerovnosti (42), (43) plati beze zmény; v (44) poloZime
oK
. &= ""pay
posledni ¢len v (45) pak piejde ve vyraz

1Q2K51B, _,e'ract

™
6y + E(a—2y)
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Je#to 6y = «, plati opét (aZz na konstanty v &itateli 2. &lenu) nerovnost (46)
a tim i odhad (40).

Rovnéz v pfipadech 3°, 4°, 5° lze dikaz provést obdobné jako v pripadé 1°,
s piislusnymi zménami.

Disledkem véty 6 jest:

Lemma 5. Za pfedpoklads (I), (II), (V) & (10), (11), (12) jest

a

f & — O]rdP =0 (hl—)

|2p— O] >0
pro katdé 6 >0, r=>0, ¢>0.
Dukaz.
R L R e e
[2n— O] >6 |20~ 0]>0 )
1 1
- >
0( T 2y)) proy = g o,

—_ n 2

0(——1~——) pro y <-1—(x.
nlr+tdy 4
Nyni stadi volit ¢ tak, Ze

r + t

(oc—-2y)>q resp. (r +8)y =¢q.

Uditime pfedpoklad
(VI) funkce o%(x) je spojitdé v bodd @; o*(O) = oo > 0.

Nyni jiZz mZeme pfistoupit k dikazu asymptotické normality ndhodnych
proménnych x,.

Véta 7. Plati-li (I), (ID), (V), (V1) a nastdvd-lc jeden z pﬂpad'& 1°y = 1x
a v néjakém okoli bodu O existuje spojitd M"(x) < 0, 2°y > ix a platt (ILI),
3° platt (IV) potom limitni rozloZent ndhodnijch proménnijch n%<°‘ ) (z, — @)

2 2

je normdini se e st¥ednd hodnotow 0 a.s rozptylem ( ZWG_—@—;%_—?F
pro o =1, kde m = — M"(O).

Poznamka. Na rozdil od véty 6 neni ve 2° zahrnut piipad y = 1«.

Dukaz v&ty 7. Oznaéme b = E [z, — 0)7], r = 1,2, ...; tedy dP = b,.
Jak zndmo (viz na pf. [10], str. 111—112), stadi dokéazat, Ze

2pro x<1,resp.

0 pro r = 2s — 1, ]
(o017 _
lim ng(a-—Zy) by = (2mca) (2s —1)! pro r=25,a<1,
n—>0 0‘20/2 L
((2ma —@;‘—I-y)c?) (2s — DIt pro r=2s5,a=1,

s=1,2 .... (47)
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1) UvaZujme nejprve piipad 1°. Necht z + ¢,  — ¢ (¢ > 0) néleZeji do

intervalu; v nédm# existuje M”"(x). Potom jest
M (x) = 2M'(x) + dc{M"(x + D) — M"(x — D)},

kde 0 < ¥; < 1,1 = 1, 2. Jak plyne z 1°, je M"(x) stejnomérné spojitd v néja-
kém uzavieném intervalu ( ® — 3§, @ + §); existuje tedy k libovolnému
7 > 0 &slo 0 < §, < 6 tak, Ze ,

(Je —O|L6—06,,0<c<8)=} M+ 9c) — M'(x— ) <.
Déle jest M'(z) = M'(O) + (x — O) M"(O) + o(|lx — @[), M'(0) = 0; existuje

tedy 8, > 0 tak, Ze |[xr — O| < 8, = | M'(z) — (x — @) M"(0)] < in|z — 6.
Polozme 8, = Min (§ — 4y, 6,). Celkem pro [z — O] < 6,0 < ¢ < 6, dostdvame
M () = — 2m(x — O) + nP(x — O) + nPc, (48)

kde m = — M"(O) a 72, 72 (a v dal§im 7, #%) znadi funkce z (a také c), pro
ngz |[p@| < n pro |z — @l < é t=1,2,3,4. Pismena 7,7,, ..., 71y zZnati
v daliim &sla (mohou byt i nekladnd) takovd, ze |n| <, 1 =1,2, ..., 1L
Tvrzeni (47) dokdZeme nyni indukei. V celém dikazu budeme predpoklidat,
Ze ¢, < 8y, t. J. Ze » > my(8,).

2) Necht r = 1. Dle (31) jest b2, = b + a,E [M, (2,)]. Dle (3) a lemmatu
5 a ddle dle (48) jest

E[M, (x,)] = f M, (z,)dP 4+ O (9%) = —2m f (z, — ©)dP +

|Zn~ 6158, [#~ B| =5,
1
+ f 2@, — 0)dP + c, f n;z;dp+o(n_q):
|72~ O] 8, 1%~ 0] =6,

— — MY L 7pfD + mpcs + O (n_lq.) .
Odtud a dle véty 6 je pro dostateéné velkd =
2ma B,a ac
b&ll—( o )bm+ o + I +0( )

nex+3(x-2y) nEty

Jezto }(x — 2y) < y, jest
Ib(l)ll < (1 —_ g_m_“) [ba)l + 77(31@ + ac + 0(1)) .
n*

N+ Ea-2y)

Dle lemmatu 1 (2) (posledmho smime poufiti, nebot m > K, a a > 4—%—— dle
0

predpokladu)
b2 po| < 1B £ 0) Bt
111:;&;11}) nie-2 b0 < o resp. 5o —— T+
a vzhledem k libovolnosti 7 > 0 .
lim nd=-20p® = 0 . (49)

n—-oo
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3) Necht r = 2. Necht , je uz voleno tak, Ze také
[& — 6] < & + 8 = |o*z) — ob] < 4. (50)
Podle (6) jest

2
Bain =By + 20,E [(@, — 0) Mo, ()] + <2 E [0%(zn + 6,) + 0%@a — c)] +

+ G3E M2 (@)] = b, + 20,8 + 22 B, + 2B, (51)
Podobng jako ad 2) dostdvame
B = f (@, — 0) M, (x,) dP + 0(-1—.).—_ —2m f (@, — 0) dP +

n?
“|2a- 6] =0 [0~ O] =00

¥ f Dz, — @) dP + c, f 72, — O)dP + O (ﬁl-q-) -
|2~ 6]<6, [2n— 6] <6,

1 1
=~ (om )b+ nad +0 5] = — e ngba+ IS0

ny+iE-2y) n4

Bo= [ i o) ot — e 4P 40 (3] = 20t 4 05):

|2a— 6|5,
koneéné dle (4) jest E; = o(1). Dosazenim do (51) dostaneme

(4m 4+ 29,) a (206 + n,)atc2  2n.Byac + o(1)
bpyy = (1 T ae b, + nzajzy + nie °

Vzhledem k nerovnosti 2x — 2y < 3« a vzhledem k libovolnosti 7 > 0
obdrZime pomoci lemmat 1 — 4:

oca pro « <1
lim n*-2rp, = 272"'62 ’ (52)
e 9ea? 0 x = 1
@na—t+pe P '
4) Necht r > 2. Pro » > 2 plati (srv. (41))
b, = b + ra,E [(x, — O)-* M, (2,)] + > (:)J, , © (53)
t=2

kde
—_— t
Podobné jako ad 2), 3) odvodime
E [(xn - @)f—l Mcn(xn)] = — 9m f (x'n _ @)r dP +
& — 6] =60

|2n - @3, |2a— O] 4,

_ 2mb2-) + nSBf + 179'B1'—16 + 0 (l_)

S(a~2y) r+I=l(a—2y) nt)’
n n "

(54)
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’ Y 0P 1
J,=a? f (%, — O)r—2 { 5 + M (x,);dP + O -] =
[mu—@lgao "
_2oste gy MaeBroatot + o) (55)
A nﬁg(M 2¢)
Dle (43) jest
Jt=0(3 rl 9——) pro3<t<r. (56)
’)'LE“ +-2—(a-.‘y)
Dosadme nyni (54), (55), (56) do (53) a soudasné poloZzme jako indukéni pred-
_1‘_—_2(5_2 )
poldad limn ® ' br-» = B¥ , >0, kde B¥ , = B* ,(«, y). Dostavame tak
pro # > ny(7)
b — (1 — 2mra b 4+ n.Bra 7n:B,_ rac
”fl n* n«+§(a-2y) %a+.‘!y+2\a 2y)
2 n
4 9B + ) 7(r — D afo™® |\ miBy, dr(r — 1) a%e™ + o(1)
. n°=+§<¢—2y> » na+§(rx—2y)

Jestlize B¥ , > 0, potom vzhledem k nerovnosti o + 2y = « a vzhledem
k libovolnosti # > 0 plati

o = (1 _ 2mm) bin + r(r — 1) (By , & &) oja®?
n*

n+l >
tx+E(a—2y)
n -

pro libovolné ¢ > 0 a viechna n > n,(¢); odtud

crea

o (r — 1) B pro «<<1,
limn? b = B — *2me
N—>c0 o%a?
(r — I)Br-z(zma 9% Toya P o= 1.
Jestlize B* , = 0, potom
2mra
J— (7. ——————
bal = (1 - 2 )[b |+ o+ Ta- 2)
n
pro &€ > 0, 7 > my(e), a odtud lim ng(x—im b = B¥ = 0. Ponévadz dle (49)
a (52) je indukéni predpoklad splnén pro r =1 a r = 2, pfi demz By = 0,
o o2a?
k 2] — - ’ 7 ¥
B} ot PTO & < 1resp. By = @ma — T+ 76 g Prox= 1, je tim v pfipadé

1° tvrzem (47) dokazéno.
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5) V pripads 2° a 3° lze vést dikaz stejng jako v pfipadd 1° s tim rozdilem,
¥e misto (48) pouZijeme v piipadd 2° vztahu M(2) = — 2m(x — @) + 7L .
(= 0) + Q. kde |Q,. <3Q, pro |x — O] < (), a v piipads 3°
vztahu .
M, (x) = — 2m(z — ) + 9Pz — @) pro |x — O] < 8y(n) -
Tyto vatahy vyplyvaji z (33) a (38).

3. KW methoda v p¥ipadé& ohraniéenych odchylek od regresni funkce

NeCh‘f, H(ylx) M(.’E (_ o<z + CO) 5 Tns> Yans Yonoy, An, © -(n = 1 2 )’
maji tyZ vyznam jako v odstavei 2. Predpoklady (I), (IT) nahradme vSak pfed-
poklady
(VII) existuje koneény interval (4, B) tak, Ze

1°@¢(4, B);

0 pro y< M),
2° znon e {4, B H(y|z) = ' =
can = agn={] P V=0
(VIII) existuje konstanta C > 0 tak, Ze
M(z)+C

[ dH(ylx) =1 pro — o0 <z < + o0;
M(z)- C ‘

(IX) existuji 6 > 0, K, > 0, K, > 0 tak, ze
Kz — 06| < | M'@)| <K, |Jx— 6] pro |z —6]<95;

(X) ex1stu]1 ¢ > 0, B > 0 tak, Ze ‘
& x”]<g:]M(z)—M(x”)[<R

(XI) k libovolnému 8 > 0 existuje n(8) > 0 tak, 76
o — 6] > 6= inf M@+ — M=)

d6>e>0 &

> 7(d) -

Déle necht z, « (4, B).

Pozndmka. Splnéni piedpokladu (VII) mbZeme dosdhnout ze]ména.
tehdy, kdyz H(y|z) spliuji (VIII) — (XI) v néjakém koneéném intervalu
{4, B), o ném% vime, Ze obsahuje @ jako vnitini bod, a kdyZ znidme né&jaky
dolni odhad hodnot M(4) a M(B). (Tento pfipad v praktickych tlohich
zfejmé dasto nastédva.) Potom lze totiZ zm&nit distribuéni funkece H(y|x) pro «
lezici vng (4, B) a stanovit je ve shod8 s pfedpoklady (VII) — (XI).

Predpoklad (IX) je oviem podstatn¥ slabsi ne# predpoklad (IT) odst. 2.; je
splnén, zejména tehdy, kdy# existuje M"(0) < 0. Predpoklady (VII) — (XI)
predstavuji (na rozdil od pfedpokladi (I), (II)) speciédlni p¥ipad ptvodniho
piipadu Kiefer-Wolfowitzova; odtud plyne konvergence z, — @ s pravdé-
podobnosti 1. :

69



Polozme
g=sup 2, ¢ = sup ¢, ,
n=12... Cn n=12 .
Ay=A4 —q¢ —q2C +R), B,=B+q +q2C + R).

Pfedpoklidejme, Ze ¢’ < 30; to lze bez Gjmy obecnosti: plati-li totiz (X),
pak existuji &isla o’ > 0, R’ > 0, kterd rovnéz vyhovuji (X) a takovi, Ze ¢’ <
< e’

Lemma 6. Za pfedpokladi, (VII) — (XI) jest

A L2, < By pro n=12,.... (57

- Dikaz. Pro » = 1 plati (57) dle pfedpokladu. BudiZ nyni » > 1 pevné.

1) Necht 4 —¢' < 2, < B + ¢'. Jest

a, .
Tpyy = T + o Y2n — Yon-1) 5
n

kde
]yzn - yzn—-ll =—<._— 20 + R (dle (VIII) a (X)) 5
odtud
A—q¢ —q20+R) S 2,n < B+ ¢ +4q@2C + R),
t. j.

A4, L 2,1 < B,.
2) Necht budto z, < 4 — ¢’ nebo z, > B + ¢'. Potom dle (VII):

Tpyy = T, + %l {M(x'n + '6,,) - M(xn - cﬂ)} s

jeito 4 —¢' <O —¢,, B+q¢ >0 +c¢, — a tedy z, + ¢, < @ v -prvnim
a z, + ¢, > 0 v drubém piipadé — a jeito M(z) je rostouci (klesajici) pro
z <O (x>0), jest v prvnim pfipadé , <2,z <A —¢ +qR < B,
a v druhém z, > z;,, > B + ¢’ — ¢R > A4,. Dle indukéniho predpokladu
je viak 4, < x, < By tedy i 4y < =,y < B,.
Lemma 7. Za pfedpoklads, (VII) — (XI) existuje konstanta K > 0 a piirozené
&islo n, tak, Ze
(0 — 0) Mo (%) < — K(x, — O)2 + Ky0, |z, — O] pro n 2 my.  (58)
- Dikaz. Dle (IX) jest pro |z — 6| 4+ ¢ < §, (¢ > 0)
(x — O) M () < — 2Ky(x — 0)* + Kyc |z — 6] .
Budlz 1y = n, (36) index, od n&ho podinaje jest ¢, < }6; potom
(T, — O) M, (x,) < — 2K(z, — @)2 + K¢, |z, — 9| (59)
pro n=ma |z, — O < 25.
Pro n > ny a |2, — O] > 28 je viak dle (XI)
Mo (z) > inf HE o — Mol (-2- zs) .

18>e>0 e

W
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Oznaéme D, = Max (|4, — 0|, |B, — 0|); dle lemmatu 6 jest

I_x._____"; 9| <1 pro n=1,2 ...
0

a tedy

7(20) 2 <
50 |z, — O] pro n =n, a ]x,,—@]>§6.

Vzhledem k nerovnostem c, < 16, |v, — | > 2 a vzhledem k monotonii
M(z) pro z < 0O jsou vyrazy (z, — O) a M, (x,) opaéného znaménka a tudiZ

| M, ()] 2=

7(29) 2
@0 — 0) Mo (@) < — T2 (3, — 0) pro n=my a |5, — 6] >33. (60)
3 3
Spojenim (59) a (60) dostdvame pro n» = n, nerovnost (58), kde
e [7(30)
K~M1n( D, 2K,] .

Vyslovme jesté dodateéné predpoklady
XI) |M"@)| <Q pro |o— 6] <3
(XIID) M@&+D(@) =0, |M@*+9(z)| < AP(2k + 1)!
pro |x — 0| <8, k=1,2, ... apro néjaké 4 > 0.
Jako (12a) oznalme implikaci « = 1 =>a > —2—}—{—
Nyni jiz méZeme vyslovit hlavni tvrzeni tohoto odstavce.
Vé&ta 8. Véty 1—17 (odstavce 2) plati i tehdy, kdyZ souéasné nahradime

predpoklady (I), (II) — predpoklady (VII) — (XI),
predpoklad (I1I) — predpokiadem (XII) ,
predpoklad (IV) — pfedpokladem (XIII),
pfedpoklad (12) — pFedpokladem (12a) ,

1 1
—_— — 1 |3
(resp. nerovnost @ > iz, nerovnost, a > 5 K) ,9)

vynechdme predpoklad (V), a ve ostatni ponechdme beze zmény.
Dukazy vét 1—7 za novych pfedpokladii jsou obdobné dikazim uvedenym
v odstavei 2. Omezime se proto na vytdéeni nékterych odli¥nosti.

K vété 1: Konvergence z, — @ podle kvadratického stiedu plyne z kon-
vergence &, — O s pravdépodobnosti 1 a z lemmatu 6.

K v&t8 2: Misto nerovnosti (3) pouZivime (jako viude v dal§im) nerovnosti
(58). Misto (I) a (4) uZivime nerovnosti

— 2
E [(3———6—2—;) ] < ot (200 + R, (61)
kterd plyne z (VIII) a (X). ‘ '
3) Jde o konstantu K, vystupujici v (58).
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K vé&té 3: K dikazu pouZijeme lemmatu 5, které (jak pozdgji ukiZeme):
plati i v tomto piipadé a které umoiiiuje omezit se pfi vySetfovani stfednich
hodnot jistych nshodnych promé&nnych na integraéni obory typu |z, — 6] <
< 8, 6 > 0. Rozdilnost proti dikazu v odstavei 2 zdlezi pak v tom, Ze splnéni
(19), resp. (21) pozadujeme jen, v néjakém okoli &; dle (IX) plati v tomto okoh
(3) i (4), a tedy i jejich dusledky.

K v&té 4 a 5: Jako v dikazu lemmatu 7 zjistime, Ze

(@0 — 0) Mo (2a) £ — K(z, — 0) + 3Q0} |z, — 6] pro n = n,,
resp.
(2, — O) Mcn(xn) g — (K —n)(xz, — 0O)* pro n>mnn).
V dikazu optimality je tfeba jen trividlnich zmén.
K vété 6: K odhadu vyrazu
(===

Iyzn - y2n—~i] < 2C +‘R

Predpoklad (V) neni tfeba vyslovng uvadst: ]e ziejmé splnén dle (VIII).

Dusledkem véty 6 je opét lemma 5.

K vét& 7: Lemma 5 umoziiuje omezit se pfi vySetfovani stfednich hodnot
na integraéni obory |z, — @] < &y, 6, > 0. V urditém okoli bodu & lze viak
zpfesnit vztah (58) takto: K libovolnému 5 > 0 existuje §, > 0 tak, Ze pro

|z — 0] +c<é(c>0) jest M (x)=— 2m(z— 6) + 99 — O) + 7Pc,
kde |[7®] < 9, ¢+ = 5, 6. Podobng lze zpFesnit ostatni vztahy, na pf. (61):

a?‘E [(y% - yZﬂ—l) ] — (2028 + 7712) a’c? + 0 (_{_)

Yon — Yan—1
Cn

pouzivime nerovnosti

” n2e-2v n2z}’

kde |7:5] < 5. Nerovnost 4ma > 1 — 2y je splndna, nebotf a > 5 dle (12a)

K
am=> Ky > %K dle definice K. Pfedpoklad (VI) je ve znéni véty podsta,tn)’r-

- Poznamka. V dob&, kdy byl tento 8lanek v tisku, vysla price: C. DERMAN,
An application of Chung’s lemma to the Kiefer-Wolfowitz stochastic approxi-
mation procedure, Annals Math. Stat. 27 (1956), s. 532—536. Vysledky této
prace jsou zformulovany ve dvé véty, jez jsou podobné — co do pfedpokladi
icodotvrzeni — vété 5 a vété 7, piipad 3°, naseho ¢lanku.
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PeswoMme
OB ANITPOKCUIMAIIMOHHOM METOE KUD®EPA-BOJIbOOBHIIA

BAIJIAB JVIIAY (Véclav Dupag), IIpara.
(Iloctymuao B pegaxmuio 20/ 1956 r.)

B craThe ycTaHOBIEBAIOTCA ACHMHTOTHYECKIE CBOMCTBA alNPOKCAMAIMOHHO-
ro merona Hudepa-Bomsdosrna [9] nng orTeickarus 3HadeHHs ¥ = @, B KoTO-

0
pom dymkmms perpeccmm M(z) = [y d.H(ylx) JOCTHraeT CBOETO MAaKCEMYMa.
-
VCiI0BEA BTOTO MeTofia BEIOM3MEHEHH! TAKHM 06pasoM, 9T0 MOJKHO BOCIOJIB30-
BaThCA AHANMTHYCCKAME CpefcTBaMy, IpmBefeHEHIMA B pabore Wmyma [7].
Paznmyarorcs gBa BapmaHTa. B BapmaHTe, paccMaTprBaeMoM B § 3-eM, TpUHATH
BCe IPENNOJNIOKeHHA w3 [9] ¥ HeKOTOpHe ycuieHH: BMecTo (2.8) — m3 [9] —
IpefuoJaraeTcAd BHIOJHEHNE HEPaBeHCTBA

Kje— 0| X | M'(@)| L Kjjxr—06|, K, >0, K, >0

B HEKOTOPO#l oKkpecTHOCTE O; BMecTO (2.2) mpepmonaraercs 3HaHUE OrpaHAYeH-

HOro, comepyraiomero @ mpomesxkyrka (4, B) BMecte ¢ HIKHAMYZ OLEHKAMHA
M(z)+C
sHaveHnit M(A4), M(B) u Bemonsenme ycuosma [ dH( ylx) 1 pgas Beex'
M(z)-C
a c

z e {4, B). llocrossaExNe @, C, TPEAUOIATAIOTCA B BUME @, = ——, C, == oy RO

n«
KashBaeTcs, 4910 mopbop x =1, y =} (rme ¢ > 0 m ¢ 6oapme HeKOTOPOWM
HOCTOSIHHOM) ABjIsAeTcss HamIywmuM, obecneunsas, uto E[(z, — 0)?] = O(n~1);
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BCAKHE APYrof momfop «, y MOMKET BECTH K MeHee BHTONHOMY pe3yibTary.
- Ecnm momonEmrellsHO IPeNIIONOKATH CYINEecTBOBaHMe OorpaHmYeHHON M”(r)
B HEKOTOPO# okpecTHOCTH O, TO IyYmmM gBiAercA HOAO0OP &« =1, y =},
naommi E[(z, — 0)%] = O(n~3); ecim B HeKOTOPO# OKpecTHOCTE @ (yHKIEA
M(x) — amammTEYecKas @ cHMMeTPHYHasA oTHOCHTenbHO O, 1O E[(x, — 0)%] =
=0(n"%"9 mua « =1, y = }¢ u naa mpomssomsEoro ¢ > 0. IIpm gomoxmm-

TeIILHOM YCIIOBEH, 4T0 o%(z) = [ (y — M(x))? dH(y{x) HeOPePHBHA X IOJIOKH-

TeIbHA B HEKOTOPOH OKpecTHOCTH (), M IpH OTrPaHHMYeHMZ 3HAYCHHHA &, y HO-
KasaHo, 9T0 clydYaiimsle Bexmumes n3*~*" (z, — @) acmmurormweck:m Hop-
MAaJIBHEL.

B BapmanTe, paccMaTpmBaeMoM B § 2-oM, Ha QyEKnEE pacupenenenus H (y]x)
HAJIOEeHEl TONBKO JBa YCJTOBHA, a HMeHHO (2.2) m BHIOIHeHNe HepaBeHCTBA
Koz — 0] £ |M'(z)| £ Ky|x — O] nus Beex z e (— o0, + ). C HeGompmmma
N3MEeHEeHUAME B JOIOJHHTENHHBIX UPENNOJI0KeHAAX COPABENIMBH H B 5TOM
ciIydae Bce BHIE YIOMSAHYTHE TEOPEMHL.

§ 1-1it gBIsercA pedeprApYOMTM.

Ilprvevarme. B cratke C. DERMAN, An application of Chung’s lemma
to the Kiefer-Wolfowitz stochastic approximation procedure, Annals Math.
Stat. 27 (1956), 532—536 mokasaBH JBe TeOPeMH, MOXOKHWe ,HA TEOPEeMH 5
m 7 (coyuail 3°) Hame# cTATHH.

Summary

ON THE KIEFER-WOLFOWITZ APPROXIMATION METHOD

VACLAV DUPAG, Praha.
(Received January 20, 1956.)

Asymptoticpropertiesare established for the Kierer-WoLFOWITZ [9] procedure

o=}

of finding the value z = 6, for which the regression function M(z) = [ y dH (y|x)

achieves its maximum. The original assumptions are modified in such a way
that it is possible to use the mathematical tools due to Cruxe [7]. Two
different cases are treated. In the case considered in Sec. 3, all assumptions
from [9] are accepted, some of them being strengthened: instead of (2.8)
— from [9] — it is supposed that the inequality

Klz— 0| | M@)| LK |x—0|, K,>0, K;,>0
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holds in some neighbourhood of @; instead of (2.2) it is assumed, that a finite

interval (4, B), containing @, is known, together with some lower estimates
M(z)+C

of M(4), M(B), and that [ dH(ylz) =1 holds for all z € (4, B) (C being
M(z)-C

a constant).

The sequences {a,}, {¢,}, occuring in the approximation scheme, are supposed

to be of the type a, = a, c,,=— then the chomezx—-l y = } (c being

naz
positive and o greater than a specific constant) is proved to be optimal. This
choice ensures that E[(z, — ©)%] = O(n~%) — every other choice can actually
lead to a worse result. If in addition the existence of bounded M"”(z) is supposed
in some neighbourhood of ©, then the best choice is x = 1, y = %, giving
E[z, — 0)?] = O(n-3); if in some neighbourhood of @ the function M(z) is
analytical and symmetrical about @, then for an arbitrary ¢ > 0 we can reach
that E[(z, — 0)2] = O(n~*~9) by a suitable choice of «, y. Under the additio-

nal hypothesis that o*(z) = [ (y — M(x))* dH (y]x) is continuous and posi-
tive in a neighbourhood of O and with a restriction on the range of «, y, the

asymptotic normality of the random variables n#*~*"X(z,, — @) is proved.

In the case considered in Sec. 2, only two conditions are set upon the distri-
bution functions H(y|z), namely, the (2.2) and the inequality Kyjz — O <
< |M'(z)| £ Ko — O], holding for all z € (— o0, + 00). With some changes
in additional conditions, all the theorems mentioned in the above case hold.

The Sec. 1 is an expository one.

Added in proof. C. DERMAN, An application of Chung’s lemma to the
Kiefer-Wolfowitz stochastic approximation procedure, AMS 27 (1956), pp.
532—536, has proved two theorems, which are similar to our Theorem 5
and Theorem 7 (case 3°).
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