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&asopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

0 JISTYCH RESENICH FUNKCNT ROVNICE Flp(x)] — F(x) = 1

MIROSLAV LAITOCH, Olomouc.
(Doglo dne 19. listopadu 1955.) DT:517.948

Reenim funkéni rovnice

Flp(x)] — F(x) =1 (a)
pfi dané funkei ¢ se zabyval ABEL.!) Ukézal, Ze je-li y FeSenim dife-
renéni rovnice

vy + 1) = ely)], (b)
pak obecné FeSeni funkéni rovnice (a) je tvaru F(z) = y_,(x) +
+ zlw_1(x)], pti ¢emZ y je periodicka funkce o periodé 1 a y_, je in-
versni funkce k y.

Funkéni rovnice (a) pfichazi na priklad v theorii spojitych grup
transformaci jedné nezavisle proménné,?) p¥i rozsifeni Floquetovy
metody k uréeni charakteru fundamentalniho systému feSeni linedrni
homogenni diferencialni rovnice 2. ¥a4du®) a j.

V tomto pojednéni ukaZeme pomoci theorie dispersi, v jaké sou-
vislosti jsou jistd FeSeni funkéni rovnice (a) s oscilujicimi integraly
homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu.

1. UvaZujme linedrni diferencidlni rovnici 2. #¥adu
_ Yy =4q@).y. 1)
Predpoklidame, Ze funkece g je spojitd v otevieném int. (a, b) a Ze integraly dif.
rovnice (1) v tomto intervalu osciluji. Oscilaci integralt v otevieném intervalu
(@, b) rozumime toto:

Af je z € (a, b) libovolné &islo, pak kazdy integral dif. rovnice (1) méa v int.
(@, b) nekoneénd mnoho nulovych bodi mensich nez x a nekoneéné mnoho
nulovych bodi vétsich nez x.

Budte u, v dva linedrn& nezavislé integraly dif. rovnice (1) definované v int.
(@, b). Pro z ¢ (a, b) polozime p(z) = VW:——W

Funkce g se nazyva prvni amplituda uspofddané dvojice FeSeni u, v.

1) N. H. Abel, S:brané spisy, sv. 2, Christiania 1881, str. 36.

%) @. Kowalewski, Einfithrung in die Theorie der kontinuierlichen Gruppen, Leipzig
1931, str. 10. ‘

3) M. Laitoch, Paciinpenue Meroga ®iaoxe..., Yexoca. mar. ., 5 (80), 1955, str. 170.
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Necht aq€ (@, b) je libovolny kofen integralu v; oznadme v-ty nasledujfef
koven za @, (ptedchizejici pied a,) integralu v symbolem a, (@_,), » =1, 2, ...;

(%)

Funkce —'(/xf roste pak v kazdém intervalu (a,, @,,,) od — 00 do + o0, jestlize
v

wronskidn w = u(x) v'(x) — '(x) v(x) je zdporny a klesd od + o do — oo,
je-liw > 0.V obou pripadech tedy existuje pro ka%dé z € (a,, @, ,) pravé jedno
u(x) 4 4
dislo arctg —vTx—)e(— 3 + 5) . '
Necht « znaéi prvni fézi uspofddané dvojice nezavislych integralt u, v,
které je definovana vzorei

(;-t—wz).sgnw pro r=—=a,,

o(x) =
arctg wa) _ Y. sgn w Pro Te (a,, a,.) - (3)

v(x)
O funkei « se snadno ukaze,*) Ze ma v int. (@, b) tyto vlastnosti:
1° Uspotadanou dvojici nezavislych FeSeni u, v je jednoznaénd uréena az na
aditivni celoé¢iselné nasobky =,
2° je spojitd a mé spojité derivace do 3. fadu véetns,

3° prvni derivace je ddna vzorcem o'(x) = , takZe z definice funkce

w
@
o plyne, Ze tato roste od — oo do + oo v piipadé, ze w < 0 a klesd od + oo do
— oo v piipadé w > 0.

Necht dale ¢ znadi zdkladni (z.) centralni (c.) dispersi 1. druhu p¥islu¥nou
k dif. rovnici (1). Z. c. disperse 1. druhu je v int. (a, b) definovana takto:

Bud z € (a, b) libovolné ¢&islo. Necht A znadi mnoZinu integrali dif. rovnice
(1), jejichz jednim kofenem je x. ¢(x) je za ¢islem x bezprostfedné nasledujici
spoleény koien integrdli mnoziny A.

O funkei ¢ se da ﬁkézatf’), ze ma v int. (@, b) tyto vlastnosti:

a) je spojitd a ma spojité derivace do 3. fadu véetns,

b) roste od a do b, (¢'(x) > 0),

o) () > .

2. V tomto odstavei uvedeme nyni dvé nové véty o fefenich funkéni rov-
nice (a).
1. Necht ¢ je z. c. disperse 1. druhu pFislu$nd k dif. rovnici (1). Necht funkce F

je ddna vzorcem

F(x) = — sgr;w . x(x) , .

4) Srovnej [1], str. 202.
§) Srovnej [1], str. 207 a n.

421



pfs Sem¥ o znadi pront fazi usporddané dvojice nezdvishjch integrdlis w, v dif. rov-
nice (1) a w jejich wronskidn. Potom o funkci F v int. (a, b) plati:

1° 4e Fedentm funkéni rovnice Flo(x)] — F(x) = 1,

2° je spojitd a md spojité derivace do 3. Fddu véetn?,

3° roste od — o do + oo, (F'(z) > 0),

3 Fm 1 F"(x)
4° — 2 F3(x) + ZFT((xx)) 3 Fla) q(z).

Skuteén®, vlastnost 1° funkce F pro x = a, plyne bezprostfednd ze vzorce

sgn w

(3) a pro @€ (@, @) takto. Plati — Sg;w : {a[q)(x)l — oc(x)} = ¥V,

. {arctg g'[[%(%l% — (»+ 1) & . sgn w — arctg %% + v .sgn 'w} = 1, nebot
u[o(z)] v(@) — w(@) v[p()] = 0°) a tudiZ pro z + g, je Z[—[z%]l = :—% .

Vlastnosti 2°, 3° plynou z definice funkce F' a z vlastnosti funkce o.
O vlastnosti 4° se lze piesvédéit snadnym vypottem.
2. Necht funkce ¢ md v int. (a,b) viastnosti a), b), c), uvedené v odstavci 1.
Necht ddle v int. (a, b) plati:
1° funkce F je fedenim funkéni rovnice Flp(x)] — F(z) = 1,
2° funkce F je spojitd a md spojité derivace do 3. Fddu véetné,
3° funkce F roste od — oo do + oo, (F'(x) > 0),
£ g0) = — 2 FE) + 5 i) — L )
Potom v int. (a, b) je funkce q spojitd, integrdly dif. rovnice
Y =ql@).y (4)
osciluji a funkce @ je z.-c. disperst 1. druhu pFislusnou k dif. rovnici (4).
Skutedns, snadno se nahlédne, %e funkce
u(z) = [sin nw F(x)] : Vm , v(x) = [cosn F(z)]: Vm (5)
jsou dvé& nezdvisls fefeni dif. rovnice (4), kterd vzhledem k 1° & 3° v int. (a, b)
osciluji. Podle Sturmovy v&ty oscilujf tedy vechny integraly dif. rovnice (4).
Tvrzeni o spojitosti koeficientu ¢ plyne z 2° a 3°.

Tvrzeni o funkei ¢ ukéZeme takto. Bud x, ¢ (a, b) libovolné &islo a y ’integré,l
dif. rovnice (4) takovy, Ze y(x,) = 0. Integrél y se dé vyjadiit jako linedrni
kombinace integrali u, v ve tvaru

y(z) = ¢ w(x) + ¢, v(x) = [¢; sin w F(x) + ¢, cos n F(z)] : VF'(x) .

¢) Viz [1], str. 204, 208.
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Nyni stadi ukazat, Ze &islo ¢(,) je kotenem integrélu y bezprost¥ednd nésledu-
jicim za kofenem z,. Uk4dZeme napied, Ze ¢(,) je kofen integrilu y. Je

ylp(@o)] = {c; sin = Flgp(x,)] + ¢, cos 7 Fp(x,)]} : VFTgp(,)] =

= {¢, sin [z F(x,) + #] + ¢, c08 [z F(x,) + ]} : /g(%%) = — y(@) /¢’
nebotf vzhledem k vlastnosti 1° plati Flg(z,)] = F(z,) + 1, F'[p(z,)] = F'(x,) :
: ¢'(x,). Z vlastnosti ¢) funkce ¢ vime, Ze je ¢(x,) > z,, takZe zbyva ukdzat, Ze
mezi nulovymi body z, a ¢(%,) integralu y nelezi Zddny dalsi nulovy bod integ-
ralu y. V ptipadech y = c,u resp. y = cyv to plyne ze vzorch (5). Je-lic, + 0 *
%+ ¢, plyne tvrzeni pomoci Sturmovy véty o oddélovéani nulovych bodi integ-
ralt. Nebot kdyby mezi nulovymi body %y, ¢(z,) integralu y leZel jeho dalsf
nulovy bod, pak by na pf. integral 4 musel miti v int. (x,, ¢(2,)) dva nulové
body, na piiklad z;, ¢(,) a platilo by z, < x, < @(z;) < @(%,), coz viak neni
mozné, protoZe podle pfedpokladu funkce ¢ v int. (@, b) roste.
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Pezwome

O HEKOTOPHIX PENEHUAX ®OYHKIIMOHAJIBHOTO
YPABHEHUA Flp(z)] — F(z) = 1

MHUPOCJIAB JIANTOX (Miroslav Laitoch), Oxomoyi.
(ITocrymuio B pegaknuio 19/X1 1955 r.)

B macTosme# craThe DOKA3aHO, B KAKOH CBA3M HAXOMATCHA ONpeleeHHEO
pemenrA QynxnuonannpHOro ypasuenus Flo(z)] — F(x) = 1 n xomeGmomuecsa
HHTerpajibl JuHeHHOro Au(. ypaBHeHHA 2-0ro mOpAAKA.

BoseMeMm nmmeiinoe pud. ypaBHeHme 2-0ro mopsajka

¥ =4q@)y, (1)
o xoropoM Oymem mpepmonarars, 4ro Kod()QEIEEHT g ABJIAETCA B HHTEPBAJe
(a, b) BenmpeprBHON (YHKOWEH W YTO B YKAa3aHHOM MHTepBajie pPelleHHA HaH-
Horo au(. ypaBHenua KoiebiaioTcA.

OcHOBHAs meHTpanbHAA NECHEpPCHA l-oro poma ¢, coorsBercTByHOmas AR,
ypaBrermio (1), o6iagaer cilefyolaMA CBOMCTBAME: &) OHA HMeeT B HHTepBAJe
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(a, b) HenpepHBHEYIO IPOMBBOAHYIO 3-BETO HOpPAAKA; 6) oHA BO3pacTaer B yKa-
3aHHOM HHTEpBaJIe OT CBOEr0 3HAYGHHs @ N0 3HAYEHHAA b; B) [UIA KaKIOTO
z e (a,b) p(x) > z.

CupaBelyIABH CIERYIOMEE TEOPEMEL:

Teopema 1. ITycmv ¢ — ocmoeHasn yenmpaswvHas Oucnepcus 1-oeo poda,
coomcemcmeyowasn dup. ypaswenuro (1). Iycmv pynryus F onpedesena gpop-
MYyaoil

F(z) = — sg‘;w Ca(2),

npuyem & 03nauaem nepsyio Pasy ynopadouerHoll APl HE3ABUCUMBLE UHMESPAN08
u, v dud. ypacnenus (1), a w — ux onpedesumesv Bpouckozo. Toeda 8 unmep-
.6ae (a, b) cnpa.edauso ymcepucdenue: gynkyus F seasemcs pewernuem gynk-
yuonaavro20 ypackenus Flp(x)] — F(x) = 1, umeem Henpepwisnyio npoussod-

3 F™
HyI0 3-ve2o nopadka, eoapacmaem om — oo do + © u — n2F'3(z) + — . @) _
4 F'*(x)
1 F//I(x) . (
3 @ 1@

Teopema 2. ITycmv @ umeem ¢ urwmepease (a, b) ccolicmea a), 6), B). Jaxee,
nycmv ¢ unmep.ase (a, b): Pynkyus F agasemcs peweruem Pyrnkyuonarbroz0
ypacnenus Flp(x)] — F(x) = 1, nycms ona umeem nenpepuignyo npousgodrnymno
3-veeo nopadka u éo3pacmaem om — © do + oo, (F'(x) > 0); nycmv, nakouey,

3 P 1 F"(x
q(x) = %2F'2(Z) + '4“: . %(("L‘i)) - —2- . -F;(ix—))' .
Toeda 6 unmepeane (a, b) Pynryus q 6ydem menpepvieHOl, UHmMezpasst Oug.
YDPasHEHUA
y' = q(x)y (@)
b6ydym kosebamuvcs, a PYHKYUs @ €CMb OCHOGHASL UYEHMPAAbHAL Oucnepcus
1-020 poda, coomcemcmeyrowasn oud. ypasnenuio (2).

Zusammenfassung

UBER GEWISSE LOSUNGEN DER FUNKTIONALGLEICHUNG
Flg(@)] — F(x) =1

MIROSLAV LAITOCH, Olomouec.
(Eingelangt 19. XI. 1955.)

In dieser Arbeit wird der Zusammenhang gewisser Losungen der Funktional-
gleichung Fl¢(x)] — F(z) = 1 mit oszillierenden Integralen einer linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung beschrieben.
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Wir betrachten die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

Y =q@).y; 1)
wir setzen voraus, dass der Koeffizient g im Intervall (a, b) eine stetige Funktion

ist und dass die Losungen der Differentialgleichung (1) in diesem Intervall
oszillieren.

Die zu der Differentialgleichung (1) gehorige erste Zentraldispersion 1. Art ¢
a) hat im Intervall (a, b) eine stetige Ableitung 3. Ordnung, b) sie wichst in
diesem Interval vom Funktionswert a zum Funktionswert b, c) sie erfillt fir
jedes z € (@, b) die Ungleichung ¢(x) > =.

Es gelten folgende Satze:

Satz 1. Es sei ¢ die zu der Differentialgleichung (1) gehorige erste Zentral-
dispersion 1. Art. Die Funktion F seir durch die Formel

Fla) = — 222

x(x)
definiert. « bedeutet die erste Phase eines geordneten Paares unabhingiger Lésun-
gen u, v der Differentialgleichung (1) und w die wronskische Determinante. Dann
gilt im Intervall (a, b) folgendes: Die Funktion F ist eine Losung der Funktional-
gleichung Flp(x)] — F(x) = 1, ste hat eine stetige Ableitung 3. Ordnung und
wachst von — oo bis + oo, (F'(z) > 0); ferner gilt die Identitit — =% F'*(x) 4
3F?x) 1F"(x)
T ITR) T w1
Satz 2. Es sei ¢ eine Funktion, die im Intervall (a, b) die obigen Etigenschaften
a), b), ¢) besitzt. Es sei F eine Losung der Funktionalgleichung Flp(x)] — F(x) =
= 1, die eine stetige Ableitung 3. Ordnung besitzt und im Intervall (a, b) von —
bis + oo wichst (F'(x) > 0); ferner sei q durch die Formel
3 F"*x) 1 F(x)
4 F2x) 2 F'(z)
definiert. Dann gilt im Intervall (a, d) folgendes: Die Funktion q 18t stetig, die
Lésungen der Differentialgleichung

y' = q).y )
oszillieren und die Funktion ¢ ist die zu der Differentialgleichung (2) gehorige
erste Zentraldispersion 1. Art.

q@) = — 22 F*(z) +
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