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Casopis pro péstovini matematiky, rok. 80 (1955)

0 PLOCHACH KLINOVYCH II

VACLAV HAVEL, Praha.
(Doklo dne 11. fijna 1954.) DT:513.62

Autor vySetiuje nejprve kubickou zborcenou plochu, uréenou dvéma
Hdicimi pfimkami a Fidici parabolou, kterd mé s dvojndsobnou Fidic{
piimkou spoledny nevlastni bod. Vhodnou substituci pfejde tato
plocha v klinovou plochu se systémem parabol, jeZ obsahuje jests
dalsf systém rovinnych kiivek. Tento druhy systém se promité do
soufadnicové roviny do systému kfivek, navzdjem perspektivng afin-
nich, p¥i éem¥ osou afinity je jedna soufadnicové osa a smérem afinity
je druhé soufadnicové osa.

V druhé &4sti ¢lénku nahrazuje autor zmindny systém parabol
systémem parabol stupn® n a zobeciiuje. pfedeslé vysledky i pro tento
piipad.

§ 1. Pomocna zborcend plocha t¥etiho stupné.

Umluva 1. Necht a, b, ¢, d jsou konstanty. Definujme funkci F(z, y, z) =
= (ax + ) ¥* + (cx — 2 + d) . 2% plochu o rovnici F(z, y, 2) = 0 oznaéme u.

Pro parcidlni derivace funkce F plati F, = ay® + z(3cx — 2z + 2d), F, =
= 2ar + b))y, F,= —a*, F,, = 2.(3cx —2+d), F,, = 2ay, F,, = — 2x.
F,, =2(@x+0b), F,,=F, =0.

Visecky prvni parcialni derivace bodu (z,, ¥y, %) € 4 se rovnaji nule, pravé
kdyz plati 2, = y, = 0. Pro druhé parcidlni derivace v bodé (0, 0, z,) plati
ch=2(d —2y), F,, = 2b, -qu=F:;‘z=sz=Fzz=0-

Pro kuZelovou plochu tefen, jdoucich bodem (0, 0, z,) dostdvame rovnici
(d — z,) 2® 4+ by? = 0; jeji diskriminant je

d—z,0,0 0
0, b, 0, 0
0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0

Z toho plyne okam#ité:

Bod (0, 0, z,) je biplandrni, pravé kdy% plati b + 0, d =+ z, .
Bod (0, 0, z,) je uniplanérni, pravé kdy% platf budto b = 0, d + z,anebo (1)
b+0,d=2.
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Viecky druhé parcidlni derivace bodu (z,, y°, 2o) € u se a,nuluJi pravé kdy?
plati g =y, =0 = 0,d = z,.

Predpoklddejme, %e plati b = 0. Funkei F lze pa.k prepsa.t do tvaru z(ay® +
+ (cx — 2 4 d) . ). Pro nenulové a rozpadd se tedy plocha u v rovinu
(x = 0) a kvadriku (ay? 4 (cx — 2z +.d) .2z = 0). Je-li a = 0, pak plocha u
rozpadé ve dvojndsobnou rovinu (x = 0) a v rovinu (z = cx + d) Dosavadni
vysledky nyni shrneme:

Poutka 1,1. Plocha u z dmluvy 1 md své singuldrnt body na ose z; platt pro né
tvrzent (1). Je-li splnéna rovnice b = 0, pak se plocha p rozpadd.

Predpokladejme déle, Ze plati b == 0 a Ze se plocha u rozpadé. Potom lze
funkei F piepsat do tvaru (Ax + By + Cz + D)(a;;2* + 2a,xy + 2a,02 +
+ 20,42 + Qgpy® + 203Y). » »

a) Plati-li B =+ 0, pak jest a,3 = a,, = ay, = 0. Je-li dile C = 0, pak F ne-
obsahuje &len 2%z, a to je spor. Je-li C' =& 0, pak F neobsahuje ¢len 2, a to je téz
spor.

b) Je-li B = 0, potom plati a;; = a,, = 0. Je-li dile C 5= 0, pak je téZ
@13 = Gg2 = 0. Pak ale F neobsahuje 32, a to nenf mozné. Je-li C = 0, pak plati
F(z,y,2) = (Az + D)(a,2* + 20,522 + 2a,,2 + ayy?), pfi Gemiz A == 0,
Da,; = Da,, = 0. Je-li D = 0, pak dostdvime spor s nerovnosti b = 0. Je-li
D =+ 0, pak je a;3 = 0; F opét neobsahuje %2, Ve spojeni s poutkou 1,1 dosté-
véme tedy tento vysledek:

Poucka 1,2. V dmluvé 1 plati b =+ 0, pravé’ kdy? je plocha u nerozloz@telna

Pro ka#dé k zavedme oznadeni
=@y=ke),f=(@k*+c)x —2+bk2+d=0).
Pak plati inkluse &, n f, c u. Je-li k == 0, pak oznaéme | )

- (<aka+c)%—-z+bk=+d=0).

Pak plati téZ «; 0 y; C u. ] -J
Dikaz tvrzeni (2) je snadny. Toto tvrzeni{ budeme potiebovat v piistim
paragrafu. '
Pro nenulové z lze rovnici plochy prepsat do explicitniho tvaru
_ax + b

y’—l—cx +d=flx,y).

Pro parcidlni derivace této funkoe plati

) 2b 2 3b
fac=——‘m+ yto, h=2%—ph— ax+b, foe = ———~——-(axxf Ly,
2ax +2b ar + b
fzv = ( T ) Y, ‘ f,,? =2 s .
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Dosadime-li podle t&chto rovnic do vyrazu fafw — f2, dostaneme po kritké
tpravé zlomek — :\f’y‘ . Z toho ihned plyne dalii tvrzeni:

Bod (2, y, 2).¢ u je hyperbolicky, pravé kdyZ plati z & 0 + y . 3)
Bod (z, ¥, z) e u je parabolicky, pravé kdyZz platiz + 0=y .

Je-li tedy plocha u nerozloZiteln4, pak je to zborcena plocha s torsalni pfim-
kou v roving (y = 0). Rozpada-li se plocha v rovinu a v nerozloZitelnou kvad-
riku, pak rovnice této kvadriky je F,(z, y, 2) = ay® + (cx — z + d) x = 0. Pro
parcidlni derivace funkce F, plati rovnice F,, = 2cz + d — z, F,, = 2ay,
F,= —u=. »

Tyto parcidlni derivace se rovnaji nule pouze pro bod V = (0, 0, d). Kvad-
rika je kuZelovou plochou o vrcholu V.

Poutka 2. Je-li plocha p 2 imluvy 1 nerozlofitelnd, pak je zborcend. Rozpadd-li
se v rovinu a v nerozlofitelnou kvadriku, pak tato kvadrika je kuzelovou plochow
o vrcholu (0, 0, d).

Z vySetfovaného prostoru /7 dostaneme homogenisaci prostor I7*. Plocha p
piejde tak v jistou plochu u*. Ponévadz u* je zborcend plocha tietiho stupng,
Ize na ni najit v II* Fidici kuZelosecku, dvojnasobnou fidici pfimku (majici
s Fdiel kuZelosetkou pravé jeden spole¢ny bod) a jednoduchou Fidici pfimku.

Ridicf kuZelosedka je kterikoliv parabola %*, pro ni% plati k& = ]
= pu N (x = 2,), kde 2, & 0. Dvojndsobna Fidici ptimka d* je osa z a
jeji nevlastni bod. Pro jednoduchou pfimku fidici j* odvodime z rov-
nice pro fy (tvrzeni (2)) vztah j= (ax + b = 0) n (2 = cx + d)

v piipads, Ze a = 0; je-li @ = 0, pak j* je spoleénéd nevlastni pfimka
rovin B (plocha je v tomto p¥ipadé konoidem).

(4)

Tedy pfimka (y = 0) 0 (2 = cz + d) je jediné torsélni pfimka plochy a po-
déatek je jediny kuspidalni bod.

Pouéka 3. NerozloZitelnd plocha u z umluvy 1 je zborcend lcubwka plocha,
uréend Hdietmi k¥ivkami k*, j*'d* podle torzeni (4).

§ 2. Parabolické klinové plochy.

Umluva 2. Predpokléddejme, %e G(X) je nikoliv konstantni funkce, majict
druhou derivaci viude na jistém intervalu J. Je-li F funkce z Gtmluvy 1; pak
provedme substituci tak, aby pFesla ve funkci

FO(X),y,2). NG
Anulovénim této funkee vzniklé rovnice uréuje plochu, kterou oznadime x.
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Pro parcidlni derivace funkce (5) plati
Fy = @(X)[ay® — (36G(X) = 2 + 2d) G(X)], F, = 24[aG(X) + b],

F,= — Q¥X), Fpy = G"(X)[(ay® + 3cG(X) — 2z + 2d) }(X)] — 2G'¥(X) .
. [3¢G(X) — 2z + d], F,y, = 2ayG'(H), F,, = — 26(X)G'(X), F,, = F,,=0.

Funkce (5) mé v bod8 (X,, ¥o 2,) vSecky prvni parcidlni derivace nu-
lové, pravé kdyz plati Q(X,) = y, = 0. VySetfujme takové body. Pro
odpovidajici druhé parcidlni derivace plati F,, = 2m?*Q"*X,)(d — z,), F,, =
=2b, Fy;,=Fy;,=F,,=F,, =0. Tedy kuZelovd plocha teten, jdoucich
bodem (X, 0, z,), mé rovnici (d — zy) @3(X,) X2 — by? = 0; jeji diskriminant je

‘ (d - zO) G'z(X)o, 0, 0, 0

0, b, 0, 0
0, 0,0 0"
0, 0,0, 0

b b

Z toho ihned plyne dalsi tvrzeni (pFipometime, e plati G(X,) = 0):
Bod (X, 0, 2y) € % je biplanarni, pravé kdyZ plati d = 2z, G'(X,) + 0 =+ b.
Bod (X, 0, 2y) € % je uniplandrni, pravé kdyz plati budto b = 0, d = z,, ¢ (6)
@' (X,) = 0 anebo jeden z piipad b = 0,d = zy, resp. b =+ 0, G'(X,) = 0.

Z poutky 1,1 vyplyva, %e se plocha v piipadé b = 0 rozpadd v rovinu
(z = 0) a daldi plochu. Z tvrzeni (2) vyplyva tento dileZity disledek:

pfi demz y; je definovano v tvrzeni (2). Praméty téchto kiivek do ro-
viny (z = 0) jsou perspektivné afinni pro osu afinity v ose X a smér
afinity v ose y. ,

Pouéka 4. Plocha x necht je ddna podle vimluvy 2. Jejt bod (X, Yo, 2,) je Stngu-
ldrnt; prdvé kdyz platt Q(X,) = y, = 0. Pro tyto singuldrni body plati tvrzent (6).
Pro plochu » platt ddle tvrzent (6*).

Omezime se nyni na reguldrni body plochy x». Rovnici plochy lze pak pfepsat
do tvaru

Plocha obsahuje pro kazdé nenulové k kiivku y, n (y = k. G(2)),
} (6%)

_ad(X)+b

S (X)
Stanovenim druhych parcialnich derivaci odvodili bychom i zde podminky pro
to, aby regularni bod byl hyperbolicky, parabolicky nebo elipticky. To jiz ne-
budeme provadét. ~

Y+ cF(X) +d.

§ 3. P¥imkova plocha, vedouci na klinové plochy s parabolami
‘vy3Sich stupiid.

Umluva 3. Necht fs9, g1, by 4, B jsou funkece jedné proménné, které maji
pro ka%dou hodnotu argumentu spojitou derivaci. Oznaéme x plochu o rovnici
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| f(w) g:.(x) + [A(x) — 2] g(xr) = 0; pro kaidé k oznadme «, rovinu o rovnici
y = kx, B, rovinu o rovnici z = A(k) y + B(k); pro kazdé nenulové % oznaéme
75 Yovinu o rovnici z = A(k) —% + B(k). Ta z, kteréd (ne)anuluji g(x), budeme

-

znalit zy(x,).
Pouka 7. Plati-li smluva 3 a podminka

;((xkf ‘)) gi(@,) + h(x,) = A(k) z, + B(k) pro kaZdé =, a pro kaZdé k , -
f(kxy) = 0 pro kaZdé x, a ka%dé k ,
pak platt téZ |
ox 0 Pi C % pro kazdé k . (8)

Platt-li dmluva 3, podminka (8) a neobsahuje-li x Zddnou rovinw, pak plati
té% (7).

Dukaz. Necht plati (7). Pro spoletné body (z,, y, z) rovin &, B; plati tedy
‘%% g:(®,) + h(z,) = 2. Pro body (z,,¥,2)ex plati rovnice f(y)g,(z;) = 0.
Tato rovnice je splnéna i pro y = kz, (nezivisle na z). Tedy plati (8).

Necht plati (8). Platnost prvni rovnice v (7) je zfejma. Pro body (z,, ¥, 2) €
€ o 0 B plati podle (8) f(kxzy) g,(2) = 0. Je-li g,(x,) = 0, pak je téz f(kx,) = 0.
Je-li gy(x,) = 0, pak plati (x = ;) c x, coZ je ve sporu s piedpokladem. Tento
piipad tedy nemiZe nastat. Podminka (7) je dokézéna.

Pouika 8. Plati-li imluva 3, pak z (8) plyne té€ o, 0y, C % pro kadé nenu-
lové k. '

Dikaz je zfejmy.

Disledek. Substituct x = F(X) (kde F(X) md pro kaZdé X z jistého intervalu I
spojitou derivaci) prejde plocha » z dmluvy 3 v plochu x,. Platt-li ddle (8), pak
dostdvdme vysledek: Plocha x, obsahuje systém rovinnych kfivek (y = k G(X)) n
N y; pro kasdé nenulové k. Priméty téchto kFivek (smérem rovnob&Engm s osou z)
do roviny (z = 0) jsou navzdjem perspektivné afinni pro osu afinity v ose x a smér
afinity v ose y. ’

Tento disledek je vlastnd nejdileZitéjsim poznatkem celého &lanku.

Poutka 9. Pfedpoklidejme platnost wmluvy 3 a podminky (7), pFi emZ ddle jest
f(x) = g(x) = x* pro jisté pFirozené islo n. Jsou-li funkce g,, b analytické, pak
j80u nejvyde linedrnd. A

Dukaz. Prvni rovnici z podminky (7) lze pfepsat do tvaru k»g,(x,) +
+ h(z,) = A(k) 2, + B(k). Rozvedeme-li funkce g;, » v Maclaurinovy fady,
dostaneme srovnédnim koeficientlt Zddany vysledek.

Poutka 10. Pfedpoklady: Plat dmluva 3, pii sem¥ g(x) = ax + b, h(z) =
= cx + d pro jisté konstanty a,b,c, d; existuje funkce o(k) tak, %e ap(k) +

312



+ ¢ = A(k), b p(k) + d = B(k); je-lt a = 0, pak » neobsahuje rovinnou souédst.
Tvrzeni: Potom podminka (8) je ekvivalentni 8 podminkou
Kkz) = (k) g(x) (9)
tdenticky v k, x.
Dikaz. Necht plati (8). Po snadném vypodtu dostaneme pro soufadnice
bodt z &, N B, rovnici (ax, + b) (—%((’;il)) — q:(k)) = 0. Déle plati téZ f(kx,) .
1
. (azy + b) = 0. Je-li a = 0 =+ b, pak plati (9) identicky v z. Necht platia + 0.

Piipad (— % s Y z) € » nemize nastat, nebot plocha x» by obsahovala rovinu

(z -2 d) . Celkem tedy plati (9).

Necht plati (9). Pro spoleéné body rovin «;, 8, plati po substituci z (9) a po
eliminaci ¢(k) rovnice z = ?]'%(g)—) (az, + b) + cx; + d. PondvadZ ale dale plati
1

(x = x,) n (y = kx) C » pro kazdé z,, jest tim platnost podminky (8) proka-
zana.

Pou&ka 11. Plati-li pro analytické funkce f, g, ¢ identita (9), pak platt g(x) =
= ¢, x", p(k) = c.k™ pro jisté konstanty c,, c,.

Dikaz. Oznaéme f(0) = f;, 99(0) = g;, ¢*’(0) = ¢,. Podle predpokladu
plati

* i ® i © ki
flz) =St 5y, 0@ = 3 gips ok) = Sougy

Neni-li f identicky nula, pak existuji cel4 nezdporna &isla i,, j, tak, Ze g, , ¢,
jsou nenulova ¢isla. Z rovnice (9) plynou vSak vztahy:
g9:¢s=0 pro i %7j, (10,1)
gipi=li- (10,2)
Tedy podle (10,1) jest 7, = 4,. Z obou rovnic (10) plyne déle, g; = ¢; = 0 pro
kazdé ¢ = 1,. Z toho jiZz plyne Zddany vysledek.
Poucka 12. Necht a, b, ¢, d, n jsou konstanty, z nichZ n je pfirozené &islo. Pak
polynom (ax + b) y* + (cx — z + d) z* je reducibilni, prdvé kdyZ platt b = 0.
Dikaz. Je-li b = 0, Pak zfejm8 polynom je reducibilni. Je-li b 4= 0 a je-li
polynom reducibilni, pak jej lze prepsat do tvaru (z + Za,z*y")(Za;z™y").
Vzhledem k é&lenu — zz musi byt polynom v druhé zivorce roven — z".
Existence ¢lenu (ax + b) y™ vede nyni ihned ke sporu, nebof tento ¢len by se
musel vyskytovat v polynomu Za;z*y? a vysledek by obsahoval &len (az +
+ b) y"x". A to neni moZné. Poudka je dokazéna.
Pouika 13. Je-li v pFedpokladech poutky 10b = 0 a plati-li (k) = k» pro jisté
pfirozené ¢islo n, pak roviny 1, mneobsahujt tutéf pFimku.
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- Dikaz. Plati yony, =y =0)n(z=0b+d). Pro body (z,0,b + d)
plati rovnice bk(k» — 1) = 0, co% je identita v k, pravd kdy% b = 0.
Poznémka. Vzhledem k ploe x, z dusledku poudky 2 obaluji tedy roviny
& jistou véleovou plochu, jejiZ povrchové pfimky jsou rovnobézné s osou x.
Je-li (k) = k", pak jeji rovnici dostaneme eliminaci parametru k z rovnic

bk faykn + (d — )k + oy =0, (n+ 1) bk* + angkrt +d —z=0.

Neroziesena je otédzka, jakou podminkou jsou vézany funkce z tmluvy 3,
jsou-li analytické a plati-li pro n& (7). Podmince (7) vyhovuji oviem funkce
F(z) = g(x) = x*, gi(z) = ax + b, h(z) = cx + d; otdzka je, vyhovuji-li ji
jesté n&jaké jiné funkce. Zda se pravdépodobné, Ze tomu tak neni.

§ 4. Geometricka interpretace.

Definice 1. Necht 4, n jsou konstanty, z nichZ » je ptirozené ¢islo. Parabolou
stupn& » budeme rozumét rovinnou kiivku, kterd méa p¥i vhodné volbé sou-
fadnicového systému rovnici y = A" Osu y pak nazveme osou, potatek vrcho-
lem této paraboly.

Poutka 14. Parabola stupné n je v roviné 8 danygm systémem soufadnicovym
jednoznaéné uréena osou,*) vrcholem (leZicim na ose) a bodem (neleficim na ose).
Dukaz je ziejmy. -

Definice 2. Necht & je kiivka v rovingé y = (y = 0), k; kfivka v roviné o
rovnobéiné s osou x a rizné od ». Necht pro piimku s roviny (x = 0) plati
v % 8 % g. Kfivka k; necht se promité smérem s do roviny v na kiivku k;
budto perspektivné afinni s ¥ podle osy rovnob&iné s osou z a sméru v ose z
anebo posunutou vzhledem ke k. SloZenim této projekce a perspektivni afinity
dostaneme zobrazeni mezi k;, k; odpovidajici body v tomto zobrazeni
ozname A;, A. Pro ka?dé A;non ey n k; sestrojme parabolu p, stupnd n
o ose rovnob&#né s osou 2, o vrcholu 4 a bodu 4, ¢ p,. Pro ka?dé A;ev 0 k se-

strojme p, jakoZto bodem A4; jdouci rovnobézku s osou z. Plochu U p, oznag-
. - Ayeky .

me u. v
Podle diisledku z poudky 7 a podle poudéek 10, 11 1ze vyslovit tuto poutku:

Pou&ka 15,1. Jeli vdefinici 2 o X », pak plocha u obsahuje systém rovinniych
kFivek k, (pro kadé nenulové t), které lze sestrojit takto: Promitneme k; rovnobéiné
8 osou z do roviny (z = 0); dostaneme tak kfivkwu ki . Pro kaZdé nenulové t sestro-
jime v roviné (z = 0) kfivku k; perspektivné afinni s k{ pro osu afinity v ose z,
pro smér afinity v ose y a pro charakteristiku t. Pak vdlcovd plocha o idict kFivce
k! a povrchovych pFimkdch rovnobéinych s osou z promikd plochu p v rovinné
kfivce k,. ‘

*) Rozumli se orientovanou osou.
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Model 8asti pomocné zborcené plochy z § 1.

Model é&asti parabolické klinové plo-
chy se systémem sinusoid.

Model &asti parabolické klinové plochy se systé-
mem elips.

»

I

Model &4sti zobecndné parabo-
lické plochy (paraboly jsou ku-
bické) se systémerm sinusoid.

Skupina modelt, zobrazujicich Sasti ku-
Zelosetkovych klinovych ploch.

Modely vypracovali posluchagi fakulty in¥enyrského stavitelstvi v Praze.
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~ V ptipad$ ¢ // v je vj’rslédek obdobny (snadno bychom jej odvodili analye
‘ticky):

Poutka 15,2. Je-li v definici 2 o /| », pak pro ka*dé y, je primik (y = y,) N p
budto &dst pHimky anebo kfivka, jejtZ pramét (smérem rovnobéinym s osou y) do
roviny (y = 0) je.bud perspektivné afinnt 8 k o ose afinity rovnob&né s osou z a
0 sméru afinity v ose z anebo je posunuty vzhledem ke k. '
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