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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematickyj ustav CSAV
SVAZEK 80 %# PRAHA, 31. 1ll. 1955 % C[SLO 1

CLANKY

ROZKLADY PRVKU VE SVAZECH SPLNUJICfCH PODMINKU
PRO KLESAJICI RETEZCE

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 16. biezna 1954.) DT: 519.5

g-rozkladem je nazvdno spojeni a,\ a,\/ ...\ a, n = 2 prvka

daného svazu, kdy? plati a,0 \/ a@; pro kaZdé ¢ a pro kazdou neprézd-
ajeaq

nou mno#inu 4, obsa%enou vlmnoiiné {Qy s @iy, @iy oo Oy} (0 JO
symetrickd bindrni relace mezi prvky svazu). V tomto &ldénku zkoums
autor takovéto p-rozklady ve svazech s podminkou pro klesajici fe-
tézce. Obecné vlastnosti jsou uZity na nékteré specidlni typy zming-
nych rozkladu.

§ 1. Uvod. V tomto &ldnku jsou zkoumany vzéjemné vztahy mezi t. zv.
vlastnimi, direktnfmi a silnymi rozklady prvka ve svazech s miniméaln{ pod-
minkou. V § 2 je zaveden pojem g-rozkladu, ktery viecky tii typy rozkladu
zahrnuje a skytéd mo#znost vysloviti nékteré obecné véty, jez se daji specialiso-
vat pro jednotlivé pFipady rozkladu. V § 3 jsou vySetfovany vlastnf roz-
klady. § 4 je vénovan direktnim rozkladim; je odvozena nutné a postadujici
podminka pro to, aby existoval pravé jeden p-rozklad za jistych omezujicich
podminek. Theorémy 3 a 4 ukazuji, jaky je rozdil mezi direktnimi rozklady
v moduldrnich a nemoduldrnich svazech. Kroms t. zv. silnych rozkladd, jez
jsou zkoumény v § 5, jsou studovany jesté v jistém smyslu k nim dudlni
gs-rozklady a ukazana vzajemnd souvislost mezi poslednimi dvéma typy roz-
kladd.

V dodatku jsou zkoumany nékteré podminky pro to, aby Zassenhausova
konstrukce, uzitd na dané dva fetézce, neposkytovala vlastni zjemnéni a jsou
provedeny dvé jednoduché aplikace na g-rozklady.

§ 2. Zakladni definicé._ VSude v tomto é&lanku (sbvyjimkou prvni dasti
dodatku) predpokliddéme svazy, splitujici podminku pro klesajici fetézce
([1], str. 37). Proto existuje nulovy prvek O.




Relaci ¢ budeme rozumét symetrickou binarnf relaci, definovanou mezi
prvky svazu. Vyraz

(1) c=a,va,~...va, (n=>2)
nazveme rozkladem prvku ¢ ve slozky a,, ..., @,. Oznaéme jesté 4 = {a,, ...,
an}, A= {ay, ..., Byg, Birs ooy B,
Definice 1. Plati-li \V a; ¢ a; pro kafdéi=1,2,...,n =2, a pro ka*dou ne-
. aged,;

prdzdnou mno¥inu A; c A,;, pak nazveme (1) p-rozkladem.

Definice 1. Platz’-h'a“\/A Ia; ga"\é"a,- pro kadé dvé .neprdzdné disjunkini? mnoZiny
A, A, c A, pak (1) nazveme vyznaénym o-rozkladem.

Dusledek. Kazdy vyznaény p-rozklad je p-rozkladem. Je-li (1) p-rozklad,
resp. vyznadény p-rozklad, pak také \/ a; (kde A’ c 4 je alespoti dvouprvkova)

a(lA'
je o-rozklad, resp. vyznaény p-rozklad.

Definice 2. Relace o je typu I, kdy? plati implikace: ay ~ ay~ ...~ a; 0 @4
(proi = 1,...,n — 1) = (1) je p-rozklad.

Lemma 1. Je-li o typu I, pak kaZdy p-rozklad je vyznacény o-rozklad.

Dikaz. Necht (1) je p-rozklad. Budte 4,, 4,, dvé neprazdné disjunktni
podmnoziny v A. ProtoZe nezalezi na odislovanf prvka a;, lze pfedpokladat,
te A, = {ay, ..., a;}, A,y = {@j41, ..., @545}, 7 + k < n. Podle definice 1 je

@y~ o..a)) vy~ ooova;]oe@iin Prot=0,1,...k — 1.

‘Odtud dostaneme uzZitim definice 2, Ze (@, v ...~ ;) @4,V ...V G4 J€
e-rozklad (pro j, k = 2), takie jest

VaoVa.
aed; aed

Pro j = 1 nebo k = 1 platf pfedchozi relace rovnéz.

. Definice 3. Relace ¢ je typu II, kdyZ plati implikace: x o y = pro kafdé ne-
nulové &' < z plati =’ ¢ y.

Uvazujme dale tuto implikaci:
(2) Jsou-li V z; g-rozklady pro kazdé « = 1,2,...,k a plati-li déle
i=L...,k .

Fa

—1 k
V z; 0 z, pak V z; je g-rozklad.
i=1 i=1

Lemma 3. Necht o je iypu II a splituje (2). Necht x non ¢ 0 pro kaZdé x.
Pak platt implikace z definice 2.

Dikaz. Nechf plati a, ¢ d,, AV Ay 0hgy vy By~ ...~ Ay, 0 @,. Proto-
%e ¢ je typu II a protoZe x non g 0, platf také
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(3) Vv 210 @iy Pro kazdou neprdzdnou mnozZinu 4* c {a,, ..., a;}. Necht
ajed

viecky rozklady, utvofené z kazdych k prvkii mnoZiny 4 jsou g-rozklady.
Podle (3) platf pro kazdy takovy rozklad ap, v ... ag, (kde k, 8, ..., B; jsou
pfirozend é&isla, pronéz platf 1 < B, < B3 < ... < B < n) nutnd ap v ... v
v ap,_, o ag,. Tedy podle (2) je o-rozkladem ka%dy rozklad, utvofeny z £ + 1
prvkd mnozZiny 4. Podle (3) plyne @; g a; pro kterékoliv prvky s riznymi
indexy. Tedy tplnou 1ndukci podle k dostaneme %e (1) je p-rozklad, coZ bylo
dokézat.

Predpoklad z non ¢ 0 byl podstatny, jak plyne z ndsledujiciho p¥ikladu:
Nejprve definujme relaci ¢. Necht a,, a, jsou atomy. Nechf plati 0 a,,
a, 00, a, p a,, a, g a,; pro kteroukoliv jinou dvojici necht relace ¢ neplati.
Relace p je symetricka, je typu II a spliiuje (2) (pfedpoklad v implikaci je zde
prazdny). Plati 0 g a,, 0\ a, ¢ a,, pfesto v8ak 0 -~ a, \ a,neni p-rozklad, nebot
0 non ¢ a,.

Lemma 3. Necht g jetypu I. Jsou-li a) rozklady a; = (/‘ a;proi =1,2,.
j=1
o-rozklady anebo je-li v, = 1 a je-li b) rozklad (1) o-rozkladem, pak také ¢ =
n T,
=V \; a;; je g-rozklad.
i=1j=1
Dokézeme nejprve pomocnou poucku:

Necht o je typu I. Necht rozklady c=avb a= V a;, b= \/ b; jsou

t=1

o-rozklady. Pak také ¢ = V a; ~ \/ b; je o-rozklad.

i=1
Ditkaz. Ponévadzc =a~vb, b = \/ b; jsou p-rozklady, plyne z def1mce 1
.g=1
by 0 by, by~ by 0bg gy ... b by v ... by 0 by, b o a. Tedy podle defini-
ce 2 je také ¢ = a b, v by~ ... b, p-rozklad.

r
Ponévadi a = V a; je o-rozklad, plati podle definice 1 vztahy a, ¢ a,,
i=1

Ay Gy 0 gy ey Gy N oo NV By y 0 Gy
Protoze ¢ =a~ b, ...\ b; je g-rozklad, plati podle definice 1 a p b,,
a~byoby,a~vby~byobg ...,avb v b, 0b, Tedy podle definice 2 .

r 8
také ¢ = \/ a; v V b, p-rozklad, coz bylo dokizat.
i=1 i=1
Z pomocné poudky plyne ihned_ aplnou indukef tvrzeni lemmatu 3.

§ 3. Relace p,. Definice 4. Prvek c je p-(ne)rozlofitelny, (me)existuje-li
g-rozklad (1).

Definice 5. Symetrickd relace o, necht je déna takto:

>
x <>z non=
01y =Y



([17, str. 93; [3], kap. 1, oddil 4) O. Ore nazyva g,-rozklady vlastnimi roz-
klady.

Lemma 4. 1. Ka#dy o,-rozklad je vyznalnym o,-rozkladem.

2. Existuje svaz, v némz o, neni typu I (typu II).
rvyY >
. xvy>yo .
4. KaZdy p,-rozloitelny prvek je mofno g,-rozlofit v o -nerozloZitelné sloZky.

5. Plati-li a; 0, \V @; proi =1,2,...,n > 2, pak (1) je o,-rozklad.
Cajedq

3. Plati ekvivalence 0, Y <= {

Obr. 1. Obr. 2.

Diukaz. 1. Necht je dan g,-rozklad (1). Neni-li to vyznaény p,-rozklad, pak

existuji neprazdné disjunktnf mnoZiny 4,, 4,, c 4 tak, %e plati V“1 a, < \i as.

apedy agedy
Pak aleplati a, < V a;zprokazdé a, € 4,, coz odporuje predpokladu, 22 (1)je
o,-rozklad. apedur

2. UvaZujme svaz, jehoZ diagram je na obr. 1. Plati a, ¢, a,, a, v a, 9, a,.
Protoze a, < a, v a4, neni ¢ = a, v a, v a; p,-rozkladem. Tedy v uvazova-
ném svazu nenf g, typu I. )

Déle uvazujme svaz, jehoZ diagram je na obr. 2. Plat{ a, g, a,. Pro prvek
ay ~ ay plati 0 < a, ~ a; < a,, neplati vSak a; ~ @, 0, a,. Tedy v uvaZova-
ném svazu neni g, typu II.

3. Dikaz je zfejmy.

4. Dikaz bude proveden v rameci dikazu theorému 1.

5. Nechf platia; ¢, V @; pro ¢ = 1, 2,...,n > 2. Kdyby (1) nebyl o,-roz-

ajedq
klad, pak by existovala neprazdnd mnoZina A’ c 4, tak, Ze by platilo bud
a; < V a, anebo a; = V a,.Prvni nerovnost ihned odporuje pfedpokladu, ze
ayed’ ayed’ ' -
druhé pak plyne a; == a, pro ka%dé a, € A, co% je opét ve sporu s pfedpokla-
dem.

-
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Theorém 1. Relace o mecht je typu I a necht x o y =z o,y. Pak kaZdy
o-rozlofitelny prvek se dd p-rozloZit ve vesmés p-nerozlofitelné sloZky.

Dikaz. Necht je ddna relace p a nechf plati z ¢ ¥y = z g, y. Dale budiz dén
g-rozlozitelny prvek e a jeho libovolny g-rozklad e = V/ e;. Podle tvrzenf 3

i=1
lemmatu 4 plati pro kazdé ¢ = 1, 2, ..., r nerovnost e; < e. Prvek ¢; je budto

T
g-nerozlozitelny, pak jej vybereme, anebo existuje o-rozklad e; = V e,;, kde

j=1
e;; < e; pro véecka j = 1, 2, ..., 7,. Budto je prvek e;; p-nerozloZitelny, pak

. . . 4
jej vybereme, anebo existuje p-rozklad e;; = V e, kde e;;; < e;; pro k =
k=1

=1,2,...,0;. V tomto procesu pokradujeme. Ponévadz dany svaz spliiuje
podminku pro klesajici fetézce, ma tento proces nutné koneény pocet kroki.
Ze viech vybranych p-nerozlozitelnych prvka utvofime rozklad. Necht za
prvé plati x ¢ y <> 0, y. V uvazovaném rozkladu vySkrtneme viecky slozky,
obsaZené ve spojeni ostatnich. Zbyly rozklad je nutné p,-rozklad. Tim je do-
kézano tvrzeni 4 z lemmatu 4. .

Necht za druhé p je typu I. Pak dle lemmatu 3 je uvazovany rozklad
o-rozkladem. Theorém je dokazan.

§ 4. Relace g,. Véta o unicit&. Definice 6. Relace o, necht je charakterisovina
takto: x 0, Y <> ~ y = 0 pro nenulové x, y; x non o, 0 pro kazdé .

Birkhoff ([1], str. 94) u%iva pro g,-rozklady symboliky ¢ = a; X a, X
X ... X @, py-rozklady byvaji nazyvany direktni. Srovnej také Ore ([3],
kap. 2, oddil 1)!

7 definice 6 plyne, Ze 0 nemuZe byt slozkou Zaddného g,-rozkladu a Ze
T, Y =>T01Y.

Lemma 5. Relace o, je ekvivalentni s relact o, typu I1.

Duakaz. 1. Necht plati x ¢, y, takze z,y + 0,z A~y = 0. Tedy plati

x nong y. Necht 0 <a’ < Pak 2’ ~Ay=0, tedy 2" 0,9, a tudiz i

@' 01 Y-

2. Necht p, je typu IL a z o, ¥, tak¥e z, ¥y + 0, 2 A y < 2. Kdyby platilo
x ~y > 0, pak (protoZe g, je typu II) by bylo z ~ y ¢ «, co% je spor. Pro-
tox ~y =0, &li xg,y.

Dusledek. Plati-li pro nenulové prvky a,,...,a, (n = 2) rovnice 0 =

=a, ~(V a;) pro kazdé ¢ = 1, ..., n, pak (1) je g,-rozklad.
ajedq .

Lemma 6. Existuje svaz a v ném o,-rozklad, jent nent o,-rozkladem.

" Dikaz. Méjme opét svaz, jeho# diagram je na obr. 2. Plati a, g, a,.
Rozklad a, -~ a, je tedy ¢;-rozklad, nenf to viak g,-rozklad, nebot a, ~ a, > 0.
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Pro dal¥f nazveme zjemnénim rozkladu (1) rozklad ¢ = \”/ {; ag;, kde

a; = {;a,, prot=1,...,n =
f=1

Theorém 2. Relace ¢ necht je typu I a spliuje implikaci x ¢ y = 0, y.

Tvrzeni 1. Existuje-li prdavé jeden (aZ na uspofdddni slofek) o-rozklad
proku ¢ v g-nerozloZitelné sloZky ' '

(4) c = e, v ey~ ... e,, pak pro kafdé dva o-rozklady

(ba) c=a,va,v...va,

(5b) ¢ = b, v by ~ ...~ b, plati rovnice

8
(6a) a; = V (a; ~b;) pro 1 =1,...,r,

(6b) b, =i\7 (@; ~by) pro j=1,...,s.
©o4=1

Tvrzeni 2. Je-li g typu I1 a plati-li pro kaZdé dva o-rozklady (5a), (5b) rov-
nice (6a), (6b), pak existuje p-rozklad, ktery je spoleénym zjemnénim rozkladd
(5a), (5b). Specidlné existuje prdvé jeden p-rozklad prvku c v g-nerozloZitelné
slotky.

Dikaz tvrzen{ 1. Nechf jsou splnény zminéné pfedpoklady.
Nejprve dokiZeme pomocnou poudku:
g .
Pro kaZdy o-rozklad ¢ = \/ g; plati g, = \ e, (pro ¢ = 1,...,1) kde M, u
i=1 e, eMy

uM,u...u M,;jerozklad mnofiny E — {"el, ...y €n} N@ neprdzdné disjunkind
édsts.

Prvek g; je totiz budto g-nerozloZitelny anebo existuje jeho g-rozklad
v p-nerozlozitelné slozky (podle theorému 2) g, = \; p,. V piipadé, Ze g, je

r=1

g-nerozloZitelny, poloime t; = 1. Podle lemmatu 3 musf byt p, € E pro kazdé
y =1,....7;. Tedy p#i vhodném oznadlen lze psdt p, = e, (y = 1, ..., 733
dvojice (3, 1), (3, 2), ..., (¢, 7;) jsou ptirozend d&isla, pro n&z plati 1 < (3,.1) <
< (3,2) <... < (i, 7;,) < n). Bez omezeni obecnosti necht plati e, < g; ~ g,..

o,-rozklad. Tedy 1 = (1, 1) a obdobng 1 = (2, 1).
Sestrojme rozkladc = €; v €,V ... VeV €1V € a) V -V €a) V. I3V

Nechf 1 < (1, 1). Pak ¢; < \} ew,y- To ale odporuje piedpokladu, Ze (4) je
=1

1 .
v ... v g. Toto zjemnéni g-rozkladu ¢ = ‘\élgi je dlelemmatu 3 opét p-rozkla-

dem. Av3ak tento rozklad nenf g,-rozkladem, nebotf obsahuje dvakrit tutéz
slozku e,. Tedy neplatie, < g, A ga- Mdme celkem vysledek, Ze e; non<l g; A gs
pro i =1,...,n a pro rizni i,j, nabyvajfef hodnot 1, 2,...,l. Pomocnd
poucka je dokézana. '
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8
Necht (5a), (5b) jsou p-rozklady. P¥edné& plati iv (@a; ~b;) < a; pro s =1,
el
r
.., 7. Za druhé necht U A;je tenrozklad mnoziny ¥ v neprazdné disjunktn{

dasti, pronéz a; = V e,. BudiZ U B, ten rozklad mno#iny v neprazdné dis-

tacA‘ i=1
junktn{ 8asti, pro néz plati b, = \/ ezproi¢ = 1,...,s. Je-li 4,0 B; + 0, pak
Qﬂe‘B‘
Platia, ~Ab; = (V e)~(V eg) = V e Jelid; n B; = 0, pak poloZime
eqed; Gﬂ(ﬂl esednB;

V ey = 0. DaleplatiU(A n B;) = 4 n (l‘JB,)=A,-nE=A‘proi_=

¢6€A ‘AB/

=1,...,r. Tedyd&leV(a/\b)——V{(\/ea)/\(\/ep)}>\/ V ey =

i=1 exed; =1 esednB;
= \/ ea = a

eged;

8
Méme vysledek \/ (a; ~ b;) = a,. Tedy celkem \/ (a; ~ b,) = a,. Plat{ tedy
i=1 i=1

rovnice (6a). Obdobné dokézeme rovnice (6b).

Dikaztvrzeni 2. Necht plati pfedpoklady pro tvrzenf 2. Pro jisté pofadi
Giqy Kipgy ooy &y Prvkit 1,2, .. 7 & pro jisty index 7; = 1, 2, ..., r plati pak
wp > 0(proh=1,2,...,7;) adilea; N by, =0proh =z, + 1,...,7
Je-li 7; = r, pak rovnice nepfichaz{ v tvahu. Mdme nyni dva p¥ipady:

a; ~b

Budto je 7; = 1, a pak a, = a; ~ b,,,, z dehoi plyne a, < b,,,, anebo je
;% 1,a pak z toho, Ze (5b) je o-rozklad a Ze g je typu II dostavame, Ye také
¢ = V V (@; ~ bay,) je e-rozklad.

t=1 k=1

Predpokladejme dale, ze prvky a,, a,, .., a,, by, by, ..., b, jsou p-nerozlozi-

telné, co% lze udinit podle véty 2. Pak plati -r, =1, a; < b, pro kaédé i =
’ 8 r

=1,..,r. Dile platic= V b; = V ba,, = V a; = ¢. Tedy \/ b; = \/ b"‘lz
i=1 j=1

i=1
Kdyby platilo s > r, pak by existoval 1ndex w (ruzny od oy, zxn, vy Cpy

a rovny nékterému z &isel 1,2, ..., s) tak, Ze by < V b,, Rozklad (5b) by -

nebyl g,-rozkladem. Tedy plati s = r. Pfi vhodnem oznaceni plati pak rov-
nost ¢ =, pro ¢t = 1,2, ..., r. Pfi tomto oznaleni tedy jest a; < b; pro
1=1,2,.

Provedeme-li pfedchozi ivahy p¥i zméné obou rozkladi (5a), (5b), dosta-
neme a; > b, pro ¢t = 1, ..., r. Tedy celkem a; = b, proi =1, .., r, éim% je
tvrzenf 2 dokdzadno. de otdzka, do jaké miry lze zeslabit pfedpoklad, Ze o je
typu IL.



Theorém 3. Existuje koneény nemoduldrni svaz S s p,-rozkladem ¢ =
= q, Vv G, Vv 0, Vv a, tak, Ze plati

(7) e = (a; Vv a;) ~ (ay~ a;) > 0 pro jakoukoliv permutaci <, §, k, 1 z proka
1,2, 3, 4.

Dikaz. Na obrazci 3 je diagram svazu S. MnoZina prvka 2 > e tvoti v S
podsvaz §’, ktery je Booleovou algebrou, vytvofenou prvky b,, ..., b,.

Pak zfejmé plati vztahy (7). Z diagramu je patrné, Ze a; ~ ( ¥ a;) = 0 pro

==
1=1,2,3,4. Tedyc=a, v a, v a;~
v a4 je py-rozklad.

Dokazana véta se da vyslovit také
takto: v nemoduldrnim svazu nemusf
byt p,-rozklad vyznaénym p,-rozkla-
dem. V dal3i ¢asti ¢lanku omezime se
na moduldrni svazy a nebudeme to
zv]a$ts zdraztiovat.

Theorém 4. KaZdy g,-rozklad je vy-
znaénym p,-rozkladem.

Dukaz. Bud dan g,rozklad (1).
Méame ukazat, Ze plati

(8) (Va)~(V ag)=20

aned; aged s
pro kazdé dvé neprizdné disjunktni
mnoziny 4,, 4, obsazené v A. Vyse-
tfujme nynf tyto dva vyroky:
(M,) (8) plati, kdyZ jedna z mnoZin
A,, A,, ma pravé ¢ prvku.

Zde jest ¢ =1,2,...,n — 1 a zfejmé
M, <M,_,.
(N;) Jsou-li 4’, A%, A neprizdné navzajem disjunktni mnoZiny obsazené
v 4, pti demz A¢ obsahuje pravé ¢ prvki, pak
9) (Va,~ Va)~(Va,~Vag)=Va, (prot=1,..n—2).
aned’ agedt ayed’ ageA” aed’
(M,) plati, protoze (1) je g,-rozkladem. Dokazeme

(10,1) (M,) = (N,) pro i = 1, 2, [%]

Dle (M,) platf Va; ~(Va,~ Vag) = 0. Uiijeme modularity. Ze vztahu
Va, < Va, v Vagihned plyne (9) pro dané i. Dile dokdzeme implikaci

(10,2) (N) = (M,,,) pro i = 1,2, ..., [12&] .



Necht platf (N;). V (9) volme 4’ = {a;}, takie a, = (ax~ V@) A (ay~ V ap).
Z modularity plyne a; = a; v [(Va;) ~ (@~ Vag)], a tedy a, > (Vag) ~
~(Vag~v ag).

Vyberme nyni z A” libovolny prvek a; a nahradme jej prvkem a,. Ostatn{
prvky z A" ponechme. Dostaneme tak mnozinu A”. Aplikujme (9), kde za
mnoziny 4, A”, A¢ vezmeme mnoziny {a,} A", At Plat a; = (a; v Vag) ~

A% \{1 @,); z modularity opét plyne a; > (Vag) ~ (@~ Va,), kde oviem
a,~ Va: = ay~ \/ az. Ponévadz plati a; ~a; = 0, jest (\ ag) ~ (ax \Vag) = 0.
Oznadeni zfejmé neomezuje obecnost. Implikace (10,2) je dokdzéana.

Ponévadz (10,1), (10,2) implikuji (M,) =~ (M,,,) a ponévadi plati (M,),
je dle tplné indukce véta dokdzana. Z ni plyne tento disledek:

(1) je py-rozklad, kdyZ a jen kdyZ proky a,, ..., a, vytvoruji Booleovu algebru
délky n.

Dikaz. Existuje-li uvazovana Booleova algebra, pak ziejmé (1) je p,-roz-
klad. Necht tedy naopak (1) je g,-rozklad. Povazujme prvky a,, ..., a, za
neprazdné disjunktnf mnoZiny. Svazové spojeni lze povazovat za sjednoceni
a také svazovy prisek lze povaZovat za prinik na zédkladé (M,), (N,). Tim
je dikaz proveden.

Theorém 5. Plati-li pro nenulové proky a,, ..., a, (n = 2)

(11,) (@, ~ ...~va;) ~a;.y =0 pro e =1,...,n — l,palc(l)je py-rozklad.
— me'mz slovy, relace o, je typu I.

Dikaz. Podle lemmatu 5 je g, typu II. Lze tedy uZit lemmatu 2. Predem

nutno viak dokazat implikaci (2), ktera v nasem p¥ipads zni: Je-li @; = V/ a;
a,eA;

o,-rozklad pro kazdé ¢, pak také (1) je p,-rozklad. Dikaz hned provedeme.

Nechf plati pfedpoklad a neplati zavér. Pak plati bez omezeni obecnosti
a, ~ a; > 0. VySetiime dvopm zpisobem prisek a; ~ a@,. Dle modularity plati
Ay~ Gy = (@ ~ Q) Ay~ ..~ By Nynimusibyt (@, ~a,) v (@ ..o va, ) >
<Ay~ e N By, nebot v opa¢éném piipadé plati misto nerovnosti rovnost
a z té plyne a, ~a, < ay~ ...~ a,,. To ale nenf moZné, nebot a; A (a,
“ ...\ @, ;) = 0 podle pfedpokladu, Ze rozklad @, ... a,_, je p,-rozklad
(viz obr. 4).

Podle modularity plati @, ~a, = (a, v ... v a,; v (¢, ~ @,). Aviak podle
(11,) je a, ~a,=10,tedya, ~a, = a,~ ... v @&,_y, coZ je spor s pfedchozim
vysledkem, podle n8hoz misto rovnosti plati nerovnost. Imphkace je doka-
zéna, a tim i celd véta.

Poznamka. Véty 4, 5 jsme dokizali nezdvisle na sob8. Jejich vzadjemny
pomér popisuje lemma 1, aplikované na g,. Z n8ho a z theorému 5 vyplyva
theorém 4.

Podle theorému 1 je kazdy g,-rozloZitelny prvek g,-rozloZitelny na vesmés
02-nerozloZitelné slozky.



§ 5. Relace o,. Zavedeme mezi prvky svazu symetrickou binirnf relaci g,
touto definici:

Definice 7. Pronenulovd x, y jest x 03 y <= (x ~ P) ~ (¥ ~ D) = p pro kaZdé p;
2 non g, 0 pro katdé z.

Srovnej ([3], kap. II, oddil 3).
Dusledek: Polozime-li p = 0 dostaneme z g3 ¥ = 0, ¥
Theorém 6. Relace g5 je typu 11 ¢ typu I.

af Vpo a( vpg

Obr. 4. Obr. 5.

Dikaz. Nechf x 03y, 0 < 2’ < 2. Pak pro kazdé p plati p < (2’ v p) A
~ (Y~ P) X (v p) Ay~ p) = p, tedy plati (&' v p) ~ (¥ v p) = p, a tedy
x’ g3 ¥, takze relace g; je typu II. Necht za druhé plati a, g5 @5, a, v a; 0, a 4
vy @3 NV oo N @y 03 By Podle lemmatu2 stadf dokazat implikaci: Je-li kazdy
rozklad @; = V/ a; py-rozklad (¢ = 1, ..., n), pak také (1) je gs-rozklad.

ajedy

Necht plat{ premisa z implikace a neplati jeji zavér. Pak existuje jisty
prvek p, tak, Ze plati py << (@, v p,) ~ (@, Do) (bez omezeni obecnosti). Po-
loZme ¢ = (@, Po) ~ (@n ™ Po), @3 = (1™ Po) ~ (1™ Do), §2 = Po ™ B3V ... 2
V @p_y. Z modularity plyne ¢ = ¢, v @, ~ ... v a,_,. Kdyby dale platilo ¢, -
VAN Gy = @y, DAk ¢ gy, 45 K a5 v Py, 8 tedy ¢y < (g v Po) A g
Na druhé strané je ziejmé nerovnost q; == ¢, ~ (a, v po). Tedy celkem ¢, =
= gy ~ (@, v p,). Dle pfedpokladu viak p, < q,, tedy py < ¢z ~ (@, v Py). To
ale nenf mozné, nebot a, - ...\ a,_, je o;-rozklad. Tedy plati ¢, v a,~ ... v
v @,_y > q, (Viz obr. 5). Tedy koneéné ¢ > g,.

Podle modularity plati dale g = [(@, v Po) A (@, v Do)l vV @y~ ... v a,_,.
Podle a, g, a, plyne z pfedchoziho ¢ = ¢,, coZ je spor s piedeslym ¢ > g,. Te-
dy s je typu I.

Poznédmka. Podle lemmatu 1 je kaZdy gs-rozklad vyznaénym ps-rozkla-
dem. Podle theorému 1 d4 se kady ps-rozloZitelny prvek g,-rozloZit v g4-
nerozloZitelné slozky.
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Nyni dokdZeme tuto ekvivalenct (viz [2], kap. I, odd. 4, v&ta 3):
(12) (a1 ~ @) v ag = (a; Vv a3) ~ (8 Vv a5) <> (ay v @y) ~ ag = (a; A ay) v
v (ay ~ay) . ‘

Dikaz. Zlevé strany plyne ihned [(a;, A a,) v ag] ~Aa;, = (a, v a3) A (a;
v a3) A a,. Z modularity a z toho, ze a, ~ (a, v a;) = a,, dostaneme (@, ~ a,) v
v (@y A ag) = a;, v (@ A ay). Zeela obdobné dostaneme (ay ~ a,) v (@; ~ a3) =
= ay ~ (@, v a3). Z rovnice (a, A a,) Vv (a; ~ a3) = a; A (ay ~ a3) plyne (a; ~
A @y) (@) A ag) v ag = [(ay v a3) ~a,] v ay. Na zdkladé modularity a po-
dle toho, %e (a, ~ a;) v a; = a,, dostaneme (a, ~a3) v a, = (@, v a;) ~
A~ (ay v az). Obdobné dostaneme rovnost (a, A a3) v a; = (a, Vv a,) A (a; v
v a3). Z kterékoliv z obou poslednich rovnic plyne koneéné (a, v @,) ~ a3 =
= (@, A ag) v (@3 ~agy). Vzhledem ke svazové dualité je ekvivalence dokézana.

Lemma 7. Plati-li (x ~ p) ~ (y v p) = p pro kaZdé p, pak plati pro kaZdé p
(@~y)~p=(@~p) v (y~p).

Dikaz. Pro p = 0 dostaneme z pfedpokladu A~y = 0. Tedy plati rovnost
(x Ay)vp = (xv p) ~(y v p). Dle (12) plyne hledany zavér.

Theorém 7. Kazdy o,-rozlofitelny prvek dd se og-rozloZit prdvé jednim zpi-
sobem (af na usporaddni sloZek) v pg-nerozloZitelné slotky.
Dikaz. Uvazujme g,-rozklady (5a), (5b). Pak plati rovnice (6a), (6b).
Z (5b) totiz plyne dle lemmatu 7 (a; ~ b)) v (a; A by) = a; ~ (b, v by),
’[ai/\ (by v b)) (@ ~ by) = @y ~ (by by bg), ooy @i A (B v o v b )] v
v(ag~b) =a;~c=a, '
Podobné pro (6b). Ponevadz plati x g3 ¥ = 2 ¢, ¥ a ponévadz g, je typu I
i typu II, plyne z druhého tvrzeni theorému 2 hledany zavér o unicité.

§ 6. Relace g,. Definice8. 2o,y <=2, y,(xVvy) Ap=(x APV (y ~DP)
pro kazdé p.

Poznadmka. Dle (12) plati spolu s rovnosti (v y) Ap = (x ~p) v (¥ A D)
také rovnost (x A y) v p = (2 Vv D) A (¥ Vv D).

Theorém 8. Plati-li a; 0, \/ a5 = a; pro kaédé i =1,...,n > 2, pak (1)

aed;

je p4-rozklad. !

Dikaz. Necht tedy plati a;0,a; pro ¢ = 1,...,n > 2. Necht plati (1). -
Tedy ¢ ~p = (@, ~P) v (a; ~p). Nechtd = V a,, kde a,e4;c A. Jest

aged,’

cAp~d=I[@a ~p)v (a, ~p)] ~d. Pro pravou stranu této rovnice platf
podle modularity: [(@, ~ p) v (@, ~AP)] ~d = (a; ~ D)~V (@, ~p ~d).

Z modularity plyne déle,Zed ~ a@; = V a,, kde 43 vznikne z 4;0debranim

apedy” ’
prvku a,. Pro levou stranu uvazované rovnice platic A p ~d = p ~ d, nebot
¢ > d.Mame vysledek:d ~Ap = (@, Ap) v ( V a, ~p),kded =a,v V a,.
ared,” Gred,”

Protoze oznadeni indexy 1, 2 neomezuje obecnost, je tim véta dokdzéna.
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Lemma 8. Existuje svaz, v némé o, nent typu I (typu II).

Dikaz. Dan svaz s diagramem na obr. 6. Pro libovolné t¥i prvky tohgt,
svazu platf distributivnf zdkony, tedy ¢ = b, > by, b, = a, v @, jsou 04-roz.
klady (vztahy b, ¢, bs, @, 0, @, jsou splnény). AvSak ¢ = a, \ a,\ b2 nenj
o4-rozklad, nebot g, < b,. Prvnf tvrzeni je tim dokézano.

Obr. 6. Obr. 7. ‘ Obr. 8.

UvaZujme nyni modularni svaz, jehoz diagram je na obr. 7. Odstranime-1i
prvek p,, zbude distributivni podsvaz; plati v ném tedy (z ~ p) v (y ~ p) =
= 2 v y) ~ p, kde p je libovolny prvek tohoto podsvazu. Z diagramu se pie-
svéddime, Ze plati také (x ~ py) v (¥ A po) = (@~ ) ~ p,. Ponévadz je x o, y,
jest tedy z o4 y.

Prvek 2’ splituje nerovnost 0 < 2" < x. Z diagramu je patrné, ze ' ~ p, =
=0, y~po=10, (@'~ y) ~Apo=po a tedy (&'~ y) A p,> (&' ~py)
v (y ~ p,).Neplati tedy 2’ o, y. Druhé tvrzeni je dokazano.

Pozndmka. Existuji-li p,-rozklady (5a), (5b), pak plati rovnice (6a), (6b).
Dikaz provedeme na zakladé rovnic (12) obdobné jako dilkaz theorému 7.
Je-li g, typu II, pak plati x o, ¥y = g5 y. Diikaz je ziejmy, nebot je « ~
Ay =0. . " .

Dokéazeme jesté jednu existenéni vétu: ,

Theorém 9. Existuje relace g takovd, Ze aékoliv plati a; o a; pro kafdé © =
=1,...,n > 2, pfesto (1) neni g-rozkladem. '

Dikaz. Dén koneény distributivni svaz, jeho# diagram je na obr. 8, Ozna-
¢ime symbolem d(z) dimensi prvku . '

Relaci ¢ definujme takto: z ¢ y <> ¢, y, |d(2) — d(y)] = 1.

- Tato relace je symetricka. Plati a; o @; pro ¢ = 1, 2, 3. Aviak d(a,) = d(a;),
a tedy @, non g a;. Tedy a, v a, \ a; neni g-rozklad. Véta je dokdzéna.
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Dodatek

O nezjemné&nych Zassenhausovych Fet&zcich

Véta 1. Méjme v moduldrnim svazu S Fetézce

(la) e =ay>a;, > ... >a, =b,

(1b) a =by>b;, > ... > b, =b.
Zassenhausova konstrukce, provedend na (1a), (1b) neddvd vlasini zjemnént, kdy#

a jen kdy? existuje permutace v &isel 0,1, ..., n — 1 tak, Ze plati

(2,1) a; ~ b‘r(i)+1 = Qgpr N b'r(i)?
(2,2) @,V brys1 = @41V by Pro s =0,1,...,n — 1.
Dikaz. Necht Zassenhausova konstrukce neposkytuje vlastniho zjemnéni.

Pak z [4], (véta 1.2, 1.6, 1.7) plyne existence permutace t takové, Ze
i@ 4y ~ F N bi/aiiq ~ biis < bi/bis1
@i[@; 41 < @i~ bifagy by ~ b;[b;41
kde j = 7(¢), #=0,1,...,n — 1.
Odtud a z [5], (véta 2.8 a véta k ni dualni) plyne (2,1), (2,2).
Necht naopak plati (2,1), (2,2). Pak a; ., = a4, v (a; ~ b)) = a; ~

A (@41~ Do) = a; podle (2,2) & @; r(sy41 = Gyp1 Vv (@ A bryy41) = @4, podle
(2,1), takze Zassenhausova konstrukce nezjemni fetézec (1a), a tudiz ani (1b).

Véta 2. Ve vété 1 jest 7(1) =n —1 + 1 (pro 1 =0,1,...,n — 1), prdvé
kdy% misto rovnic (2,1), (2,2) plati rovnice

(3,1) @y43 ANbpyy =b,
(3,2) @yyy~Vbpy s =aproi=01.:,n—1.
Dukaz. Je-li 7(z) =n — 7 — 1, pak (3,1), (3,2) dokdZeme z (2,1), (2,2)

snadno uplnou indukef podle <.

Plati-li (3,1), (3,2), platii (2,1), (2,2) pro z(1) =n — ¢ — 1.

Véta 3. Necht S’ je podsvaz, vytvoreny v moduldrnim svazu S Fetézci (la),
(1b). 8" je koneénd Booleova algebra délky n, pravé kdyt plati rovnice (3,1),

(3,2).
Dukaz. a) Z [1], (véta 5, str. 72) vyplyva, Zze S8’ je koneény distributivn{

podsvaz v 8.
Necht plati rovnice (3,1), (3,2). Z téchto rovnic a z modularity plyne

1
V(@5 A bp_jy) = byiy,
§=0
(3
(.\=/0 (@5~ b j1)) A (Bipy AN bpig) = bpojg A By Al g =

=gy ANbpiy = b.
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—1
Podle theorému 5 jest rozklad ”\/ (@; ~ b,_;_;) pgrozklad. Z pfedchoziho a

i=0
z rovnice (3,2) snadno plyne, %e je to rozklad prvku a.

Z pfedchoziho plyne, Ze prvky a; A b,_;_, jsou generatory svazu 8’. Tedy
podle disledku z theorému 4 je S’ Booleovou algebrou délky n.

b) Pfedpokladejme, %e S’ je Booleova algebra délky = a Ze (1a), (1b) jsou
jeif vytvoFujici fetézce. Snadno dokdZeme toto tvrzeni: Lze uréit pofadi
Cy,..., Cpatomiiz 8" tak,Zea; = ¢,V 6y ...V Cpyy by = Ciyy V Cipa V...V O,
pro s =1,...,n — 1. Z tohoto tvrzeni ihned plyne platnost rovnic (3,1),
(3,2).

Nakonec provedeme dvé jednoduché aplikace. V modularnim svazu s pod-
minkou pro klesajici Fetézce budte dany p-rozklady

(4v) u =19, vV, v...Vv,,
(4w) u =w, vw,~v...vw,,
kde v¥ecky slozky jsou g-nerozloZitelné a kde plati bud ¢ = g, nebo g = g,.
Pak lze sestrojit fetézce
(BY) U > Vv . VU SV VU D> L S0, W Y,
(BW) > WV ooV Wy > WV eV Weg > .. > W W VD,

Protoze plati KuroSova-Oreova, resp. Oreova véta o nahradé (viz [1], str.
93 —95), l1ze pfi vhodném oéislovani sestrojit p-rozklady

6) u=w,~v...vWyvVV...vo, prot=1,...,r— 1

Plati-li o = p,, pak z theovému 4 plyne (w, v ...~ W) A (V4 V... v v,) = 0
pro kazdé ¢ = 1,...,r — 1. Podminky véty 2 jsou tedy splnény a muZeme
vyslovit tuto vétu:

Véta 4. Jsou-li p,-rozklady (61) odvozeny z g,-rozklada (4v), (4w) s p,-nerozlo-

Zitelnyms slofkami, pak Zdssenhausova konstrukce, provedend na (5v), (5w), ne-
ddvd vlasing zjemnéni.

V dal$im budeme jesté vySetfovat relaci p,.

Vé&ta 5. Necht o,-rozklady (61) jsou odvozeny z o,-rozklads (4v), (4w) s p,-ne-
rozloZitelngmi slofkami a necht

a) plati pro katdé ¢ = 1,...,r —1

(T3) (Wy v oo v W) A (Vg VooV 0,) = Wy A,
Pak Zassenhausova konstrukce, uéitd na (5v), (5w), neposkytuje vlastni zjem-
nénd.

b) Zassenhausova konstrukce, provedend na (5v), (bw) neddvd viastni zjem-
néni. Pak plati rovnice (10¢) pro katdéi = 1,...,r — 1.

Dikaz. Ptipad a) je zfejmy. Obratme se tedy k piipadu b). Z rovnice
(6,1) plyne z(1) = r — 1. Z rovnic (9, 2), ..., (9, r — 1) plyne z(3) < r — 1.
Kdyby platilo 7(5) <7 —1, pak v;~ ...v 0, S Wy ooV Wy i)V Vi oen
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vo,atedybud o, Sw v v w,_ v v vy (prot =1, ... r —
— 1), coZ odporuje tomu, Ze (6:) je g,-rozklad anebo v, < w; v ... v w,_r,,
coZ odporuje tomu, Ze (9, r — 1) je g,-rozklad. Tedy plati z(¢) = r — 5 pro
kazdés =1, ..., r.
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Peswome.

PA3JIOKEHUA 3JEMEHTOB CTPYKTYPHI C YCIIOBUEM
MUHUMAJIBHOCTH

Bannas I'aBex (Véaclav Havel), IIpara.

(ITocrynmuao B pegakmuio 16. III. 1954 r.)

B pabote ompepesAeTcA cuMMeTpuIecKoe OMHApHOE OTHOLICHMe @ JIJIA dJle-
MEHTOB JaHHON CTPYKTYpH ¢ yciaoBueM MmuuuMaibHocTd. Coenunenne

G~ ay . a, (n>1)
HasHIBAaeTCA Q-PasioeHueM, ecian

a;0(a, ~ G, N )
CIpaBeIINBO A Kaskmoro ¢ = 1, 2, ..., » ¥ A Kaxgoro Habopa B3aMMHO
PaBIMYHKIX MHAEKCOB Ky, kg, ..., k;u3 {1,2, ...,¢ — 1,9+ 1, ..., n}.

Mut nosryaum co6cmeerHbie -Pa3fioHceHus, ecan 6yeT BHIIOJHATLCA yCI0BUe
oY <> % non% Y,
npAMbE O-DA3NONCEHUS, ecT Byner
zgy<:>mnon%y, x~Ay=0,
U CUAbHYIE O-PA3NONCEHUS, €CIH
moy <>znon=y, (@vpP AV =p

A BCAKOIO P M3 JAHHON CTPYKTYPHL.
B pabote msyqalorcs obuine ceoiicTBa -pasiokeHuit U CBA3M MeKAY TpeMA
CBEpPXY OIpe/leJeHHEME CHEeaJbHEMU THIIAMM Q@-DPAaBJIOKEHRI.
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Summary.

THE DECOMPOSITIONS OF ELEMENTS OF THE LATTICE
WITH MINIMAL CONDITION
- VACLAV HAVEL, Praha.
(Received March 16, 1954.)
In the preceding paper a symmetrical binar relation p between the elements
of a given lattice with minimal condition is introduced. The join a, v a, v
v ...~ a,(n > 1)iscalled g-decomposition, if a; ¢ (ax,  ax, v ... v @) holds

for every ¢ = 1,...,n and for every choice of the various k,, ..., k; from
{1, ..,t—Li¢+1,...,n}

We obtain the proper decompositions for [z o y <> nonis y], the direct
decompositions for [z o y <>2 non% Y, * ~ y = 0], the strong decompositions

for[z oy <=z non% Y, (&~ p) ~ (y ~ p) = p for every p of a given lattice].

In the paper some general properties of the g-decompositions and some
connections between the special types of p-decompositions are investigated.
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