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Necht funkce ¢(g), definované pro ptirozens &isla ¢, je nezédporné a necht funkce ¢ @(q)
neroste. Definujme mnoZinu ¥ (¢): &islo z, 0 < x < 1 pat¥i do mnoZiny Y (¢) existuje-li
ptirozensé &islo n takové, Ze x nepfipousti aproximaci g(ng). Vétu 1 lze struéné zapsat:

(B0 = Y(EIE) .
Lze dokézati, ¥ platf
Véta 4. K dané funkci ¢(q) existuje mnoina B(p(q)) C BO) tak, Ze platt
«(B(p(g))) = Y(9) -

Podobné problémy lze formulovat pro vicerozmérny p¥ipad. V tomto sméru jsem pouze
dokézal, Ze plati v&ta obdobné k v&ts 1.
Jaroslav Kurzweil, Praha.

NAV§'I:EVA PROF. KALMARA V PRAZE; REFERAT O JEHO PREDNASCE

Dne 25. XI, 1954 navstivil Prahu na névratu z NDR ¢len-korespondent Madarské
Akademie véd, profesor university v Szegedu, LAszLo KALMAR, jeden z pfednich soudas-
nych predstavitel a znalett matematické logiky a theorie zakladi matematiky.

Profesor Kalmér prednesl veCer v matematickém ustavu matem.-fys. fakulty KU pied-
nasku na thema Klasifikace spojitych funkct ma Baireové prostoru (irracionélnich &isel
z intervalu (0, 1)).

Drive, neZ podame referit o vlastnim obsahu pfednasky, bude dobfe objasnit, jak sou-
visi toto ryze matematické thema (vlastné patiici do theorie redlnych funkei) s otdzkami
matematické logiky.

Jak je dobie znémo, Baireuv prostor irraciondlnich &isel z intervalu (0, 1) je topologicky
ekvivaleritni (homeomorfni) s kartézskym soudinem spocetnd mnoha diskretnich pro-
stort celych kladnych &isel. (Homeomorfismus mo¥no nejlépe udat pomoci rozvoje irracio-
nélniho é&isla v nekoneény retézovy zlomek.) — Je-li x = {x,}3; libovolny bod Baireova
prostoru B (nadéle jiZ povaZovaného za prostor posloupnosti celych kladnych &isel) a je-li f
libovolné zobrazeni B do B, pak f(z) = {y;}7, je vlastné posloupnosti f;(z) =y; (j =
=1, 2,...) zobrazeni prostoru B do diskretniho prostoru N celych kladnych &isel. Na
misto tvofeni ,,sloZek® f,(x) daného zobrazeni f miZeme piibrat index j jako argument
na prvni misto uréitého zobrazeni @ prostoru B do N, které pak representuje vzajemné
jednoznaénym zpusobem puvodni zobrazeni f prostoru B do B takto:

D(1, 2y, Xy, ...) =Yy »
D2, zy, Ty, ...) = Yy

(Z¥ejm¥ také obrécend kaZidé zobrazeni @ prostoru B do N predstavuje takto jediné
zobrazeni f prostoru B do B, jestliZe definujeme ,,slozky‘‘ y,, ¥, ... hodnot obrazu v zob-
razeni f jako hodnoty ®({x,}7.,) pro #; = 1, 2, ...). Lze tedy redukovat theorii zobrazeni
prostoru B do B v tomto smyslu na theorii zobrazeni prostoru B do N.

Tak na pi. je snadno vid&t, e zobrazeni f prostoru B do B je spojité tehdy a jen tehdy,

je-li piislusné (,,representujici‘‘) zobrazeni @ prostoru B do N spojité.

Zobrazeni @ prostoru B do N se nékdy nazyvaji ,,aritmetickymi funkciondlami‘‘, nebot
»argument‘‘ probihé ,,aritmetické funkce* ¢(i) = z; (o argumentech a hodnotéch celo-
&iselnych), hodnotou funkcionély je op&t pfirozené &islo P(p).
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V t. zv. konstruktivni aritmetice, slou#ici k aritmetisaci formalisovanych axiomatickych
systému v theorii zdkladi matematiky, se viak — zhruba feteno — uvaZuji jen takové
aritmetické funkce @, u kterych hodnotu moZno jistym mechanisovatelnym algoritmem ke
kazdé ciferné dané hodnoté argumentu po koneéné mnoha krocich ciferné udat. (T. zv.
obecn& rekurentni funkce.) Z aritmetickych funkecionédl pak prfichézeji v konstruktivni
aritmetice matematické logiky v tivahu jen takové ,,konstruktivni‘‘ funkciondly, u nich#
lze podobné jiZ po konedné mnoha krocich udat k dané funkei hodnotu funkeciondly. Zcela
uspokojivou precisaci tohoto pojmu dosud neméme. Jeden ze zplisobl precisace pojmu
konstruktivni funkciondly je dan prav¥ takto (Kalmér):

Nazveme aritmetickou funkciondlu @(p) = D({x;}7.,) konstruktivni tehdy, jestliZe jeji
hodnota je uddna pro kaidou aritmetickou funkci ¢ vidy znalostt ji jistého koneéného pottu
hodnot dané funkce @, t. j. D({x;}7.,) zdvist vidy jen na koneéném poltu élends posloupnosts
{2;)7, — pFi demZ tento polet potFebnyjch hodnot (Elendt) sdm zdvist obecné na funkci ¢ (na
posloupnosti {x;}7.,)-

AvSak tento poZadavek neznamend — jak snadno nahlédneme — nic jiného, ne% Ze
zobrazeni @ prostoru B do N jespojité. Nebot pravé a jen tenkrate je zarudeno, Ze
D(x) = P(y), jakmile jen se x = {«;}72, shoduje s y = {y;}7; skoro ve viech &lenech.

Tim je — alespori zhruba — ozfejména souvislost thematu pfedndsky s matematickou
logikou. Kalmarova klasifikace spojitych zobrazeni prostoru B do N je klasifikaci ve
vytéeném smyslu konstruktivnich aritmetickych funkcionél, neboli aritmetickych funkei
spocetné nekonedné mnoha ptirozenych argumenti, které v kazdém misté zévisi jen od
koneéné mnoha z nich. Takovych funkcionél je ovSem mohutnost kontinua — na rozdil od
spotetného poétu obecnd rekurentnich funkei, coZ p¥indsi s sebou fadu velmi obtfZnych
problému prFi aplikaci tohoto pojmu v matematické logice, které pochopitelné v kratké
prednésce prof. Kalmér nerozvadél. S hlediska theorie redlnych funkei je tu v8ak kon-
kretni matematicky resultét: konstruktivni klasifikace spojitych zobrazeni Baireova
prostoru do sebe sama, kteréd je analogické Baireové klasifikace nespojitych, postupnymi
limitnimi pFechody ziskanych oby¢ejnych funkei (jedné) reélné proménné. (Vztah obou
klasifikaci osvétlime v zdvéreéné poznémce.)

A nyni k vlastnimu obsahu prednasky.

UvaZme nejprve jednoduché piiklady spojitych zobrazeni @ prostoru B do N.

Jisté nejen funkce z; + z, + ... + 2, (s pevnym n), ale i zobrazeni @(x) = D({z,}7,) =
=x; + @, + ... + @y, jo takovym zobrazenim; v druhém piikladé k udéni toho, kolik
8lentt dané argumentové posloupnosti je t¥eba k uréeni hodnoty zobrazeni @, staéi znit-
prvni ¢élen argumentové posloupnosti. Je-li vSak obecnéji na pi. @ jiZ dané spojité zobra-
zeni B do N, pak i

Ty + Xyt e+ Xy g
je takové zobrazeni, nebot abychom mohli udat v pevném misté x jeho hodnotu, staci
nejprve uréit hodnotu @(z) na zékladsé znalosti koneéného poétu élent dané posloupnosti
x = {®;}7., a tak urdit pocet Elent (téZe) argumentové posloupnosti , které méme sedist..
— Na podobném postupném komplikovani takového vytvéfeni spojitych zobrazeni B do-
N, od konstant vychézeje, je zaloZena myslenka Kalmérovy klasifikace.

K tomu cili definuje Kalmér termin ,,r-té specialisace @, (x) spojitého zobrazeni @ pro--

storu B do N uZ naznatenym zpusobem takto:
D (Tgs ooy Ty o0e) = D(T, Tgy vvy Xy, ...) 8 PEVRYM PFirOzZENYM T |
Do tftdy K, klade pak konstanty.
Jsou-li jiZ definovdny vSechny ttidy K (kde 8 je ordinalni &islo) s # men&im, neZ pevns:
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dané ordinélni &islo &, pak do t¥fdy K, klade ta zobrazeni B do N, jejichZ kaZd4 specialisa-
ce patif do n8které z ttid Ky8 f < o.
Ukazuje pak:
1. Platt
K,c K,c K,c...cK,C...

pro véechna spoletnd ordeéndini «, kdefto K, = K, ., = ... pro ka%dé « nespoéetné.

2. Sjednocent véech K, obsahuje jen spojitd zobrazent @ prostoru B do N — a to véechna .
takovd zobrazend.

Tak do K, patif ziejmé zobrazeni ®(x,, z,, ...), fakticky zavislé jen na x,, do K, zobra-
zeni @ fakticky zavisl4 jen na x, a x, atd.; do K, patii vSechna zobrazeni @ takové, Ze po
fixaci prvnfho argumentu vznikne jiZ zobrazeni zévislé jen na pevném poétu n argumentt
(8lent posloupnosti); (pro kazdou fixaci obecnd je ovSem 7 jiné) — atp.

Profesor Kalmér se je3t§ v zdvéru zminil o tom, %e lze udat jistou normélni formu vy-
jadreni spojitych zobrazeni @ prostoru B do N — a uvedl v té souvislosti jisty problém,
ktery si vSak referent bohuZel nepoznamenal a nedovedl by ho jiZ v&rn& reprodukovat.

Piednéska byla pronesena v némeckém jazyce, Zivou a jasnou formou a vzbudila oprav-
nény zajem i diskusi. Jest jen litovati, Ze kolidovala s plenarnim zaseddnim Akademie a %e
ji v tomtéZ tydnu predchézely dvé jiné matematické prednasky na té%e pads, takze navsts-
va byla slaba.

O diskusi by si referent dovolil nésledujici poznamky: Na dotaz referenttiv, jak by se
uvedens klasifikace spojitych zobrazeni prostoru B do N modifikovala, kdyby se zobrazeni
z tiid s konednymi indexy podrobila restrikei, aby tato zobrazeni byla obecnd rekurentnimi
funkcemi stéle vétSiho a v&tSiho poétu argumentti, ukéazal prof. Kalmar toto:

Z potatku bychom obdr¥eli uZdi (a spotetné) ttidy K, Kj, ..., ale po o? krocich se
situace vyrovné, a je pak jit K s = K, Kl2,, = K1, q, ...

Mo#no tedy skutetn& spojitéd zobrazeni Baireova prostoru do pfirozenych &isel povaZo-
vat za snad nejbliZsi, v jistém volném smyslu slova jest& ,,konstruktivni‘‘ rozsifeni pojmu
obecnd& rekurentni funkce. (To mé4 — jak se ukézalo — jisty vyznam v rekurentni (kon-
struktivni) analysi.)

K otézce, vznesené Dr SpadkeM, jak souvisi Kalmérova klasifikace se znaémym pro-
cesem Baireovy klasifikace nespojitych funkei (kterd nebyla na mist& pln§ objasnéna pro
nedostatek ¢asu) by si referent dovolil Fici: Bairetiv proces postupného limitniho vytva-
feni Baireovych funkef (re4lné proménné) davé, byv aplikovan na spojitd zobrazeni @
prostoru B do N (na rozdil od Kalmérova procesu), t¥idy stéle sloZit8jS§ich nespoji-
tych zobrazeni.

Mo#no viak Kalméruv proces aplikovat uvniti kazdé Baireovy tiidy zobra-
zeni. Zdé se, %e tak obdrifme rozloZeni Baireovych tifid na podtiidy, které jsou
paralelni LAVRENTEVOVYM t. zv. malym tfiddm Borelovskych mnoZin. Pokud za-
stavame ve tiid§ spojitych zobrazeni, jde v Kalmérovs klasifikaci vlastnd o vystiZeni
postupného ,,zhorSovéni stejnomérnosti spojitosti.« — Tyto otdzky by mély byt zkou-
mény.

Lad. Rieger, Praha.
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