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jeho rozpodet byl vyrovnén a pfitom je s to zajistit vydani dostatedného podtu védeckych
monografif za pom&rng nizkou cenu.

Na dotaz prof. Vy¢icHLA, informoval s. Rybkin pfitomné o metodéich prace redakce
dasopisu Referativnyj furnal.

Obsirny a pouény referat G. F. Rybkina i jeho cenné vysvétleni, kterd podal na dotazy
pirednesené v diskusi, byly vemi pfitomnymi vyslechnuty s velikym zéjmem a odménény
Zivym potleskem. ‘ O. Vejvoda, Praha.

O METRICKE TEORI CISEL

(Referat o ptednéSce JarRosLAVA KURZWEILA, prednesené v matematické obci pra¥ské
dne 22. listopadu 1954.)

V prednéice jsem mluvil o vysledcich, které souviseji s timto problémem formulovanym
H. STEINHAUSEM:
Necht B(® je mno¥ina obsahujici viechny posloupnosti {b,},=; sphiiujici podminky

@
(1) by =0, (2) by =bgsy (3) by = co.
g=1

1
Necht K je kru¥nice v roving (&, n) o poloméru o se stfedem v pocatku. Je-li x redlné
T
4islo, necht [z] je bod o soufadnicich

1 1
5:-2-1—‘:00821:1:, n =E—tsin21rx.

Jsou-li a, b redlné &fsla, a < b, necht interval I[a, b] je mnoZina takovych bodu [z], Ze je
a < z < b. Na kruZnici K je ziejmym zpusobem definovéna linedrni Lebesgueova mira u
tak, Ze je u(K) = 1. H. Steinhaus poloZil tuto otédzku:

Md ka%dé rediné éislo x tu vlastnost, Ze zvolime-li libovolnou posloupnost {b,} e B(®), skoro
kazdy bod na kruznici K patft do nekoneéné mnoho intervalis I[qr — by, gx + byl, ¢ = 1, 2,
3,...7

Abychom tuto otédzku zodpovédéli, pfipomeneme jednu definici z theorie diofautic-
kych aproximaci.

Necht nezdpornd funkce @(q) je definovand pro pFirozend q. Rikdme, e redlné &islo x pFi-
poustt aproximact @, jestlize ke katdému Q existuji celd éisla p, q, ¢ > Q tak, Ze platt ne-
rovnost

x-gl < 9(q) -
p

1
Jak znémo, kaZdé é&islo « pFipousti aproximaci — @ CHINCIN dokézal tuto vétu:
q

(-]
Necht funkce g* p(q) monotonné klesd. Jestlite fada X q p(q) konverguje, potom mnoZina
g=1

[+ o]
téch redlngjch &isel z, kterd pFipoustéji aproximaci g, md miru 0. Jestlize fada X q @(g) diver-
. g=1
guje, potom mno¥ina téch redingch &isel x z intervalu <0, 1), kterd pFipoustéji aproximacs g,
md miru 1. ’ '

Nyni je moZno otézku H. Steinhause zodpovédét touto vétou:
Vita 1. Cislo 2 md tu viastnost, %e at zvolime libovolnou posloupnost { by} € B, skoro kaZdy
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bod na K patfi do nekoneéné mnoho intervalis I[gr — by, gx + by], ¢ = 1,2, 3, ... prdvé
1

tehdy, existuje-li takové &islo d > 0, Ze &islo x nepfipoudti aproximact T&_—)i .
q

Abychom usnadnili formulaci dalSich vysledk®, zavedeme tato oznadeni:

Necht B je neprazdnd podmnoZina mnoZiny B(®. Realné &islo x, 0 < z < 1 pat#i do
mnoZiny «(B), jestlie pro kaZdou posloupnost {b,} ¢ B mnoZina téch bodi na K, které
patii do nekoneén$ mnoha intervalt I[gx — by qx + by] mé miru 1.

Z Chindinovy véty a z véty 1 snadno vyplyvé, Ze mnoZina «(B(®) mé miru 0.

Necht nyni mnoZina B obsahuje jediny element {b,} mnoZiny Bi®); potom plati

V&ta 2. MnoZina x({b,}) md miru 1.

Oznaéme

A=E[0<z <1,0<y <1, existuje nekoneéné mnoho paru celych &isel p, g,
zy
g > 0 tak, Ze plati [gx —y — p| < b,]
pro pevnd zvolenou posloupnost {b,} e B,

Necht A@-) (4(-¥)) znamen4d Fez mnoZiny A, ktery vznikne, zvolime-li pevn¥ soufad-
nici z (nebo y).

Véta 2 je ekvivalentni s tvrzenim, Ze Lebesgueova mira v roviné mnoZiny 4 je rovna 1,
nebot &islo = patti do mnoZiny «({b,}) pravé tehdy, jestlize (linedrnf) mira mnoZiny 4(x,.)
je 1.

Oznaéme P(p) mnoZinu t&ch &isel x z intervalu <0, 1>, kterd piipoustéji aproximaci
@(q). Ziejms jo

P(¢p) = E [0 < z < 1, existuje nekoneénd mnoho part celych ¢isel p, ¢, ¢ > 0 tak,

x

Ze plati gz — p| < q p(q)]

4%=MM
q

Chingdinova v&ta Fik4, %e ez A(-»9) mnoZiny A mé miru 1, jestliZe je {b,} ¢ B(®) a jestliZe
posloupnost gb, neroste.
Z véty 2 plyne jestd dosti snadno tento dusledek:
Zvolme {by} € BO a polozme
D=E[—® <u< 0, —o0w <v < 0, existuje nekoneéné mnoho celych &isel
u,»
P, q, q > 0 tak, %e platt |[qu + pv — 1| < b,] .
Potom mno¥ina téch bodd, v roviné, které nepatii do mno¥iny D, md miru 0.
Budi¥ 0 < # < 1. Necht B®#) je mno¥ina obsahujici v8echny posloupnosti {b,}, které
spliiuji podminky
-]
(1) b =0, (2) ¢#b, > (g + 1)fby,,, (3) Tb, = oo.
g-1

Je-li 0 < B; < B3 <1, pak je BB) 5 BB, x(B®#Y) c «(BBY).
Plati

Véta 3. Je-li 0 < B < 1, je «(B)® = «(B)®.

Mnoina a(BM) md miru 1.

Z vty 3 speciélnd plyne, ¥e mno¥ina o(B®), 0 < B < 1, mé miru 0.
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Necht funkce ¢(g), definované pro ptirozens &isla ¢, je nezédporné a necht funkce ¢ @(q)
neroste. Definujme mnoZinu ¥ (¢): &islo z, 0 < x < 1 pat¥i do mnoZiny Y (¢) existuje-li
ptirozensé &islo n takové, Ze x nepfipousti aproximaci g(ng). Vétu 1 lze struéné zapsat:

(B0 = Y(EIE) .
Lze dokézati, ¥ platf
Véta 4. K dané funkci ¢(q) existuje mnoina B(p(q)) C BO) tak, Ze platt
«(B(p(g))) = Y(9) -

Podobné problémy lze formulovat pro vicerozmérny p¥ipad. V tomto sméru jsem pouze
dokézal, Ze plati v&ta obdobné k v&ts 1.
Jaroslav Kurzweil, Praha.

NAV§'I:EVA PROF. KALMARA V PRAZE; REFERAT O JEHO PREDNASCE

Dne 25. XI, 1954 navstivil Prahu na névratu z NDR ¢len-korespondent Madarské
Akademie véd, profesor university v Szegedu, LAszLo KALMAR, jeden z pfednich soudas-
nych predstavitelt a znalett matematické logiky a theorie zakladi matematiky.

Profesor Kalmér pirednesl veCer v matematickém ustavu matem.-fys. fakulty KU pied-
nasku na thema Klasifikace spojitych funkct ma Baireové prostoru (irracionélnich &isel
z intervalu (0, 1)).

Drive, neZ podame referit o vlastnim obsahu pfedndsky, bude dobfe objasnit, jak sou-
visi toto ryze matematické thema (vlastné patiici do theorie redlnych funkei) s otdzkami
matematické logiky.

Jak je dobie znémo, Baireuv prostor irraciondlnich &isel z intervalu (0, 1) je topologicky
ekvivaleritni (homeomorfni) s kartézskym soudinem spocetnd mnoha diskretnich pro-
storu celych kladnych &isel. (Homeomorfismus mo#no nejlépe udat pomoci rozvoje irracio-
nélniho é&isla v nekoneény retézovy zlomek.) — Je-li x = {«,}3; libovolny bod Baireova
prostoru B (nadéle jiZ povaZovaného za prostor posloupnosti celych kladnych &isel) a je-li f
libovolné zobrazeni B do B, pak f(z) = {y;}7, je vlastné posloupnosti f;(z) =y; (j =
=1, 2,...) zobrazeni prostoru B do diskretniho prostoru N celych kladnych &isel. Na
misto tvofeni ,,sloZek® f,(x) daného zobrazeni f miZeme piibrat index j jako argument
na prvni misto uréitého zobrazeni @ prostoru B do N, které pak representuje vzajemné
jednoznaénym zpusobem puvodni zobrazeni f prostoru B do B takto:

D(1, 2y, Xy, ...) =Yy »
D2, zy, Ty, ...) = Yy

(Ztejm¥ také obrécend kaZidé zobrazeni @ prostoru B do N predstavuje takto jediné
zobrazeni f prostoru B do B, jestliZe definujeme ,,slozky‘‘ y,, ¥, ... hodnot obrazu v zob-
razeni f jako hodnoty ®({x,}7.,) pro ; = 1, 2, ...). Lze tedy redukovat theorii zobrazeni
prostoru B do B v tomto smyslu na theorii zobrazeni prostoru B do N.

Tak na pi. je snadno vid&t, e zobrazeni f prostoru B do B je spojité tehdy a jen tehdy,

je-li piislusné (,,representujici‘‘) zobrazeni @ prostoru B do N spojité.

Zobrazeni @ prostoru B do N se nékdy nazyvaji ,,aritmetickyms funkciondlami‘‘, nebot
»argument‘‘ probihé ,,aritmetické funkce* ¢(i) = z; (o argumentech a hodnotéch celo-
&iselnych), hodnotou funkcionély je op&t pfirozené &islo P(p).
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