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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky tstav CSAV
SVAZEK 79 # PRAHA, 30. XIl. 1954 % CISLO 4

CLANKY

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(prvni &ast)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doklo dne 25. listopadu 1953.) - DT 513.821.2

V této prvni &asti prace, kterd u¥ivé barycentrickych soufadnic ke
studiu simplext v E,, jsou jednak studovany geometrické vlastnosti
simplext (jejich existence a unicita a% na shodnost p¥i danych veli-
kostech hran nebo vnitinich ihll), jednak jsou uvedeny vzorce v bary-
centrickych soufadnicich, kterych bude tfeba v dal§ich astech. Mimo to
jsou uvedeny vty o minimalnim podtu ostrych vnit¥nich vihld, jejich
rozlo¥en{ v simplexu, a definuje se pojem pravotihlého simplexu.

1. Uvod. Eukleidovskym m-rozmérnym prostorem E,, kde n je ptirozené
&slo, rozumime metricky prostor, isometricky s prostorem E vSech uspofa-
danych n-tic redlnych &sel (prvkim prostoru ¥ikdme body a znadime je velkymi
latinskymi pismeny) tvaru 4 = (a,, @y, ..., a,), se vzdilenosti definovanou
vztahem

o(4, B) = /(b — @yt + (b — a2f + .+ (b — @, (L1

Budeme déle uzivat pojmid pifmka, nadrovina, m-rozmérny linedrni pod-
prostor, Ghel, koule a j., zavadénych v udebnicich geometrie (na p¥. E. CrcH,
Zaklady analytické geometrie, zkracené AG). -

Simplexem v E, rozumime utvar sloZeny z n + 1 linedrn& hezévislych boda
v B, (t. j. bodu, které nelézi v nadroving), kterym fikame vrcholy simplexu,.
a pro n > 1 ze vSech m-rozmérnych linedrnich prostort, 0 <m < n—1,
spojujicich vidy m -+ 1 z téchto bodd; témto linedrnim prostortim fikdme pro
m = 1 hrany simplexu, pro m = n — 1 (a n > 2) stény simplexu. ‘

2. Barycentrické souiadnice; vyjiddiFeni vzdilenosti v té&chto souFadnicich.
Shodnost simplext. Necht v E, je dino n 4 1 linedrné nezavislych bodi
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0,,0,, ..., 0,,,, jejich% vzdjemné vzdilenosti oznadme V;; t. j.pros,j =1,
...,n + 1 plati

e; = [0(0;, 0))F . (2,1)

Necht v pevné zvoleném £}, isometrickém s £,, majf body OF, odpovida-

" jiof boddm O, tvar OF — (@, 4y, ..., @) Proi — 1,2, ... n | 1, takie

- oo S
eis = (@ — @)% + (B — @ + ... + (@n — @)% (2,2)

Vzhledem k linedrni nezavislosti bodi O; plati, Ze matice

1 1 1
a, Ay ..., Gy, 1
2 2 2
A @, G, s @y, 1
Aflnil ongl
@y, Gy, ..., Gy, 1
je regularni. Definujme ti,,H =1pro+1=1,2...,n + 1, takie lze psit
A= ”‘;’k”’ t,k=1,.,n + 1. Oznadme jests a',. doplnék prvku &,- v matici 4.
Potom plat{
n+1,. i n+1i k
2, ity = ayx; = |A]. 0i . (2,3)
=1 i=1
kde |4| je determinant matice A, takze ]
4] + 0, (2.4)
Opros + k. . .
ady = 1proi =k je Kroneckerovo delta, kterého budeme dasto uzivat.
Nyni budiz X bod v E,, X* = (X,, X,, ..., X,) odpovidajici mu bod v E*.
Bodu X pfitadime bod (z,, %, ..., ,,;) projektivniho prostoru P, vztahem
('L = 1, 2, cey, M + 1)
PR ST, U I (2,5)
Soustava z,, x,, ..., z,,, skuteénd neni pro zadny bod X z E, nulova (t. j.
neni z; = 2, = ... = z,,, = 0), nebot podle (2,3) je (polozime-li X,,, = 1)
n+l ¢ ntl, ;
2%= San. g, =2 tnuadi Ky = 4] 300 Xn = X, 4] = 4] # 0
n+1
Z Z; * 0. . (2’6)
i=1 ]

Obdobné se snadno zjisti, ze pro k = 1, ..., n je

n+l, : .
S ax; =|4]. X, . (2,7)
i=1
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Ponévadz Dz, = |A|, plyne z (2,6) a (2,7), Ze naopak kaidému bodu (z,,
; .

Ty, ... Tnyq) z Py, pro ktery plati (2,6), 1ze pfifadit bod X* = (X, ..., X,) pro-
storu E¥, a tedy i bod X prostoru E,, vztahem (k = 1, ..., n)

[
Z;
Xe = 553 . (2,8)
Ty
1

-, :
M+
[
'
53

+

%

Je tedy (2,5) a (2,8) jednojednoznaéné piifazeni E, (a tedy i E,) a P, — N,
n+1
oznadime-li N mnozinu téch bodi (z, Z,, --., Zn.1) z Pp, pro nd je > z; = 0.
i=1
V tomto piifazeni odpovidaji bodim O, z E,, body (8,;, 6s5, ..., 6;,,,,) 2P, — N,
linedrnim prostorim v E, linedrni prostory v P, — N.

NeZ odvodime dalsi vlastnosti tohoto pfifazeni, dokdZeme tuto vétu:

Véta 1. Necht X resp. Y jsou body v E,, a necht jim wvedenym pfitazentm odpo-
vidajt body (x,, %y, ..., Ty.1) 7€8D. (Y1, Y25 - s Yns1) © Pn— N. Potom plati, %e
Gtverec vzddlenost: boda X a Y je roven

: ._(exx) (exy) (eyy)
2 — _—
X NF = = 55wk T So sy, 2y (2.9)
éGili
1 O’ Exi: Z?/:
[0 X, V)P = e~ | 2% (exx), (exy) |, (2,9)
2SSy 2y, (eyx), (eyy)
n+1
kde (exy) = Z exY; atp. a e;; = e;; jsou ddny vztahy (2,1).
%=1

Dikaz. Jsou-li X* = (X, X,, ..., X,)resp. Y* = (Y, Y,,...,Y,) bodva,,
odpovidajici bodim X resp: Y, plati podle (2,8) a (2,2) postupng ‘

‘y - i X v n+1 z.‘;kxi E_‘;.’kyz ?
2 2 — - \22 -L— -.__..
felX, D = o8, TP =206 = Tt =2 | oo — 5

(z 1)2 zy \2 z zakxt Zym Za’kym szl -~

1

(Zx, 2( Z[Z ak — TYm] . [Z “k - ak ) 2] =

1 [ m ] 1
= 2(a;, — - . —
z(zx (Eyll i Lkz:lsm (ak ak)(ak ak) xlxjylyh



N . ; ] ‘ . -
= Sy U 5 Wy 3 (6 — 4 En +
S ‘ e . o : .

4i,k,l,m

+ 2 (@ — 31)2 Ty Ym — > (‘;k - "h)z Ty ym] =
i,5,k,l,m B,7,k,l,m
_ 1
2(Zw, )X (Zy,)*
Tim je dokadzan vztah (2,9) i (2,9').

Jiz jsme ukézali, Ze bodu O, v E, odpovida bod (1,0,...,0) v P, —N,
bodu O, bod (0, 1,0, ...,0) atd., a to nezivisle na tom, pomocl kterého E*
providime pf'ifazeni (2, 5) a (2,8). Tento vysledek zobecnime v této véteé:

Véta 2. Popsané piifazent bodd v E, a v P, — N nezdvisi na volbé E:.

- Dukaz. Nejprve dokaZeme, Ze plati tato pomocné véta:

[— (eyy)(Zx;)? + 2(exy)Zx; Zy; — (exzx)(Zy,)?] .

Bod v E, je jednoznaéng urden, vzdalenostmi od bodd O0,,7 =1, 2, ..., n + 1.
Necht totiz jsou P a @ dva body v E, takové, Zeprok =1,2,...,n + 1
plati o(P, Ox) = (@, Ox). Bodu P resp. @ necht odpovidaji v P, — N
(prostfednictvim E¥*) body (py, ..., Pn+1) TSP. (¢4, s qn+1), takze podle (2,9)

Zeap;
plati [o(P, O = -

__ _(epp) y
?Pi 2(?}’{)2’ a ‘obdobne pro Q. Z g(P,0,) =

= 0(@; Ox) Plyne pro k =1,2,...,,n + 1

zi:ez‘kpi z.eiqu'

_ (epp) % I
Zp; 2(Zp;)* 27, 2(Zq,)? '
[ [ [1 t
Niésobime-li k-tou rovnieci é%‘- a seéteme-li, dostaneme
P 3
(epp) , _(epg) _ (e99) _
(EP )? Ep, Eq, (2%)2 ’

t. j. pople (2,9) o(P, Q) = 0, takze oba body P a @ splyvaj.

Nynf snadno dokédzeme vétu 2. Necht E* a E* jsou prostory usporddanych

n-tic a nechf bodu X z E, je pomoci E} ptifazen bod (z,, ..., %py1) 2 P,—N,
pomoci E¥ bod (z,, ..., Z,,,) V prostoru P —N. Bodu v P, — N o soufadni-
cich (z,, ..., z,.,) (je totlz Zz; + 0) odpovidé v E, (pomoci E*) bod X. Z (2,9)
viak ihned plyne, e o(X,0,) = o(X,0;) pro k=1,2,.. 5 1, jestlize
o(X, O,) potitdme pomoci soutadnic v P, — N, o(X, 0,) pomoci soutadnic
v P, — N. Odtud vyplyvé, ze body X a X jsou totoZné, t. j. také body.(xy, ...,
Tpi1) & (Ty, ooy Tpyy) VP, —N resp. v P, — N maji (a% p¥ip. na faktor) tytéz
soufadnice, které tedy nezévisi na volbé E* '

-
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- Tim jsme prifadili kazdé soustavé n + 1 linedrné nezavislych bodi v E,
uréitou vyznacnou soustavu soufadnic. Tyto soufadnice se nazyvaji bary-
centrické soufadnice vzhledem k simplexu, uréenému t&mito body.

Definujme nyni, %e simpléx s vrcholy 0,,0,,...,0,,, (v tomto pofadi)
v prostoru E, je shodny se simplexem Oy, Oy,-..., O, ,, (v tomto potadi) v pro-
storu E,, existuje-li isometrické jednojednoznaéné ptitazeni boda v E, a E,
tak, ze bod@im O, odpovidajf body O; pro i = 1, 2, ..., n 4+ 1. Prostory E,, a E,
mohou oviem splyvat; protoZe jsou isometrické, 1ze to dokonce predpokladat.
Potom je ziejmé, %e shodnost dvou simplexii v E,, je relace ekvivalence, takie
mnozina vSech simplext v E, se rozpadd ve tiidy navzéjem shodnych sim-
plext.

Plati véta:

Vé&ta 3. Simplexy s vrcholy Oy, Oy, ..., 0p,q resp. 01,0, ..., 0,1 v B, jsou
shodné prdvé tehdy, plati-li (0, 0;) = 0(0;,0y) pro 4,5=1,2,....,n + 1,
t. 9., jsou-li velikosti odpovidajicich si hran*) stejné.

Dukaz. Zavedme jako v (2,1) disla e,; resp. e,

. Jsou-li simplexy shodné, plati zfejmé o(0,, O,) = ¢(0;, O), t. j. e;; = €;; pro
ij=1,2..,n+1 o

Necht obrdcens plati, e e;; = ¢;; pros,j = 1, 2, ..., n + 1. Pfifadme kaZdé-
mu bodu X z E, bod X’ v E,, timto pfedpisem: odpovidé-li bodu X bod z P, —
— N o barycentrickych soufadnicich (z, ..., ,,;) vzhledem k prvnimu sim-
plexu, pak bod X' necht je ten bod z £,, jehoZ barycentrické soufadnice vzhle-
dem k druhému simplexu jsou opét (z;, ..., Z,.,). Snadno se zjisti, Ze toto pfi-
fazeni je vzdjemng jednoznadné, a ze bodim O, odpovidajf body O;. Z (2,9) pak
plyne, Ze piifazeni zachovavéa vzdélenost, t. j., Ze je isometrické. Oba simplexy
jsou tedy shodné.

Tim jsme dokazali, Ze &isly e, (e;; = 0, e;; = e;,) je urden (aZ na simplexy
shodné) nejvyse jeden simplex. V daldi vété uvedeme nutnou a postadujici
podminku pro existenci takového simplexu, kterd ndm bude velmi uZite¢na.

' Vé&ta 4. BudiZ ddna soustava redlnyjch &isel é,.,, 1,j=12,...,n+ 1, tak, Ze
e =0, e;=¢ey;. (2,10)

Nuind a postabujict podminka, aby existoval alespori jedem stmplex v E,
s vrcholy 04,0y, ..., 0,., tak, Ze prot,j =1,2,...,n + 1

e;; = [0(0:, 0))F, (2,11)
n+l
je, aby kvadratickd forma (exx) = > e,2x; méla tuto viastnost:
. , ‘,"-1
A X O
-1je-bi > &; = 0 pro nenulovou soustavu redlnych &isel z,;, potom je (exz) < 0.
i=1

*) Velikostf hrany simplexu, spojujicfjeho vrcholy O;a0;pros % j, rozumime vzdéle-
nost bodu O; & 0.
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Dukaz. Necht pfedns v &, existuje simplex s vrcholy O,, O,, ..., 0, tak,

e plati (2,11) a nechf pro nenulovou soustavu redlnych &isel T Ta eees Priy je
n+1l

> r;=0. Zvolme v E, libovolny pevny bod P, jehoZ barycentrické soutadnice
{=1

vzhledem k danému simplexu necht jsou (py, ..., Prny1), takze Zp; + 0. Bod Q,
jehoZ barycentrické soufadnice jsou ¢, =p;+7; pro 1 =1,2,...,n + 1,
existuje (je Zg; = Zp, + 0) a je ruzny od P (kdyby ¢, = ep;, pak r, =
=(@—1)p;, z Zry=0Dby plynulo p=1, 7, =0prot =1, 2,....,n + 1,
oo% je spor). Vzdélenost o(P, Q) je tedy kladnd a podle (2,9) plati

0 <[o(P, QF = WE‘IW [— (epp) + 2(epp) + 2Aepr) —

(err)
. 2(Zpy)?°
takze vskutku (err) < 0. Uvedend podminka je tedy nutna.
Necht obricené pro kvadratickou formu (exzx) plati (2,10) a podminka véty.

Snadno se piesvédéime, Ze tato podminka je ekvivalentni s podminkou: je-li
(%y, g, ..., £,) nenulova soustava, pak plati

— (epp) — 2(epr) — (err)] = —

zz zet,n+1x QZe,,xx, >0.

i=1 1= t,j=1

Podle znamé véty z algebry*) existuje k matici M = ||§(e;ni1 + €5ne1—

— ¢;;)|| této positivnd definitni kvadratické formy regularni étvercovd matice
s redlnymi prvky 4 = |la|, 4,7 =1,2,...,n, tak, Ze M = A . A’, kde 4’ je
matice transponovand k matici 4, t. j. plati

Werwor + Cnn— ) = Saamn.  (212)
Budiz nyni E* prostor n-tic z odst. 1, isometricky s danym Z,. Oznaéme pro
1=1,2,....,n 0* body (@i1, Bigs o5 Bin)s OF,y bod (0,0,...,0). Je pak
[e(OF, OF, )1 = Za‘k eini1 Podle (2,12) pros <mn + 1; pro ¢,j <n + 1
je dale
[0(OF, O = Z (@ — @p)? Za,k —2 Za,,‘,a,,c + Za‘,‘ =

= Cjn+1 2. ¥eini1+ Cini1—€) + €ini1 = €55

Tudi¥ pro body O; v E,, odpovidajici bodim OF v EX, plati (2,11), a pfitom
body Of, a tedy i O;, jsou linedrn¥ nezévislé, jak plyne odtud, %e determinant
|a;,| %+ 0 Je proto podminka vty 4 také postadujiei.

*) Na ptiklad Gelfand: Linedrni algebra, Praha 1953, str. 201.
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Vratime se ted ke studiu pevného simplexu v B, s vrcholy 0,, Oy, ..., 0, .
Opét definujme pro ,j = 1, 2, ..., n + 1 &isla e,; vztahy (2,1), déle definujme
oo =0, ey ==6p=1 (2,13)

proi = 1,2,...,n + 1 a umluvme se, Ze indexy 1, j, k, ! oznaduji séitani resp.

jiné operace mezi indexy 1, 2, ..., n + 1, indexy r, 8, ¢ mezi indexy 0, 1, 2, ...,
n + 1. Tak nfa pf. matici (kde oviem ¢;; = 0 a ¢;; = ey,)

0, 1, 1, vo 1
l) ell, elz: LR el,ni—l
J
w=]1 e €99 A T
1, €n-1710 €ni,er o Gnilnia il
budeme psit struéné u — 0, nebo u = | e,,|!
# 1, e; # T
(2

Véta 5. Matice u = |e,|| © matice u = ||e,;)| jsou reguldrni.

Dikaz. Kdyby totiZ |e,| = 0, pak by existovalo n + 2 &isel py, Py, -+, Pni1
ne vesm&s rovnych nule tak, ze Zp, = 0 (z prvého Fadku) a Ze p, + Ze,kpk— 0

pro:i=1,2,...,n 4 L Nasobemm poslednich rovnic vidy p; a seétenlm plyne
Zeikp,.pk =0, takze podle véty 4 je p; = p, = ... = P, = 0, a tedy i p, = 0,

oo je spor.
Kdyby pak |e;;| = 0, exxstovalo byn + 1 &isel py, Py, - - - Pn .1 D€ vesmés nulo-
vych tak, ze De;p; = 0pros = 1,2,...,n + 1. Je >p, = 0 (nebot (epp) = 0)

2 1

podle véty 4, takZe existuje bod P v E, tak, Ze jeho barycentrické soufadnice
jsou (p,). Aviak z (2,9) se snadno zjisti, Ze pak P splyne se viemi O; (%e totiZ
o(P,0;)=0)proi=1,2,...,n + 1, co% je spor, nebot n = 1 a body O, jsou
navzajem rizné.

Ozna¢me nyni dopliiky prvki e,, v matici u = He,,[! (t. j. determinanty
(n + 1)-ho stupné) znaky g,,, takZe na p¥. g, = |e,;|, ddle determinant matice u
znakem A, takZe podle véty 5 je

A= les| 30, go=+0. . (2,14)
Plati tedy
Dlrdst = A0, 3 (2,15)
8
podrobnéji .

: Joo + Zeikg(li =0, i (2,15a)

1
Jor + Zeugnc = Ao , : ) (2,15b)

[
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S S, . | - (2,160)

ijznam tisel g,, objasnime pozdéjl Zévérem tohoto odstavee dokaZeme
jeltd tuto pomocnou vitu:

Pro libovolnou (n + 1)-tics redingch &isel x,, x,, ..., Tp,q Platt
(exx) < 900 21: * (2,16)

a pfitom rovnost nastane pravé tehdy, je-li z; = ogo; prot = 1,...,n + 1.

Dikaz. Ze Pro x; = og,; plati (2,16) se znamenlm rovnosti, plyne z (2,15a)
a (2,150).
" Necht tedy (zy, 2, ..., Z,,1) je takové, soustava, Ze x; = pg,; neplati soudasns
pro Z4dné g; potom &isla y, = gg >, — Az, nejsou vesmés rovna nule, déle
;

Zyi = 0, takZe podle véty 4 je (eyy) < 0:
(Zm,) g F0ios — 24 Zm ze,,gmx, + A¥exx) = A*(exx) + g.,‘,A(‘Z:I:,.)2 <0,
a odtud
‘ (exx) < — %1‘5’ (Zaci)2 .
. Tim je pomocné véta dokdzéna.

- 3. Vyjéd¥eni Ghlu. Eukleidovsky prostor E, se dopliuje v geometrii v pro-
stor &, sloZeny jednak ze viech bodt E,, které se pak nazyvaji vlastni body
a mezi nimiz existuje pojem vzdélenosti ve shodé se vzdalenosti v £, jednak ze
viech sméri E,, pfifazenych tiiddm nenulovych a navzajem rovnobéinych
vektorii (nebo, coz je totéZ, t¥iddm rovnobéinych piimek). Témto smérim se
pak k4 nevlastni body E,. Mezi dvéma nevlastnimi body (&ili sméry) nebo
mezi bodem vlastnim a nevlastnim neni pojem vzdalenosti definovén, aviak
mezi dv¥ma nevlastnimi body &ili sméry je definovin pojem #hlu. Dile se
zavédi pojem orientovaného sm&ru, ktery odpovidé t¥idém nenulovych a sou-
hlasn& rovnobdinych vektori v E, (nebo tiidém souhlasné rovnobinych polo-
piimek). .

i Lze bez obtizi ukazat, Ze konstrukee doplnéni £, v E, odpovidé pro bary-
centrické soutadnice doplndni P, — N v P, t. j., %e smértm v E, odpowda]i

wdno;ednoznaéné takové homogenni nenulové (n -+ )-tlce (@1, Tas +evs Tny1)s
n+1

pro n& je > x,= 0, tedy body N. V P, jsou tedy jednak body vlastnf, které

i=1
nele#i v N, jednak body nevlastni, které lezi v N. N je nadrovina prostoru P,
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a nazyvi se nevlastni nadrovina, zatim oo ka?d4 jiné nadrovina se nazyvé,
vlastni. Déle onentovanym smérim odpovidaji kladn® homogenni nenulové

n+1
(n + 1)-tice (zy, Xy, ..., Zp,1), Prondz je Zx‘ = 0, povazujeme-li totiZ za totoZné

nenulové (n + 1)-tice (Zy, .evy Zny1) @ (yl, oy Ynia) (B = Xy, = 0), jestliZe

existuje o > 0 tak, Ze pro ¢t =1,...,n + 1 je z; = gy;. Body (zy, ..., Zn,1),
n+1

2% =0a (—a,...,— &4,,) pak odpovidaji opadnym smérim.
i=1

Jsou-li v barycentrickyeh soufadnicich 4 = (ay,...,@p.q), B= (by, ...,
b, 1) dva rizné vlastni body, pak body (uzavifené) usedky AB maji (aZ na ne-
nulovy faktor) tvar X = (x4, ..., ,.4)

Ay

b, a 4
yl — 3.1
" Za - ( 'bi Zai) , @1

1

kde 0 < 2 < 1. Body polopiimky AB (s poddtkem A) maji tvar (3,1), kde
n+1

A > 0,t.j.tvar (aZ na nenulovy faktor) x, = 2— + Apy, kde 1 >0 a Zp,

= 0 (a ne vSechna p, jsou rovna nule). Bod (p,, ..., pn,,) tedy je nevlastm, je
to (orientovany) smér polopfimky A4B.
Uhlem dvou orientovanych sméri P = (py, ..., Prns1)s @ = (§1s > Qns1)s
>pi = >q; = 0 je pak thel p, 0 < ¢ < =, pro ktery je
— (epg)
V= (epp) V— (eqq)
(pravé strana (3,2) je skuteénd v absolutni hodnot& nejvyse rovna )edné kdyby
totiz (epq)? > (eppleqq), pak body P, @ jsou rizné, takie pro bod R =
= (1«0 Tni1)s T = (ePq) P — (ePP) G Jo D7 = 0, t.j. (err) < 0 podle véty 4;
1 .
aviak je (err) = (epp)l(epp)(eqq) — (epg)®] > 0, nebot (epp) <0 a (epp).
. (eqq) — (epq)* < 0 podle piedpokladu, coZ je spor).
Uhel ¢ neorientovanych sméri P, @ je pak dén vztahy

cos @ = (3,2)

(epg)? -
(epp)(eqq)’

Odtud plyne ze sméry P= (pli ey Pn +1) a Q (qls LR Qn+1) Zpt qu

= 0, jsou kolmé pravé tehdy, je-li (epq) = 0 Lze déle ukazat Ze smér P,
n+1

kolmy k dané vlastni nadroving « o rovnici > ax; = 0 (ktery existuje a je je-
i=1

diny) mé barycentrické soufadnice

cos? @ =

0< g < 4. (3,3)

n4+1 ‘
P = Z Gii*j (3,4)

) j=1
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(podle (2,156d) je skutednd Zp,. = O)*i. Je-li obricené P = (py, ..., Pn:1)s
2> p; = 0 dany smér, pak na,dr;vina, « je kolma ke sméru P pravé tehdy, exis-
t‘uje-li re'a',lné éis.lo A tak, Ze x je (aZ na nenulovy faktor) tvaru

(epz) + 2 3 = 0 ' (3,5)
(pfitom v8echny nadroviny tvaru (3,5) existuji a jsou vlastni, nebot pro bod P

je (epp) + A 2p; = (epp) * 0).
Pondvadz tihel ¢ dvou vlastnich nadrovin « = Z"‘ x;=0af= Z,B,x =0

lze definovat jako thel k nim kolmych sméri, je po snadném vypoétu

(gxB*
costp = ———— 0L ¢ < dm, 3.6
, V= e PSR (3.6)
kde je psano strudnd (gaf) = D gix:p; atp.
i
To plyne ihned ze (3,3) a ze vztahu
(epg) = A(gxB) , - (37
kde
n+1 n+1
zgtklz y e = Zg'tkﬁz
. n+1 n+1 n+1
(je (epq) =“Z leklgtkga‘l"‘fﬂ:‘ = '121 eodidoirif; + 4 JZ 0,90 iffs = A(gxP));
AR ES 5,5l = 05,0, =1
pfitom nejsou viechna p, rovna nule, nebot podle vét o minorech adjungova-
n+1
ného determinantu mé matice ||g;|| hodnost pravé n, t. j. soustava > guz; = 0,
k=1 ’

i =1,...,n + 1-m4 (a& na faktor) jediné ¥eSeniz;, — 1, k — 1, ..., n -+ 1.

Z (3,7) déle plyne: definujeme-li
- y=-—signd, (3,8)
. n+1
potom pro kazdou vlastni nadrovinu a = > ,x; = 0 je
=1

y(gax) > 0. (3,9)

Je-li totiZ smér P = (P, ..., Pn+1) dan vztahem (3,4), potom je podle véty 4
(epp) < 0, takZe vzhledem k (2,14), (3,7) a (3,8) plati (3,9).

*) MiZeme ted najit vyznam &isel g;;. ProtoZe bod P je podle (3,4) polarnd sdruZen
s nadrovinou « (lépe se viemi sméry v «, nebot P je sdruZen i s nadrovinou Zo;z; +
+ A Zz; = 0, kterd obsahu]e tytéZ sméry jako «) vzhledem ke kvadrice v nadrovmnych
souFadnicich I' = Xg;;6:&; = 0, jo kolmost konjugovanostidle I', t. j. I' je absolutni kvad-
rikou prostoru E, (AG If str. 160).

v
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Zavedeme-li jedté pojem thlu ¢ dvou vlastnich nadrovin « = Sax; = 0,
p=SBa, = 0 vzhledem k vlastnimu bodu C = (c;, ¢, ..., ¢, ), ktery nele#i

na z4dné z nich, jako tuhel vyphikovy (thly ¢ a v jsou vyplikové, je-li ¢ +
+ v = =) k Ghlu orientovanych kolmic z bodu C k nadrovindm « a g; oriento-
vané kolmice z bodu k nadroving je polopfimka s poddtkem v tomto bodé,
kolm4 k dané nadroving a protinajici tuto nadrovinu. Snadno se zjisti, Ze smér
orientované kolmice z C k « je (aZ na kladny faktor)

Pr= ¢ zgiko‘i )

kde ¢ = — sign (y Dxic; . D¢;).

Najdeme-li obdobné smér orientované kolmice z C k 8, dostaneme ze (3,2),
(3,7) a (3,8), ze thel § je ddn vztahem

/me 0< o
V(gxx)(g8B)
kde n = —sign (y D x.c;. D p.c,).

i i

Budeme jesté potfebovat, jak se vyjadii v barycentrickych soufadnicich

{pro n > 2) (n — 1)-dimensjondlni obsah stény simplexu. To vSak vyplyne

jako specialni piipad tohoto vztahu, ktery lze bez obtiZi dokazat ze zndmych
vzorcu z analytické geometrie v E,*):

cos g = <=, (3,10)

102 +1 «
Jsou-li P, P, ,mP vlastnf body o barycentrickych soufadnicich P —

o -3 o
= (Py, Pas -+ s Pnsr)s & = 1, ..., m 4+ 1, které jsou linearné nezavislé, potom

m-dimensionalni obsah simplexu (v E,,, obsahujicim tyto body), ktery je m4
12 m+1
za vrcholy, je roven nezdpornému o(P, P, ..., P), jeho% &tverec jeé

2 m+1

1
12 m41 1
lo(P, P, ... P)J — p.p ... p ] (3.11)

om m+1

2L otp] . op] ... e[ D]

0: Zpi’ Zqi: LS Zvi
Zpi’ (epp)3 (epq)r A (epv)
AP ¢ =PV =1 Sq. (eap), (eqq), ... (eqw) |’

kde je oznadeno

........................

2vi (evp), (evq), ..., (evv)

*) K. Borsuk: Geometria analityczna, 1950, str. 105.
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takye e[;] = — (2;‘)’. Vzorec (2,9’) je skuteéns specidlnim i)i'ipadem (8,11)
T

pro m = 1.
Snadno se také najde vyjadieni vzdalenosti vlastnitho bodu 4 = (a,, ...,

- n+l
@y .1) 0d vlastni nadroviny & = > «.z; = 0: dtverec této vzdilenosti je
v i=1 '

(z‘_(xiai)z
C(ga) . (Qa)r

t

SN

le(4, o) = — (3,12)

4. Vnit¥nf Ghly simplexu. Dal¥i v&ty o shodnosti simplexti. V nafem za-

kladnim simplexu o vrcholech O,, O,, ..., O,,, a o stranach velikosti Vrej naj-
deme ted velikost t. zv. vnitinich ihla. Nejprve nazveme jako obvykle vnit¥-
nim bodem simplexu kaZdy vlastni bod A4, ktery nelezi v Zadné ze stén w; =
= z; = 0 simplexu, ktery viak lezi ve viech poloprostorech*) w,0; pro ¢ =
='1l,...,n 4+ 1. Snadno se zjisti, Ze v barycentrickych soufadnicich je bod
A = (ay, @g, ..., @p,1) vnitini bod simplexu pravé tehdy, existuje-li &islo
e= 4+ 1tak, e pros=1,...,n 4+ 1 je -

Eai > 0. (4,1)

Vnitfnimi 4hly ¢4, ¢ 4= §, 7,7 = 1, .., » + 1,» > 1, nadeho simplexu pak
rozumime thly nadrovin w,, w; vzhledem k pevnému vnitinimu bodu 4.
Z vyjadfeni (3,10) je zfejmé, Ze @,; nezavisi na volbé vnitiniho bodu 4 a Ze
plati

— ygij 0 < (pij <=z ) (4)2)

CO8 @y = —T—=7—= ,
V?’gu V?’gﬁ
kde y je definovéno v (3,8) a pfitom podle (3,9) je
Y94 > 0. (4,3)

Nemtze byt oviem ¢,; = 0 nebo ¢,; = =, t. j. cos? ¢,; = 1, nebot pak by
9i= ¢::9s; & existovala by nenulové redlné dvojice c;, ¢; tak, Ze g;,c] + 2g,,¢.c; +
+ g4i¢; = 0, t. j. pro vlastni nadrovinu c; + c;z; = 0 (je n > 1) by platilo
p(gee) = 0 (kde e, = O prok == 4,5,k = 1,"...,n + 1) ve sporu s (3,9).

Podle (3,11) je étverec n-dimensionalniho obsahu daného simplexu roven

(_ 1)n+1 A
2 = ——
v T (4,4)
takZe pro kazdy simplex v E,, je
y = (—.— l)ﬂ M (4’5)

*) Poloprostor a4, kde & = Za;x; = 0 je vlastni nadrovina a 4 = (ay, ..., @n41)
vlastni bod, ktery nele#i v «, je mnoZina viech vlastnich bodi X takovych, %e tsefka
AX nemé 8 « spolefny #4dny vnitfni bod. Je-li X = (24, ..., Zp4), le¥f X v a4 pravs
tehdy, je-li Zz; + 0 a je-li ¢ oz F‘Jw‘ = 0, kde ¢ = sign I?a,-a; erai.

1 i
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Abychom mohli snéze formulovat vétu 6, zavedeme si tuto dimluvu: definus
jeme pro ¢ ="1,...,n + 1 vnitini Ghel " -

Pu=T, (4,8)
takZe pak na pf. plati (4,2) i pro s = j.

Vé&ta 6. Jsou-li pi, 4,7 = 1, ..., n + 1 vnitint dhly simplexu, potom pro libo-
volnd redind &isla &, ..., &,y platt

n+1

ZEtfi COo8 ‘Pué 0; _(4,7)

=1

pfitom rovnost nastane prdvé tehdy, je-li

Ei = 00;, (4,8)
kde 0y, Oy ..., Gn,1 je pevnd soustava kladngjch tsel,
ag; > 0. . o , (4,9)

Necht obrdcené je ddna soustava redlnych &sel ay, t,§ = 1, ...,n + 1, tak, Ze

’

1. oy=—1, a;=a;, (4,10)
2. pro kaZdow soustavu (&y, ..., £nyq) Je '
n+l :
Z a,E:8; =<__ 0, oo (4,11)
1,5=1 ! " "

3. existuje soustava kladngch &sel (o4, ..., 0,,1), 0; > 0, tak, Ze ve (4,11) na-
stane rovnost pravé tehdy, je-li &, = go; proi =1,...,n 4 1.

Potom existuje simplex v E,, jehoZ vnitint 4hly @,y vyhovujt vatahim (i, § = 1,
veumn 4 1) :

COS @y = @5 . . (4,12)

Dikaz. Ze vztahi (3,9), (2,15d), (4,2) a (4,3) plyne ihned prvni dast véty
pro o; = |/7g.. \

Necht tedy pro soustavu &isel a,; plati 1, 2, 3. Definujme &isla ¢, 4, j = 1,
«..,n + 1, vztahy
& =1+4+a;. (4,13)

Snadno se pfesvéddime, Ze tato &isla vyhovuji pfedpokladim véty 4, takze
existuje simplex v £, s vrcholy 0, ..., 0, ,, tak, %e [o(0;, O)] = e,. Oznad:
me o, nadroviny, jejich% rovnice v barycentrickych soutadnicich vzhledem
k simplexu 04, ..., 0, , jsou _

;= eélxl + e,fzx, T e:_,,+1x,,'= 0.

Jestlife zavedeme opdt &isla gi; Jo Joos 4’ jako v 2, plati podle véty 5, Ze
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leis| # 0, t. j. nadroviny w, jsou linedrnd nezavislé. Snadno se podle (2,15) dosa-
zenfm presvédéime, Ze prisedik O, nadrovin w;, j + 4, m4 souradnice
0;,= (gclmgzl — Jordoi> -+ g:)og;,,wl - gt’),n+'191’).') .
Body 0y, ..., 0, ,, tvofi vrcholy simplexu. Dokézeme, Ze tento simplex mé
vniténi Ghly ¢,;, pro néz plati (4,12).
Podle pomocné véty z 2 (vztah (2,16)) plati

(e'wz) < — D0 (zale

a pFitom rovnost nastane pravé tehdy, je-li x; = og;,. Dosazenim z (4,13) je

tedy pro ¢ = — — 9w ‘ -

Za;wx; < o(Zx,)?, : (4,14)

a pFitom rovnost nastane prévé pro z; = pgo. Dokézeme, Ze ¢ = 0: kdyby
¢ > 0, pak by >a;g090; = c(Zgo,)? = ¢4 > 0, coz je spor s (4,11); kdyby

1,7
¢ < 0, potom by pro &isla ¢, z 3 Sa,0,0; < ¢(D0,)* < 0, coZ je spor s 3. Odtud
5

47

¢ = 0, takze
goo + 4" =0; (4,15)
srovnanim obou pifpadd, kdy nastane ve (4,11) a (4,14) rovnost, dostdvame, Ze
Joi = 00 » (4,16)
kde
A9 >0, (4,17)
jak plyne seétenim rovnic (4,16).
Jednoduchym vypodétem se presvédéime, Ze vlastni bod 8 = (g1, -+, Go.ns1)
je vnitfnim bodem simplexu O, ..., 0, ;. Vnitini thel ¢;;, ¢ & j, nadrovin

w;, w; tohoto simplexu je tedy podle (3,10) vyjidfen vztahem

CO8 @,; = N:5(goo + A’ei;) _ (el — 1)
¢13 V'gﬁ’ IA’,

nebot 7,; = sign (4" . Se;go. - D €ndor) = 8ign (4'geo) = sign 4’. Tim je vita
k %

dokézana, nebot jsme takovy simplex zkonstruovali.

L] ’
= 1);;@;; 8181 A" = ay,

Z rovnice (2,15d) plyne, Ze je pro &isla g,; v simplexu .
' sl = 0. (4,18)

- Vzhledem ke (4,2) a Gimluv (4,8) proto plati
|eos p,;| = 0. (4,19)
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Vnitini dhly @,; = @5, ¢ =+ J, jsou tedy vézdny rovnicf (4,19). Je-li ¥ podet

téchto Ghla, t. j.
N = (” ‘2‘" 1) , (4,20)

pak plati tato véta:
V&ta 7. Libovolngmi N — 1 vnitfnimi hly simplexw je zbyly vnitini dhel
jednoznaéné uréen. ]
Diikaz. Pfedpoklddejme totiZ, Ze pro dva simplexy ($arkovany a neéarko-
vany) v E, s vniténiini Ghly ¢,;, @;; plati (s Gmluvou @;; = ¢;; = n) '
@i =@, Pro 14+ > 3,45, 7=1,..,n+ 1, aviak @15 & @1, .
Potom je podle véty 6 pro kazdou soustavu (&, ..., &, .4 ZE & cos p; <0,

a pntom Za ,0; €08 @;; = 0, o; > 0; ToVnéZ 25 & cos g, <0, zo o} 008 ;= 0,
> 0. Platl proto také >&;&,(cos ¢,; + oos @:;) < 0. Speclalné

,J

ZU 05(cos @,; + cos ‘Pu) = 2(CO8 @1, — 08 @y,) 0105 < 0,

DY)
t. j. cos P13 = €08 @1, & obdobnd >o,g;/(cos g; + cos @;;) = 2(cos @1, —
4

— €08 @15) 0105 < 0, t. j. €08 @9 < COS Pra, @1y = Prg, COZ-je spor. Plyne tedy
Z @ = @,; Pro © + 7 > 3, %e také ¢, = ¢,. Protofe predislovinim vzdy mi-
zewe dosdhnout toho, Ze zbyly thel je gy, je tim véta dokdzana.

Véta 8. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikosti jedné
hrany*) a ve velikostech N — 1 vnitFnich ihla.

Diikaz. Podle v8ty 7 jsou viechny odpovidajici si vniténi dhly obou sim-
plext rovny, t. j.

P =@ =12, ..,n+1;

necht dale e;, = e;,.

Vzhledem k (4,2) a (4,5) plati

_ou vy
]//Vgu' V}’gﬁ V?’gu V?gu

Pongvadz podle (4,3) a (4,5) jsou g,; & ¢;; tého¥ znameni, existuji kladnd &isla
o,4=1,...,n + 1, tak, %e g,;, = o’g;, Vzhledem k pfedchozimu vztahu je
pros,j=1,...,n+1

’
g.i = 00945+

-

*) Ve formulacich v&t 8,9, 10 vynechdvéame pro struénost oznadeni simplext a réeni
,,které si odpovidaji‘.

311




Aviak podle (2,15d) je >g., = 0, tedy Zg;,cr, =0proi=1..,n+4+1
j
n+1

proto je Z g10:0;= 0. Vzhledem k (3,9) nemtZe v barycentrickych soufadnicich

=1
Sérkovaného simplexu existovat vlastni nadrovina Zoz; = 0, je tedy o; = o
prot=1,...,n+ 1, t. j.
9is = 0%y » (4,21)
Uzijeme ted této v&ty z theorie determinanti*):
Je-li |a;| nenulovy determinant n-tého ¥adu, |4 determma.nt vytvofeny
z dopliikii jeho prvki, pak kazdy subdeterminant m-tého #4du, 1 < m < n
determinantu |4,,| je a% na nenulovy faktor (na volbé tohoto subdeterminantu
nez4visly) roven dopliku stejnolehlého subdeterminantu v determinantu
@]
"V nafem piipads je |g+s| skuteénd determinant dopliikii nenulového determi-
nantu |e,,|, takie (pro m = n — 1) plati pro¢ =+ ja 4 == 0 (podle 2,13)

eoo, 601~, 605 .
Aleoss i €| = 22e; = |Gpslrroi = [Tralidei - (4,22)
,801’ €4y €4 80,17 14,5
Obdobné pro 4’ + 0
. 22.'31;7' == lg;cllk:t:i,j ) (4’22r)
i,
takZe vzhledem k (4,21) a (4,22)
20e,; = o™V g, i = 24" 02(”_1)3

iFi,g
Pondvadz podle predpokladu je e, = ey, je 24 = 24'6%*-D a e = ¢;; pro
,7=1,...,n 4 1. Podle véty 3 jsou tedy oba simplexy shodné.
Véta 9. Dva simplexy v E,,n > 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech vdech
hran s jednim spoleéngm vrcholem a ve vzdjemnych vnitfnich dhlech vdech stén,
Které prochdzejt timto vrcholem.

Dikaz. Necht uvedenj’r vrohol je O,,.,,, takZe plati e n.1 = € 4.1, @i = Pgp
4,7 = 1,2, ..., n. Potom podle (4,22) a (4,2) jepro A = 0ai <n -+ L

2lez,n+1 = (—" 7’)" l(ng”)leos ‘pkllk:t:t n+1

* +i,n+1
7=i=t

a obdobnd pro drkovany simplex; srovnénim plyne pro t=1,...,n
. 9u=o0gy, 0>0,
takie ze (4,2) prot,j=1,...,n )
Gis = 09 -

*) B. Bydsovsky: Uvod do theorie determinantii, Praha 1947, str. 129,
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Vzhledem k (2,15d) viak plati také
Jins1 = o'9;,n+1 & Fneynar = Ugv’n+1.u+1 .

Podle (4’2) je tedy Pis = ¢i,i pro i’ 7 = 1, cenn M + 1: a protoie €n+1 = e;,u+ir
jsou podle véty 9 oba simplexy shodné.

Véta 10. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech
vdech hran v jedné sténé a ve vdech vnitfnich dhlech k této sténé pFilehlyjch.

Dikaz. Je-li uvedend sténa w,. 1, plati tedy

’ s ..
€ = €15 Pins1 =™ Pini1y L) = ,2,..,n.

Je predng
Init,n+1 = |era|:i:::1i = leulm:: = g;+1,n+1 ’
takze z (4,2)
Jiyn+1 _ Gemtr
V)’gii V?’géi
Pro ¢ = 1, ..., n existuji kladné &isla o, tak, Ze
Ju = 0?9;; 5 (4,23)
podle pfedchozi rovnice je. tedy
Firns1 = Oiny1 - , (4,24)

Utzijeme-li opét uvedené v&ty z theorie determinantd, plati pro 3,7 =
=1..,na i%0

Fiis Jini1

gi,n+1: gn+1,n+1

= (— 1)i+4 llenqu:j,ml . (4,25)

sti, n+l

a obdobné pro édrkovany simplex. Podle (4,23), (4,24) a (4,25) pro¢ = j
2

}*|erslr¢i,n+1 = 0;
sti,n+l

/ 4
Gii> 9i,n+1

= Aofle,, = 1'0fle,
4 ! i|Crslrti,n+1 i|Ors|ri ntl -
Jin+1> Ins1 nsel , = =

sti,n+1l sti,n+l

Je (jako za rovnici (4,2)) Jiidn+1,n+1 — Joiney + 0, tedy [e,,],r,,,,,l + 0, a
8.

i, n+1
1 ”:-:.
Proto ¢} = - = 0%, 0, = 0. Podle (2,15d) a (4,24) viak plati 0 = > Jims1 =
i=1

n
— ’ . ’ v i .
= orizlg;mﬂ + Gnt1,ne1 = (1 — 0) Gni1, ne1, takie o =1, celkem pro 7 =

=1L..,n
U§=1 a A=Z'-

Vzhledem k témto vztahiim plyne z (4,25) a analogické rovnice pro d4rkova-
ny simplex, %e i pro ¢, = 1, 2, ..., n plati

gii = 9;;;
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oba simplexy se tedy shoduji ve vSech vnitfnich thlech a alespoii v jedné hrané,
a proto jsou podle véty 8 shodné.

V daliich vétéch jesté najdeme minimélni podet a rozloZeni ostrych vnit¥nich
Ghld vsimplexu. Nejprve nazveme dvasimplexy v #, (struén3 n-simplexy) #hlové
ekvivalentnt, jsou-li odpovidajici si Ghly @;; a @;; vZdy soudasné ostré, pravé nebo
tupé. Vzhledem k této ekvivalenci se viechny n-simplexy rozpadajina koneéné
mnoho t¥id, a to ménd nez 37 ‘(N == (n —; 1 ; neni totiz na pf. moZné, aby

simplex mél vechny vnitini Ghly pravé (plyne z v&ty 6). V nésledujici vété je
. (v terminologii theorie grafti)*) uvedena nutné a postaéujici podminka pro to,
aby takové t¥ida simplext byla neprizdna.

Véta 11. Nutnd a postacujict podminka, aby existoval n-simplex, je-li o vsech
jeho vnitinich thlech pfedepsdno, které jsow ostré, které pravé a které tupé, je:
graf, ktery md n + 1 uzlit — oznaéime je 1, 2, ..., n + 1 — a prdvé ty hrany ¢j,
pro které je predepsino, Ze whly ¢,; jsou ostré, je souvisly.**) ‘

Dikaz. Necht je pfedné dan n-simplex a pfedpokladejme, Ze piislusny grai
nenf souvisly. To znamend, %e mnozinu indexu {1, 2, ..., n 4 1} lze rozdélit
na dvé disjunktni neprazdné mnoziny indexu M, a M, tak, ze v piislusném
grafu Zadna hrana nespojuje uzel s éislem z M, s uzlem s éfslem z M,, t. j.
Pap = 3 Pro x e My, e M,. Je tedy podle (4,2) v obvyklém oznadeni
YGap = 0 Pro o« € M, B ¢ M,, a proto

Avsak podle (2,15d) je

takZe
Y Z Gus g 0. ) (4)26)

«,0eM,

Oznagime-li v8ak » nadrovinu o rovnici x = > x; = 0 v barycentrickych sou-
€M,
fadnicich, je to (M, i M, jsou neprazdné) vlastni nadrovina, takze podle (3,9)
plati y > g,s > 0, cot je spor s (4,26).
«,0eM,

Necht obrdacend je predepsidno, Ze z dvojic indexu D = {(1, 2), (1, 3), ...,
(», n 4+ 1)} maji byt ty Ghly simplexu, které maji indexy z D,, ostré, tihly
8 indexy z D, pravé a s indexy z D, tupé, kde D,, D, a D, tvoii disjunktni roz-
klad mnoziny D; necht je pfitom pro pfisludny graf splnéna podminka véty.

*) Na pt. D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.
**) Nesmi tedy také byt 24dny uzel isolovan.
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Potom kvadratickad forma

j= 2 (6— &)
(i.7)eDs
je nezdporna a nabyvé hodnoty nula jen pro & = & = ... = &ny1, 0% snadno

plyne ze souvislosti grafu. Hlavni minory matice pifsluiné této kvadratioké
forms jsou az do n-tého ¥adu vdetnd kladné (a jej{ determinant je roven nule).
Existuje tedy kladné ¢&islo ¢ tak, Ze také forma

n+l

fF=f—e Z (i — &P = Zlvﬁftfj

(,7)eDy i,)=

mé uvedenou vlastnost, t. j. je nezdpornd a rovna nule jen pro & = &, =

= ...== &,,4. Pro cos ¢;; = 1—/:3‘1 existuje podle véty 6 simplex, ktery mé
V35
ahly ¢,; vyhovujici podmince véty. Tim je diikaz proveden.

Pongvadi souvisly graf o m uzlech mé alespoii m — 1 hran, a p¥itom exis-
tuji grafy o m — 1 hrandch (t. zv. stromy), plyne odtud ihned vé&ta:

Véta 12. Kazdy n-simplex md alespoii n ostryjch wvnitinich whli.. Existujt
n-simplexy, které maji prdvé n ostrych vnitinich 4hla (a 2bylé uhly tupé nebo
pravé).

Véta 13. Z vnitinich 4hla pfilehlijch k jedné sténé simplexu je alespori jeden
ostry. ‘ .

Dikaz. Kdyby zidny z téchto ahli nebyl ostry, byl by pfisludny uzel
v grafu isolovan.

Jeité si zavedeme tuto definici, ktera zobeciiuje pojem pravodhlého troj-
thelnika:

Definice. Takovy n-simplex, ktery md prdvé n ostrych vnitFnich 4hli a vdechny
ostatnt (8. 7. (2)) vnitint dhly pravé, nazveme pravoihly.

Z véty 12 plyne existence pravouhlych simplexi. Je jich pron > 2 vice typt,
z nichZz nékteré budeme studovat pozdéji.

5. Koule. Nazveme (m — 1)-kouli (podle AG) mnoZinu bodd v E, této
vlastnosti: existuje bod S v E,, a kladné ¢&islo r tak, Ze tato mnoZina je totoZné
8 mnozinou bodu v ,, které maji od bodu S vzdélenost » (bod S je stied a r
polomér této (m — 1)-koule).

Ve vété 14 popiseme strukturu vSech (n — 1)-kouli v nasem E, v bary-
centrickych soufadnicich vzhledem k danému simplexu o hrandch Ve—i,:

V&ta 14. V £, md (n — 1)-koule v barycentrickyjch soutadnicich tvar

n+l n+1
ao(exx) —2 Z g z XLy = 0 N (5,1)

i=1 i=1
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xo F 0 (5,2)
a
n+1
- Y z GrsX ek > 0. (593)
7,8=0

Obrdcend, kaZdd mnofina s viastnosti (5,1), (5,2), (5,3) je koule o stfedu S =

= (819 tees an+1)s
n+1

8, = zgo‘r"‘r (5,4)

r=0

n+1
% Grsleks
7= — -—————2Aa3 . (5,5)

Dikaz. Budiz ddna (n — 1)-koule, t. j. existuje vlastni S = (s, ..., 8p41)
ar > 0tak, fe X = (zy, ..., Z, ;) le?i na této kouli pravé tehdy, je-li

a poloméru

_ (ean) (esv) _ _(es9) .
2(2.:51.)2 Zs; XL, 2(Zs;)? B

Gili plati-li .2(23‘)2(3952:) — 2Zx,~[2(esx) Z8; — (ess) T, — 2r¥(Ts,)? ] = O,
tedy (5,1), kde ag = 2(Zs,)* + 0, &), = 258; D eqs; — (ess) — 2r%(Ts, 2. Je pro-

to podle (2,15)
n+1

Zg,"«,: 24 s, 23,- == 4 XSk, E=1,...,m + 1, (5,8)
r=0 T 8
n+1 t A
2 oty = — Al(ess) + 23(Tsf] = — so—sl(ess) + 2r2(Bs, Pl g . (5,7)
r=0 2(2s;)?
n+1
Odtud > g,,0,00, = — 44agr¥(Zs,)? = — 24ag5r?, takie podle (3,8) skutetnd
r,8=0 i

plati (5,3).

Je-li obricend déna mnozina bodd vyhovijicich (5,1), (5,2) a (5,3), potom
levé strany rovnic (5,6) nejsou vesmés rovny nule, nebof jejich soudet je podle
{2,15a) a (2,15d) roven A, + 0. Polozme

n+1
8k=ng,0c,., k:]-:---an+l,
. r=0
takie >8, = Axg bod 8 = (sy, ..., 8,,,) je tedy vlastni.
- n+1 .
Jrs¥rXsy
Déle &slo — %& existuje a je kladné, jeho odmocnina r a bod S
0
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majf uz vlastnost, Ze (n — 1)-koule o stfedu S a poloméru r je totoZné s danou
mno%inou, jak plyne ihned vypodétem.

Poznédmka I. Vztah (5,1) vznikne eliminaci «, z

n+1 n+1
D=0, >oax,=0,. (5,8)
r,8=0 . r=0

Poznédmka II. V&ta 14 nés opraviluje piifadit ka¥dé (n — 1)-kouli v E,
uspofddanou (n + 2)-tici homogennich soufadnic (g, xy, ..., xp,q), pro niz
plati (5,2), (5,3) a naopak.

V§ta 15. Necht (ao, “1, voey "‘n+1) a (ﬂo, ﬁl’ soay ﬁ"+1) 7‘80“ dvé (n - 1)'k0ule,
které maji spolecny viastni bod ¥ = (yy, -.., Yn1). Potom teéné nadroviny k obéma
(n — 1)-koulim v bodé Y sviraji dhel @, pro ktery je

‘ nil gnxrﬂ,)

r,8=0

cos? @ = ——3 AFl , 05 o< In. (5,9)
( Z grs‘xr“s)( Z grsﬂrﬁs)
7,8 =0 r,8=0
Dikaz. Teénd nadrovina v ¥ k («,, &5, ..., &,,,) ma rovnici

sz;xi = ao(exy) _— Zx,- thiyi — Eyz z(x'-x'. = 0 .

n+1 n+1

Podle (2,158, b, ¢, d) je > gux; = Axgyr — Zy; > grcx,, takie (pii obdobnd
=1 r=0
nalezené tetné nadroving Ifx; = 0) plati

n+1 n+1

Z g{katﬂk (Zyt) Z grao‘rﬁs ’

r,8=0

obdobné

n+1

+
Z= giko‘io‘k = (zyi) z FrsX s 5 2 gskﬂ{ﬂk (Zyt) z GrsBrBs 5

r,8=0 7,8=0

takZe z (3,6) plyne (5,9).

Poznémka I. Uhel ¢ nezévisi na bodu Y, alespoii v tom smyslu, %e je-li ¥
jiny spoleény bod obou (n — 1)-kouli, je thel pfisludnych tednych nadrovin
opét p. Miizeme tedy pro nékteré dvojice kouli definovat tihel vztahem (5,9).

Pozndmka II. Kdybychom hledali thel nadroviny a teéné nadroviny
(» — 1)-koule, postupovali bychom obdobn® a vysledek by byl opét (5,9), kde

a9 = 0. Ze (5,9) plati (pro «y = B, = 0) i pro tthel dvou nadrovin, plyne z (3,6).
nt1

MiZeme tedy ztotoZnit nadroviny > x@; = 0 a (n + 2)-tice (0, &y, ..., ¥pn1y)-
- =

Jako v AG II miZeme prosté prohlésit kvadriku o rovnici (5,1) za (n — 1)-
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sféru, kdykoliv o, ..., &, jsou reilns &isla, ne vesmds rovna nule, a klasifi-

n+1
kovat tyto sféry ([goa] = 3 g,.x,4,):

r,8=0

a9 * 0, Y[gxa] > 0 ... (n— 1)-koule,

‘g + 0, Y[gax] =0 ... bodové (n — 1)-sféra,

a9 * 0, yY[gaa] <O ... formalng redlns sféra,

a =0, y[gax] > 0 ... planirni sféra,

xg =0, y[gxx] =0 ... (dvojndsobné) nevlastni nadrovina.

Pozndmka III. Pro tiplnost uvedeme jednoduché vzorce pro stied a polo-
mér (pokud existuji) priseéné sféry linedrn& nezavislych sfér (x), (B), ..., (8):
Pro stfed S = (8;) & polomér r plati

0, Gos Bos cess O
Zgir“n [go‘o‘]: [g‘xﬂ]r RS [gocé]
8;=| 29ubrs  [9851, [9BB, ..., [9B0] |, (5,10)

.............................

2940 [96x], [986], ..., [900]

[gaxx], [gxB], .., [gd]
(98], [9BBI, --.. [9Bd]
I[géa], [gdp], ..., [gdd]
0,, %o Bos een O
Koy [g‘xo‘]: [go‘ﬁ]x seey [go‘a]
24 | By, (9841, [9BB), ..., [9B4]

.......................

8o, [90x1, [gBl, ..., [908] |

pokud oviem zlomek v (5,11) ma smysl a pokud nejsou s, vesmés rovna nule.

(5,11)

Peswome.

IFEOMETPUA CUMIIJIEKCA B E, (nepsas gacts)

MWPOCIIAB ®UJIEP (Miroslav Fiedler), IIpara.
(IMoctymmao B pegaxumio 25/XT 1953 r.)

B pa6ore mayuaiorcs cuMMIIEKCH B eBKJIMI0BOM mpocrpaHcrBe. IlpmBoasares
TEOPEMH 0 CYIIeCTBOBAHMHI ¥ OAHOBHAYHOCTH CHMILIEKCA (C TOYHOCTBIO [0 TOM-
RECTBEHHHIX CHMIIIEKCOB) NpHU [AaHHEIX BeJMYNHAX HEKOTODHX peGep M HeKo-
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TOPHX BHYTPEHHUX yIJIOB Meay rpauamu. OcHOBHAA TeopeMa CYIeCTBOBaHMA
dopMynmpyerTca Tak:

Heobxodumoe u docmamounoe ycaosue 048 mozo, ymobul 6 E, cywecmeosan cum-
naexc Oy, ..., 0, ., makoii, umo Keadpamer dauk ezo pebep pashsr OarHbvim Oeli-
CMBUMENLHBIM YUCAAM €,;:

0%0;, 0;) = e;; , €ij = €55, e; =0, 4,7=1,...,n4 1, .

caenymolee: xkeadpamuueckas gopma

n+1
z €% %; <Z 0
=1
048 KaxcOoli HeHyAe80l cucmembl 0eliCMEUMENbHYL YUCeA X, ..., T, ; MAKOUY,
n+1
umo > x; = 0.

1=1

B panbHeiilieM CTPOWTCA aHAJIMTUYECKMI amIapaT, MCIIOJIb3YEeMEIA BO BTO-
poit vactu (mpu Iomomu GapuneHTpudeckMX koopaunar). [Tomumo ppyrux
TIpo6JIeM pelIaeTcA TaKMKe Ciefylomas:

Ilpu karux obcmoamenvcmear cyuecmgyem mM-cCUMRAEKC, ecAu NPeOnUCAHo,
KaKue gHYmperHue Yeasl S8AKIOMCR OCMPOIMU , KAKUE RPAMBIME U KAKUE MYNLIMU?

Pemenne mMosxHO mpocro cdopMyaMpoBarh, MOJB3YACH TePMUHOJOINMeH, 8a-
MMCTBOBAaHHOI 13 Teopuu rpados:

Takoii n-cumnaerc cywecmeyem mozda u moavko mozda, ecau epagd, umerowui
n + lysaosl, 2, ...,n + 1 uKak pasz me pebpa ij, 043 KOMOPYIX GHYMPEHHULL
Yeou @ ;; A8AAEMCS OCMPBIM, 6YOem ceA3HBIM. :

Orcioa HemoOCPeACTBEHHO BEITEKAET, YTO B KasKIOM 7-CHUMILIEKCe 110 KpaitHeif
Mepe 7 BHYTpEHHUMX YIJIOB ABIAKTCA ocTphMu. CymiecTBYIOT CHMILTEKCH,
Y KOTODHIX KaK pas 7 BHYTPEHHAX YIVIOB ABJAIOTCA OCTPHIMMU, 3 BCe OCTaJIb-
HHe — TpsAMEe. TaKkue CHMIIEKCH HABHBAIOTCA NPAMOY204bHBIMU .

B 3zarmiouenme mpuBopArcs GOPMYydH [iA paguycoB, IEHTPOB U YIJIOB
nepecedenus (m — 1)-chep mepeceuenuss B E, B Bue NMOATOTOBKYM NJIA AAJb-
HeHuXx 4acreii.

Summary

GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN Z, (1** part)

MIROSLAV FIEDLER, Prague.
(Received November 25, 1953.)

In the paper simplexes in Euclidean spaces are studied. Some theorems are
proved concerning the existence and unicity of a simplex (omitting congruent
simplexes) when the lengths of some edges and the sizes of some (interior)
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angles of the faces are given. The main existence theorem is formulated in the
following way:

The necessary and sufficient condition for the existence of a simplex in E, such
that the squares of the lengths of its edges 0,0, (O; are the vertices) are equal to given
'numbe{s ey (=5, 64 =0,4,7=1,2,...,n + 1) 13: the quadratic form

n+l .

26”:0;:1:, <0
i,j=1

for any nom-zero system of real numbers z,, z,, ..., Z, ., such that
n+1
fo = 0 .
=1

Further the apparatus (by means of barycentric coordinates) for the use in
the second part is built up and the following problem is solved: What are the
conditions for the existence of a simplex in £, when prescribed which of the
‘angles of the faces are acute, which right and which obtuse.

The answer can be simply formulated in the terminology of the theory of
graphs:

The necessary and sufficient condition for the existence of such simplex is that
the graph with n 4+ 1 nodes 1, 2, ..., n + 1 and with those edges 4j for which the
angle @; has to be acute, be connected.

It follows that for every n-simplex at least » angles are acute. There exist
simplexes in £, with exactly » acute angles and all remaining angles right.
Such simplexes are called rectangular and some types (for n > 2) will be studied
in the further parts.

Finally formulae for the radii and centres of the intersection spheres in bary-
centric coordinates are given.
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