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Casopis pro p&stovini matematiky, rok. 79 (1954)

POZNAMKA O POUZITI WEYROVY THEORIE MATIC K INTEGRACI
SYSTEMU DIFERENCIALNICH LINEARNICH ROVNIC
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

OTAKAR BORUVKA, Brno.
(Do8lo dne 20. ¥ijna 1953.) DT: 517.941.92

1. K integraci systémi diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi
koeficienty se obvykle pouziva klasické metody Weierstrassovy, spoéivajici
na redukei matice koeficienti systému na kanonicky tvar. Tento zpisob umoz-
niuje zejména pozndni funkéni struktury hledanych integrali. P¥i numeric-
kych vypodtech se tato metoda zpravidla kombinuje s metodou neuréitych
koeficienti za tlelem snadnéjiiho docileni numerické naplné piislunych
vzorci.') Podstatné jind je metoda Peano-Bakerova, zaloZend na postupnych
kvadraturach a vedouci k vyjadieni integrali systému hodnotou exponencidlni
funkce matice koeficientii a potdtetnimi podminkami.?)

Ve svych pfedndskich o diferencidlnich rovnicich, které jsem konal ve stud.
roce 1948/49 na p¥irodovédecké fakulté M. U. v Brné, vyloZil jsem integradni
metodu zaloZenou na Weyrové theorii matic. Tato metoda se vyznaduje tim,
ze vede k pfehlednym explicitnim vzorctiim pro integrély, vyjadiujicim algebraic-
kou povahu problému. Neddvno uvefejnil M. KuMoROVITZ préci o integraci
systémt diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty, kters
je 8 Weyrovou theorii matic v tzké souvislosti.?) Autor odvodil explicitni
vzorec pro obecné feseni daného systému, aviak jeho metoda je zaméfena
jinym smérem ne% k vyuZiti moznosti danych onou theorii. Ni%e popsanou
metodu lze pfenésti i na Yefeni jinych problémi, na pf. na feSeni analogického
problému o rovnicich diferenénich.4)

1) Viz na pt. V. V. Stépanov, Kurs diferenciélnich rovnic (Praha, 1950), 324 a n.

%) Giovanni Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale. Parte prima (Bologna,
1941), 80 a n.

3) Michal Kumorovitz, Une solution du systéme linéaire homogéne d’équations diffé-
rentielles du premier ordre & coefficients constants, Annales de la Société Polonaise de
mathématique, T. XXTII (1950). Viz té%: Lothar Collatz, Eigenwertaufgaben mit tech-
nischen Anwendungen (Leipzig, 1949), 315 a n.

%) Jifi Cermdk, O pouZiti Weyrovy theorie matic k Fefeni homogennich systémi li-
neédrnich diferencidlnich a diferenénich rovnic, Prdce Moravskoslezské akademie pfirod-
nich, sv. XXV (1953), 337 a n.
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2. Znamenity desky matematik Epvarp WEYR uvefejnil v r. 1889 ve
Spisech pocténych jubilejni cenou Kral. éeské spolednosti nauk v Praze praci
nazvanou: ,,0 theorii forem bilinearnych®. V ni vyvinul origindlnim a damysl-
nym zplisobem novou theorii matic, ktera se co do obsaznosti vyrovna proslulé
Weierstrassové theorii elementdrnich déliteld a co do jednoduchosti a pri-
hlednosti ji pfedéi. Prof. Fr. STUDNICKA ve svém posudku Weyrovy prace
napsal: ,,Obsahem fadi se spis tento k nejmodernéjsim vymozZenostem védy
mathematické a jest hoden v8im pravem plného uznani, jakého# se mu zajisté
dostane, az bude uveiejnén.© Weyr uvefejnil svoji praci také némecky v na-
sledujicim roce 1890 v ¢asopise Monatshefte fiir Mathematik und Physik pod
nizvem: ,,Zur Theorie der bilinearen Formen‘‘. Nicméné& se mné zd4, Zze Weyrova
price nenalezla ve svétové literatufe ono misto, které ji prinalezi. Na pi. v ob-
s8ahlé Wedderburnové knize o maticich z r. 1934 jsou sice v seznamu literatury
ob& Weyrovy prace uvedeny, aviak v textu neni o jejich obsahu zminky.
Poznamenejme, Ze v posledni kapitole své prace aplikuje Weyr svoji theorii
na studium integralt diferencidlni linedrni homogenni rovnice n-tého fadu
v okoli singuldrniho bodu.

3. Uvedu v pfehledu vysledky Weyrovy theorie, pokud jsou potiebné v dal-
$im vykladu.
~ BudiZ 4 libovolnd étvercova matice (1 <) n-tého fadu v télese komplex-
nich ¢&isel. Pripomeiime, Ze nulitou matice A se rozumi rozgil &isla n a hod-
nosti matice A. Charakteristickou rovnict matice A se rozumi algebraicka rov-
nice, kterd vznikne anulovanim determinantu |4 — AE|; pfitom A znaéi pro-
ménnou a £ jednotkovou matici »-tého fadu. Koreny charakteristické rovnice
matice 4 se nazyvajt kofeny matice A.

Budiz a libovolny kofen matice 4 a « (= 1) jeho nasobnost.

Uvazujme o posloupnosti matic:

(E=) (4—aE), (A—aE), (A—ak),...,(A—aE), (A—aB)+1,...
a ozna¢me jejich nulity:

(0=) Vo> Y15 Voy eoey Vs Vegs oo
~ Tyto nulity z poéatku rostou, az pfi uréité mocniné (4 — a&)" dosdéhnou
hodnoty «, nadez daldi jsou vesmés rovny «; plati tedy vztahy:

(Oz) v0<1’1<"’2<'-'<vr=vr+l=... (:-“).
Cisla

a1=71, Kg = Vg——V3. g = V3 —Vg, eesy Ky =V, — Vp_y

jsou t. zv. charakteristickd Eisla matice A pFisludnd ke kofenu a. Vyznaduji se
zejména tim, Ze nerostou, takZe plati nerovnosti:

Bz Z 0 2y

- Déle existuje t. zv. normdlni soustava vektord pFisludnd ke kofenw a, kterd
se sklddd z «, + &,_; + ... + &, = & nezdvislych vektordt o n slozkéch.
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Takovéa soustava je charakterisovana témito vlastnostmi: a) Jeji vektory jsou
rozlozeny do r skupin a systém téchto skupin a téZ systém vektort v kazdé
skuping jsou uspofadény, b) o-té skupina obsahuje x,_,., vektori a,,...

s G0 _g11 ©) matici A — aF se transformuje o-ty vektor a,, v ¢-té skupin&
bud’ v o-ty vektor a,,,,, v nisledujici skupiné nebo ve vektor nulovy, podle
toho,zdajep < r—1mnebop =7 (0 =1,...,750 = 1,...,&,_,4,). Normdlni
soustavu vektord piisludnou ke kofenu a ml‘iieme tedy vyjédi*i’c schematem:

Qipyeens @y,
021’ ooy az,a,’ "2,a,+1> ey az,a,_,’
315 o0 O30 3,0 415 =005 Vg0, > D30, 415 o0 0s T30,
................................................... (1)
Qs ooy Qs Qrgits ooes Qra 5 Gy 15 vees Grgsvens Grg
a vzorcei:
(A—aB)a, =0, Prol < o< r—1, o =1,..,6_4511, (2)

=0 pro g =1 .

Poznamenejme, %e vektory tvoiici g-tou skupinu, 1 < o < 7, se transfor-
muji matici (4 —aF)™~® v (nezavislé) vektory r-té skupiny a matici
(A — aE)r—°+1ve vektor nulovy. Toho pouZivime k uréeni normélni sou-
stavy vektori v konkretnich piipadech: Za vektory prvni skupiny zvolime
libovolné nezavislé vektory ay,, ..., @, které se matici (4 —aF) -1 trans-
formuji ve vektory nezavislé a matici (4 — aF)" ve vektor nulovy. Jsou-li
jiz uréeny vektory a, ..., a 1 < p < r—1, obdriime vektory @,

@%r—p+1’
o 4 y?
ver Gor1,a,_,,, Podle vzorel: @p.1,, = (A—aFB)a,, 0 =1,...,% 441, & V pH-
’ I ¥
padé o,_, > a,_,,, dile tim, Ze za vektory @,.16, o 410 -+ orra,, zvoli-

melibovolné, na vektorech a, . ; , nezavislé vektory, které se matici (4—ak) —°-1
transformuji ve vektory nezavislé a matici (4 — aE)™-° ve vektor nulovy.

Kdyz ke kazdému kofenu matice 4 prifadime piisluSnou normélni soustavu
vektorii, obdrzime celkem 7 (= soudet ndsobnosti jednotlivych kofent) vek-
tord. Tyto vektory jsou nezavislé a tvofi t. zv. normdlni soustavu vektori pfi-
slusnou k matici A.

Kdy% matice 4 je readlnd, pak ke kaZdému redlnému kofenu matice 4 existuje
piisludnd normdlni soustava vektori realnych. Ke kazdym dvéma komplexné
sdruzenym kofentim matice A existuji pfisludné normdlni soustavy vektoru,
které jsou komplexné sdruzené; z kazdé soustavy obdriime druhou tim, Ze
jeji vektory nahradime vektory komplexné sdruZenymi.

4. Budiz dan systém n (= 1) diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantniml
koeficienty:

e (a)
Yn =0mY1 + - + Qunlfn -
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Ve vektorovém oznadeni jej mizeme vyjadfit vzorcem:

, y =4y, (a)
v ném¥ A znadi matici (a,,). Nezdvisle prom&nné budi z.

Budif a x-wdsobny kofen matice A s charakteristickymi &isly xy 2> oy = ...
.o = ,, @ necht vektory (1) tvofi k nému pFisludnou normdlni soustavu vektord.
Pak vektory Yoo (0 = 1, ..., 7150 =1, ..., &,_o4y), ¥ poltu «, definované vzorcem:
YW=€“"‘-(apu-+x L PP i +L°w), (3)
1! (r—o)!
j8ou mezdvislé a kakdy z nich jest integrdlem systému (a).
Vskutku, kaZzdy minor x-tého ¥4du matice (typu n/x)
(Yrs o+ Y5 Yras oeos Yag5 oo Yra)
v libovolném ¢&isle z, se rovnd, jak je patrno, soudinu éisla exp xax a stejno-
lehlého minoru matice
(Grps oves O1y5 Grgyeeny Grp;eeny Gy )
Z toho soudime, Ze vektory y,, jsou nezavislé.
Déle platf rovnice, pro 1 < o <7, 0 =1,..., &yt

T—0 gk r—e k-1

va"‘a e z ]C' o+ka'+e z ) ae+k,¢r ’

pii demZ v piipad$ ¢ = r znaéi druhy vyraz na pravé strané vektor nulovy.
Odtud plynou s ohledem na vzorce (2) vztahy:

r__o r—e+1 xk—l

—a. e"go Biro + €% kg,l = 4 —0E) %10 =
r—e ok
=A (e““ z i aq+k,d') = AYQF .
k=0 """

Z nich vidime, Ze vektor y,, jest integrilem systému (a).

Necht a, b, ..., f znadi jednotlivé kofeny matice 4 a «, f5, ..., ¢ jejich nasob-
nosti. Kdy% ke kaZdému kofenu piifadime podle vzorcii (3) soustavu integrali
systému (a), obdrzime celkem « + 8 + ... + ¢ = n integrali systému (a).
Tyto integraly jsou nezévislé, nebof determinant jejich matice v libovolném
&isle z se rovné, jak je patrno, soudinu éisla exp (xa + fb + ... 4 ¢f)x a de-
terminantu norm4lnf soustavy vektort piislu$né k matici 4, takZe je rizny
od nuly. Tim jest uréen fundamentélni systém integralii systému (a).

Viimnéme si zejména pfipadu, kdy matice 4 a rovnéz nezivisle promé&nné
z jsou redlné. Pak ke kazdému redlnému kofenu matice 4 existuje prislusna
normélni soustava vektort redlnych a k nému podle vzorch (3) piifazené in-
tegraly systému (a) j jsou rovnéz redlné. Ke dvéma komplexné sdruZenym ko-
fenim a = a, + iay, @ = a, — iz, matice A existuji p¥islugné normalni sou-
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stavy vektorll @, = @y + 1040z, e = Gpp1 — 10,0y komplexns sdruZenych

a k nim podle vzorci (3) pfifazené integraly y,,, y,, systému (a) jsou komplexné

sdruzené. Vektory Y. = (Yor + Yoo): 2: Yorz = (Yor — Yoo) : 2i, Vyjadfené
vzorei:
r—e xk .
Yeor = €9° z i (CO8 @gX @y .1,y — SIN AT Gy 1. 50) >
K=o X

r—a pk
Yooz = ea.mkz % (Sin @y Gy4p 5y + COS G Gy yt0o) » (4)

=0 *
jsou redlné, nezavislé a jsou oviem integrily systému (a). Vidime, Ze kdyz
matice 4 je reidlnd, existuje fundamentdlni systém integrali systému (a),
které jsou tvaru (3) nebo vidy po dvou tvaru (4). Poznamenejme, %e vzorce
(3) a (4) vyjadiuji integraly systému (a) oviem i pro komplexni hodnoty pro-

ménné .
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