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Casopis pro p&stovini matematik}, ro&. 79 (1954)

POZNAMKA K JEDNOMU RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU

IVO BABUSKA, Praha.
(Doslo dne 19. kv&tna 1953.) DT: 517.946

G. A. GQrinberg upozornil v [1] a spoleéng s N. N. Lebedévem a Ja.
S. Ufljandem v [2] na jednu methodu feSeni biharmonického problému
v roving pomoci orthonorméalnich fad. V této poznémce bude uéinéno
nékolik pfipominek k této methodé a bude ukézéna jedna modifikace
Grinbergova postupu.

1. ReSeni rovinného biharmonického problému orthonormélnimi Fadami
podle G. A. Grinberga.

V tomto odstavei vylozim struéné hlavni myslenku Grinbergova postupu.
Uk4zi ji pouze pro Fefeni homogenniho biharmonického problému Adu = 0.
Pii fe$enf nehomogenniho problému je zakladni myslenka stejna.

Problém formulujme takto: Bud 2 rovinna jednoduse souvisla oblast, ohra-
nidend jednoduchou dostateéné hladkou kiivkou C. Jest nalézti FeSeni rovnice

AAu = 0, kdyz na C nabyvaji funkce u a Z——: (v je vnéjsi normala) predepsanych
hodnot.

Predpokladejme, Ze FeSeni existuje a Ze

[[(AupdQ < oo .
g

Hlavni my§lenkou Grinbergovou jest rozvinuti funkce A% pomoci orthonormal-
nich funkei.

Bud %, (n = 1, 2, ...) uzavieny orthonormaln{i systém harmonickych funkei.
Podle piedpokladu jest funkce Au integrovatelnd s kvadratem na Q. Lze ji
tedy vyjadiit fadou

0
Au = Dxu,,

n=1

kde
op = [[(Auw) u, dQ .
Q
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. . LA s 2 v a v v
Koeficienty «, miZeme vyjadfit pomoci » a 5; na C. Skuteéné z Greenovy

véty i)lyne relace

: du,,
ff(/]u) u, dQ =ffu(Au,.) dQ +f(u,,g$ —u %:;) ds .
. 2 ]

2

Ponévadz u, je podle predpokladu harmonicka funkce, je prvy integral na pra-
vé strané roven nule, takZe plati

ou ou,
an = | |Ungy — %37 ds.
c -

Na C zname u a 2—: jako okrajové podminky. Mazeme tedy uréit véechny koefi-

cienty «, a tim i funkei Au.

Znéme-li funkei du, uréime podle Grinberga hledanou funkei u jako feseni
Dirichletova nebo Neumannova problému.

K methodsé, jak ji navrhl G. A. Grinberg, vaZe se fada otdzek. Jde piedevsim
o problém uzavienosti (Gplnosti) systémi harmonickych funkei a o nékteré
otazky konvergenéni. P¥i numerickém poéitani je ddle nevyhodné, Ze je ve
druhé fazi nutno provadét reseni Dirichletova neb Neumannova problému.
Naznadené obtiZe lze viak prekonati, jak bude ukazano v této poznamee, ale-
spoil pro oblasti s dostateéné hladkou hranici.

K oblastem s hranici po éastech hladkou, které jsou v aplikacich nejdilezi-
téjsi, se vratim nékdy pozdéji.

Poznamka. Biharmonicky rovinny problém mé velkou dileZitost v aplika-
cich. Tak fefeni rovinného problému pruznosti jest vlastné feSeni biharmonic-

kého problému. Na biharmonicky problém se také snadno pievede Yeseni na-
pjatosti v deskach.

2. N&které pomocné véty.

Definice 1. Bud C jednoduchd orientovand hladkd k¥ivka. Bud 9(s) tihel klad-
ného sméru tebny s osou z, kde s je délka obloukwu. Necht 9(s) jest totdlné spojitd

P
dgf:) €L, p> 1,1 7. necht f d?if:) ds < co0. Potom budemeikat, Ee kitvka C

¢
jest dostateéné hladkd. Orientaci predpoklddejme tak, Ze vnitiek je po levé strané.

Véta 1. Bud C dostatetné hladké kfivka a jejt vnitfel. Bud w(l) holomorfnt
funkce, kterd konformné zobrazuje jedmotkovy kruh I' = E[(, |i] < 1] na Q.
Potom funkce w'(C) jest v uzavieném jednotlovém krubu I' = E[C, |¢| < 1] spojitd

a
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a totdlné spojitd na hranici y = B[S, |¢| = 1]. Pfi tom |0'({)| md kladné mini-
mum.1)

Dukaz: Viz [3], str. 322, Satz L.

Definice 2. Bud Q2 omezend oblast. Budeme znacit Ly? linedrni prostor vech

harmonickych funket definovangch na 2 a integrovatelnygch s kvadrdtem. PFi tom
budeme v Ly? predpoklddat bé%ny skaldrni soudin a metriku.

Véta 2. Prostor L¥® jest wiplng. Mimo to plats: JestliZe f, e Ly a f,— f
v prostoru La?, potom f, konverguje bodové skoro stejnomérné, t. j. stejnomérné
na katdé uzaviené mnofiné F C 0.2)

Dukaz: Bud f,e Ly? (n = 1,2,...) cauchyovskd posloupnost. Dokaime
nejprve, e tato posloupnost konverguje bodové skoro stejnomérné na 2, t. j. ze
konverguje stejnomérné na kazdé uzaviené mnoziné F C Q. Bud CQ2 komple-
ment mnoziny 2 a necht o(F, C2) > 3y (n > 0). Ponévadi F je kompaktni,
existuje koneéné pokryti mnoziny F sférickymi okolimi S(zg, 1) o stfedech
2z e F' a poloméru 7.

Ponévads f, e L3?, jest f, harmonicka funkee a tedy plati

2n
1 ; B—r
©i0) = — '
falze 4 7€1®) ::nff”(zk + Rew)R2 + 72— 2Rr cos (O — @) %
s .

pokud r < R < 31.

Budiz nyni r < 5. Vynasobme obé strany veli¢inou R a integrujme podle R
od 27 do 35. Dostaneme
37 2=x
; 1 . (R2—1?) RAR dop .
o 80) 502 — ! —
S 2Wfff"(zk T Rew)l’if2 + 72— 2Rr cos (O — @)
2n 0

1
= ﬁfffn(z) K(r, 0,z2)dQ,
Eg

kde

JestliZe je r < ), jest K(r, O, z) omezend spojitd funkee.

PonévadZ posloupnost f, (n =1, 2, ...) jest cauchyovskd, jest f,(z, + re'®)
pii pevném 2, r, @ cauchyovska ¢iselnd posloupnost. Existuje tedy funkee f, Ze
f»— f bodové stejnomérné na S(z;, 7). Ponévadz pokryti jest konedné, je kon-
vergence skoro stejnomérnd na Q.

Dokazme nyni, Ze f je harmonicka funkce.

1) Mluvime-li o funkei ’({) na hranici, minime tim jeji spojité prodlouZeni z I".

2) Ve vété stati plredpokladat, %e f, — f v L,. PondvadZ vSak dale se budeme zabyvat
jen prostory L,, vyslovujeme vétu ve vySe uvedené formulaci.
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Skuteéné

R —r?
f(zk-l-"ew =-—ffn(zk+Rel)R2+r2 2Rr cos (0 —¢) dg

Ponévad f, konverguje stejnomérné bodové k f, plati

1 R2 — 42
flze + rel®) = %fﬂzk + Re’w)R2 + 72 — 2Ry cos (O — @) dq.)' (1
(1)

Z toho viak plyne, Ze f je harmonickd funkce, nebot (1) je Poissoniv integral.

Definice 3. Bud 2 omezend oblast. Budeme znatit Ly*? linedrni prostor vSech
holomorfnich funkci definovangjch na 2 s integrovatelnym kvadrdtem absolutni
hodnoty. PFi tom budeme v Ly *? predpoklddat béZnou kvadratickou metriku.

Vé&ta 3. JestliZe jest p € L3*?, potom plati, e Re p ¢ Ly® a Tm ¢ e Ly 7.

Dukaz: Plati |¢|* = (Re ¢)? + (Im ¢)%

Vé&ta 4. Bud C dostateéné hladkd kfivka, $2 jeji vnitfek. Bud ¢ holomorfni funkce
definovand na Q takovd, e Re @ € Ly®. Potom jest pI'e Ly*?. Ddle bud z, ¢ 2. Jest-
lite v L3 jest |Re ¢ < 1 a jestlize Im g(2,) = 0, potom v L3*? platt |o] < A4,
kde A zdvisi jen na C a na z, (nikoliv na ¢).

Dukaz: Bud w({) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I'= E[(,
|¢] < 1] na Q2 takové, Ze w(0) = z,. Bud %({) = ¢(w({)). Oznatme dile u =
= Re ¢ a u*({) = u(w(()). Z¥ejmé jest Re y = u*. Ponévadz jest Im ¢(z,) = 0,
plati, Ze Im x(0) = 0.

Snadno se ddle nahlédne, Ze

£fu2 de = {fu*zl(u'[‘ ar,

pokud jen integral na jedné strané ma smysl. Ponévadz podle pfedpokladu jest
we L2, jest také u* e L3T, nebot podle véty 1 mé |o’({)| kladné minimum.

Funkei y({) rozvitime v Taylorovu fadu. Je pak
2(re'?) = D oprie’®? .
/]
Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro r < r, < 1. Tedy plati

Re y(re'®) = u* re”’) Zak 7% cos kp + Zbkrk sin kg , (1)
kde

ka=ak-‘ibk.

Obé fady konverguji absolutné a stejnomérné pro r < r, < 1,
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Dokézeme, Ze Yada 1 konverguje v prostoru Ly”. Skutetn& plati pro kazdé
7o <1
[fux2dl < ffu“dl’ D<ow.

&l <o
Tedy
21 1y © o
m&fu“ ar ff ;a,ch cos k(p) -+ zl:l)krk sin k‘?’)z rdr d(p _
T 7'2"+2 2K+
:E[l ’3/0—1—1 Z"k+1 “'a’gro{l- (2)
Ponévads relace (2) platf pro kazdé r, < 1, je zfejmo, Ze Fady
S 9 2 b
2ET Y FE (3)

konverguji. Z toho ji# snadno plyne, #e ¥ada (1) konverguje v prostoru Lj”.
Imagindrn{ ¢ast funkce x({) lze rozepsat ve tvaru

o]

Im y(re'?) = Z(—— by cos ke + ay sin k) r¢ . (4)
1

Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro r < r, < 1. Vzhledem ke
konvergenci fad (3) je zfejmo, %e ¥ada (4) konverguje i v prostoru L3T. Odtud
plyne, Ze jest ye Ly*" a Ze

[flxPar < 2f fustar.
r r

Podle véty 1 jest funkce w’({) spojitd na uzavieném kruhu I’ a tedy jest ome-
zend. P¥i tom jejf maximum zdle%i jen na C a poloze bodu z,.

Ponévadyz jest
[fipd® = [flzl* o',

jest naSe tvrzeni dokazano.
Definice 4. Bud u harmonickd funkce v jednotkovém kruhu I' = E[¢, |¢] < 1].

Budeme fikat, Ze funkce u je typu H, jestlize

2n

sup [(u(rel?)2 dp < oo .

r<16

Poznamka. Lze ukazat, Ze pro kaZdou harmonickou funkei « plati
2n 2n
I1>r>r= f(u(rle“”))2d¢ = f(u(rzehp))z de

0 0

a proto misto suprema bychom mohli uvaZovat limitu.

45



Definice 5. Bud y holomorfni funkce v jednotkovém kruhw I'. Budeme Fikat, e

funkce y je typu H,, jestlife
2n

sup [lp(re?)fz dp < co .
r<10

-

Poznamka. Opét bychom misto suprema mohli uvazovat limitu.

Definice 6. Bud C dostateéné hladkd krivka a Q jeji vnitiek. Bud w harmonickd
funkce definovand na Q. Budeme Fikat, Ze funkce u je typu E, jestliZe existuje
konformni zobrazent w(Z) jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze u(w(L)) je typu H.

Pozndmka. Konformn{ zobrazeni I'na 2 neni ziejmé jediné. Lze v8ak uka-
zat, %e vlastnost ,,byti typu H je nezdvisld na tom, které konformni zobra-
zeni I' na 2 uvazujeme. Tak jestliZe jsou wy({) a w,({) dvé riznd konformni
zobrazeni jednotkového kruhu na oblast Q, potom z toho, Ze u(w,(¢)) je typu H,
plyne, Ze 1 u(wy(£)) je typu H. Nam vSak bude stadit definice v uvedeném tvaru
a proto nebudeme musit dokazovat tuto nezdvislost.

Definice 7. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud ¢ holomorfni
funkce definovand na Q. Budeme fikat, Ze funkce ¢ je typu E,, jestlize existuje
konformni zobrazeni () jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze p(w(()) je typu
H,.

Vé&ta 5. Bud C dostatecné hladkd krfivka a Q2 jeji vnitrek. Bud @ holomorfnt
funkce na Q2 takovd, %e Re ¢ je typu E. Potom je ¢ typu E,.

Dikaz: Oznaéme Re ¢ = u. Podle piedpokladu existuje konformni zobra-

zeni w(() jednotkového kruhu I"na Q2 takové, Ze u*(¢) = u(w({)) jest typu H.
Polozme dile y(l) = @(w({)). Ziejmé jest u* = Re y.
Rozvitime funkei ¥ v Taylorovu fadu. Jest

0
1 (re'®) = > apke®®
E=0

a tedy
-+ [--]
Re y(re'®) = u*(re'®) = Jayr* cos kO + Sbyrksin kO ,
k=0 K=

kde

Oékzak—ibk.

Podle pfedpokladu jest u* typu H. Tedy jest

27 2n © ©

fu*(re'®)2dO = [(Sar* cos kO + Dby*sin kOR dO =
0 00 g

= n(2af + Dap® + JbI*) < D < w0
1 1

pro kazdé r < 1.
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Z toho viak plyne, Ze fady
@ el
2 2 (1)
1 1
jsou konvergentni.

Dale viak, jak se snadno nahlédne, plati
2n )
[1x(re'®)|2 d@ = 27> |x, |2 r% .
0 0

Ponévadz fady (1) jsou konvergentni, jest x({) typu H,. Podle definice jest
tedy ¢ typu E,.

Véta 6. Bud C dostatetné hladkd kfivka a Q jeji vnitrek. Bud vy holomorfni
funkce definovand na 2 a necht y je typu E,. Potom funkce Re v a Im y jsou
typu L.

Dukaz: Ziejmé.

Vé&ta 7. Bud vy holomorfni funkce definovand na jednotkovém kruhu I' =
= B[{, |C| < 1]a necht jey typu H,. Potom v jest skoro viude whlové prodluZitelnd
na hranici y = E[¢, || = 1].

Dukaz: Viz [4], str. 82.

Vé&ta 8. Bud C dostatetné hladkd krivka a Q jeji vnittek. Bud w holomorfnt
funkce definovand na 2 a necht p jest typu E,. Potom vy je skoro vdude whlové
prodlutitelnd na hranic C.

Dikaz: Podle piedpokladu jest y typu £,. Existuje proto funkce w({), ktera
konformné zobrazuje jednotkovy kruh I"na (2 takova, Ze y(w({)) jest typu H,.
Podle predeslé vty jest w(w({)) skoro viude uhlové prodluZitelnd na hranici.
Ponévady tihlové prodlouZeni na I" ziistane thlovym prodlouZenim i po kon-
formnim zobrazeni na £, jest y hlové prodluZitelpa na hranici C.

Véta 9. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitfek. Bud v holomorfni
funkce definovand na Q2 takovd, Ze Re y jest typu E. Potom jsou funkce Re p a
Im y skoro vdude 1hlové prodluZitelné na hranici.

Dukaz: Tvrzeni jest disledkem vét 5 a 8.

Véta 10. Bud y holomorfni funkce definovand na jednotkovém kruhwu I' a necht y
je typu H,. Jestlife y(e'®) jest whlové prodloufeni funkce v na hranici kruhu (to
existuje pro skoro véechna @ € {0, 2x) (viz vétw 7)), potom plati

2n
lim [|y(eel*) — p(e®)|2dp = 0.
¢—>1— 0

Dukaz: Rozviiime funkei g v Taylorovu fadu. Bude
0
p(8) = ZakC" .
k=0 .
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Pro ¢ < 1 plati Parsevalova rovnost

2n
1 ‘ <
- I ip)|2 —_— 12 o2,
%JMwnw Sl e
Protoze y je typu H,, plati tedy

it <o

Bud nyni 0 << 4 < 1. Dostavédme vztah

=0

2n
7213 f lp(oe'®) — p(Agei®)[* dp = D lmyf? (1 — ).
k
0

Prejdeme-li k limit& pro ¢ — 1, plyne z Fatouovy nerovnosti
2n

%fMWFwwwwgmmm—ma
0

z ¢ehoz dale plyne nae tvrzeni.

Vé&ta 11. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud v holomorfni
funkce definovand na Q takovd, fe Re v’ € Ly?. Potom jest v typu E,. Ddle budi¥
zge Q. Jestlite v Ly? jest |Re ¢'|| < 1 a jestlize p(zo) = Im 9'(z,) = 0, potom
plati [|p|2ds < A, kde A zdvisi pouze na C a z, (nikoliv na y).

¢

Dikaz: Bud w({) konformni zobrazeni jednotkového kruhu /" na Q. Necht
pii tom jest w(0) = z,. Polozme yx({) = y'(w({)). Podle pFedpokladu bude
Im x(0) = 0. Ponévadz podle véty 1 mé |w'({)| kladné minimum, plati

{J(Re P)Rd = {f(Re 22 o’ 2dl > Déf(Re x)2drl.

Z véty 4 dale plyne, Ze ]
fflllz ar< lefIRe apPdl' < szf(Re y')2dQ.
r r Q

Bud nyni #(f) holomorfni funkce na jednotkovém kruhu takova, Ze »(0) = 0
a %' ({) = x(0) 0'({). Plati

JJ1#2ar < Dy f|x2 I’ < D[ [(Re y')* dQ .
r T r
Rozvinme funkei » v Taylorovu fadu. Jest

# () = iaké”‘ .
¥=0

Dile plati

0

ar) v Ioclcl2
frf]x] dI *nkgom,
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je konvergentni a

o 2
z ehoi plyne, 7e Yada > ]I"‘ i
k=0"

g A [) J(Rey')2dQ.

Ponévadz jest

plati, Ze

lim fa/(le"? de = 2n2 —Ia—kl———
A>1— 0 k+ 12"

@ 2
Ponévads fada }l‘oi_f_[‘l je konvergentni, jest tim spife konvergentni fada
¥=0
2

Tlc_l?—‘{-’il_l?‘ Z toho plyne, Ze funkce x je typu H,. Dale pak podle véty 10 jest

£=0
f]u (el?)|2 dp = hm f[x (Rei?)]2 = 232 —7ch—}lil_lT

a tedy

Firle®) P dp < Dyf f(Re ) d2.
0 Q2

Snadno se jiz nahlédne nase tvrzeni, uvazime-li jen, Ze »({) = p(w({)) a Ze podle
véty 1 jest |w’({)| omezené.

Definice 8. Bud C dostatené hladkd k¥ivka a O jeji vnitiek. Posloupnost har-
monickijch funkct u, e Ly? (n = 1, 2, ...) nazveme uzavienou v Ly°, jestlite pro
kazdé & > 0 a katdou funkci we Ly? existujs redlné koeficienty o, (n = 1,2, .
N) tak, Ze plath

N
[f(n— Dau,)2dQ <e.
Q n=1

Definice 9. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitfek. Posloupnost holo-
morfnich funkct v, e Ly*? (n = 1, 2, ...) nazveme uzavienou v L3*?, jestliZe pro
kadé ¢ > 0 a kaZdou funkci pe Ly*? existuji koeficienty «, (n = 1,2, ..., N)
tak, Ze plati

ff('l’ - S‘o‘nwn) a2 <e.
n=1

Véta 12. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud w, (n = 1,2, ...)
uzaviend posloupnost holomorfnich funkci v L3™*?. Potom posloupnost harmomc-
kych funket uy, = Re 9, Ugn_y = L v, (n = 1,2, ...) je uzaviend v Ly?

Dikaz: Bud » holomorfni funkce definované, na 2 a nechf Reye Ly“.
Potom podle véty 4 jest y e L3*?. Tedy padle predpokladu pro kazdé & > 0
existuji koeficienty «, (n =1, 2, ..., N), Ze
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N
Lf!w - Z;xnwnlz dQ <e.

Z toho viak plyne, Ze posloupnost funkei u, jest uzaviena.

Poznadmka. Véta 12 umoZiluje nam konstruovati uzaviené posloupnosti
v L3?, nebot v L3™*? se uzavienost verifikuje snadngji ne# v Ly ?. Lze se na p¥.
presvéddit, Ze posloupnost z* jest uzaviena. Srv. také [5], kap. V., § 4, zvlasté
pak str. 429,

3. Biharmonicky problém.

Vé&ta 13. Bud Q jednoduse souvisld oblast a g biharmonickd funkce definovand
na 2. Potom funkci g lze vyjadfit ve tvaru

g = Re [z9 + 7]
kde @, x jsou holomorfni funkce definované na 2. Ddle plati

49 = 4Re ¢’ .
Pfi tom ¢’ je uréeno aZ na ryze imaginarni konstantu.
Dukaz: Viz [6], str. 108.
Véta 14. Bud C dostatecné hladkd krivka, Q jeji vnitrek; necht zye 2. Bud
v, (r=1,2,...) posloupnost celistvijch®) funkci splitujict tyto predpoklady:
1. Posloupnost funkci v, = Re v, je uzaviend v L3?.
2. Posloupnost funkci v, = Re v, je orthonormalisovand, t. j. plati

- __J1pron=m,
j‘;fv,,v,,,dgn{o pro n £+ m.

3. Necht plati Im y,(2) = 0 pron = 1, 2, ... Bud ddle g biharmonickd funkce
na Q2 magict tyto viastnosti:
4. Ob& prvé derivace funkce g jsou spojité na L.

5. . Age Ly? .
Potom je-li g = Re [2p + x],2) plati
¢, = %zo‘nwn.;
n=1

1) Predpoklad, %e funkce y,, jsou celistvé, neni podstatny. Pondvad¥ viak pfi skuteéném
vypodtu budou pravidelnd funkee yp, celistvé, vyslovujeme v8tu 14 v uvedeném tvaru.

%) Oznafeni je min¥no jako ve vdts 13.
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tato fada komverguje v prostoru L3*? a tedy i bodové skoro stejnomérné na Q.

Pri tom
oc,,:ImfF.tp,,dt,
C

kde
I
F—ax+l—a'?;~¢+z¢+l~

Dikaz: Polozme v, = Re y,, w, = Im y,. Podle pfedpokladu jest posloup-
nost funkei v, uzaviend v prostoru Ly?. Ponévadz dale jest podle véty 2

prostor L*? tplny, mdme
o)
Ag = u = 3x.0,,
n=1

kde
&= [[v,ud®.
Q2

PonévadZ podle véty 13 jest 49 = 4Re ¢, plati

4‘P’ = Zo‘nwn )
n=1
kde fada podle véty 4 konverguje v prostoru L3*9.

Z Greenovy véty dale plyne

o _ _ o ov,
an—ffvnud!)—[fvndg—f(vng g-ﬁ)ds,
2 el ¢

kde » jest vnéjsi normala.
Dale pak plati

o, _ oy
o 8s’
jak se nahlédne z Cauchy-Rlemannovych podminek,
Tedy jest
av"ds— —a&ds—— %
T 7 )9 T T J s unds
¢ ¢ ¢
Proto jest
— ds = f ( og 3_9
f( )s 5 1)61'-{—11;,las ds .
Déle plati

ox

b

[ aog a9 . o 7
3 ds = —=cos(z, v) ds + ———sm(x, v) ds = _g_ dy—— 59_ dz

o

b
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takze
tZ 0 7
(—a-g‘l)n +g§'wn)d8: (ag v + _g'wn)ay+ (—"—gvn + —gwn)dx.

o ox ™ oy oy o
Poloime
_ o9 , .o
Jest
ag % R (T Y % Im(F
%vvt+é'?7wn—Re(Fwn)’ aan ayvn_Im(FWn)'
. Bude tedy
dn = [[vn 4942 = [Re (Fy,) dy + Im (Fy,) dzv = Im [Fyp, dt,
0 é ¢
kde
=z 1iy.

UvaiZime-li tvrzenf véty 2, jest naSe véta Gplné dokazana.

Zname-li nyni parcialni derivace na hranici C, potom podle dokazané véty
muZeme urédit s libovolnou pfesnosti funkei ¢’. Ve vété je podstatny predpo-
klad existence biharmonické funkce. Postup pro urdeni funkce ¢’ by totiz mél
formalni vyznam i tehdy, kdyby biharmonicka funkce neexistovala. Tedy jest-
ag og
o’ oy
musf{ byt zarulena existence biharmonické funkce. Pro kfivku dostateéné
hladkou ve smyslu tohoto ¢lanku jest existenéni véta dokdzana pomoci variad-
nich principi; nelze vSak obecns zarudit, fe parcidlni derivace jsou spojité na 2,
jak predpokldda nase véta. UkaZeme viak, %e pFedpoklad spojitosti funkei

lize chceme ze znamych okrajovych hodnot funkef vyjadiit funkei ¢,

%2, g% na 2 neni podstatny a Ze jej lze nahradit pfedpokladem slabsim, ktery
jiz bude splnén. .

Nejprve si v8ak dokiZeme pomocné véty.

V&ta 15. Bud I jednotkovy kruh. Bud redlnd f spojitd funkce na I" takovd, Ze
obé parcidlni derivace jsou na I' spojité a integrovatelné s kvadrdtem. Potom

1. pro ka¥dé ¢ z intervdlu (1, 1) plati

frwrsn <o [ fraos [ f[('+ (2]ac].

0
kde jest D konstanta nezdvisld na f a kde

S=E[z» ‘z[ < %]»
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v

2. existuje funkce f(e'®), e

2n .
lim [(f(ge'?) — f(e'?)? dp = 0.
e—>1— 0

Dukaz provedeme na zékladé myslenky, které uzil S. L. SOBOLEV (srv. [6])
pii dikazu jedné obecné véty. Nase tvrzent jest sice disledkem této véty, presto
vSak budeme hlavni my&lenku reprodukovat v na§em specialnim pi¥ipads.

1. DokéaZeme nejprve prvni ¢ast nageho tvrzeni.

Bud

S = Ez, 2| < 1]
a poloZme
1
e =" pro |2| <
v(E) = {0 pro |z| =
D2y, 1, O) = v(z; + ret®),

f(zl: ’I', @) = f(zl + reie) H

Lo S
- -

'7)(21, r, @) = —rf'a(zl’ o; 0) e dQ .

Pro 2, =+ z, bud dale

W(ZI’ 22) = W(zla 1', @) 1)
kde
2, =2, +1e®, r>0, 0<0 <2
a predpoklédejme vidy dale, Ze |z,| > %.
Snadno se nahlédne, %e funkce p(2;, 2,) PFi pevném z, jest rtizni od nuly
pouze na oblasti Q¢ kterd je ohranifena ¢dst{ kruhu |2| = } a tetnami k §
z bodu Z; (viz obr.).

Definujme déle pomocnou funkei
V(zb T, 9) = ﬂzp 7, @) 17’(21, r, @) = ;(21, 7, @) . fi(zu 0, @) 0 d@
r

pro
2, +rel®el

V(ze, 1, 0) =0
pro
2 + re'® none I,
Polozime-li r = 0, bude ,
V(z 0, 0) = f(z,, 0, 0) . §(2,, 0, O) = — f(z,) I3 0.0) 0 de

a dale
V(Zp 0, @) =0.
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Derivujme funkei V(2,, r, @) podle r. Dostaneme

of . ~ .
g;‘ (257, O) = 5{,’(21’ 7, @) P(z, 7, ) + f(z1, 7, O) V(zy, 7, O) 1 (5)

pro
2, +re'®el,

v
'a;' (zly 7, @) =0

pro
2, + re!® none I'.

Tuto funkei nyn{ integrujme podle » od 0 do 0. Vzhledem k (3) a (4) bude
platit -

@

f(zl)f (24, 7, O) rdr—ff (21, 7, O) 79 (24, 7, @) dr +
0

—}-f—Z—i— (71, 7, O) p(zy, 1, O) dr. (6)
0

Integrujme nyni rovnici (6) v mezich od 0 do 2z podle &. Dostaneme

2% © 2n o
f(zl)def{;'(zl, r, @) rdr =fd@ff(zl, r, 0) 0 (2, r, O)r dr +
0
+jﬁqﬁ—@, L O) rar.

Tuto rovnici miZeme napsat jesté ve tvaru

f(zl)ff”(zz) de,, = fff(zz) v(z,) A€, +
E
+ff s — dQ (©)
a’”zl 2y 1 %2 Q( 15 ) o

znadi derivaci funkce f ve sméru spojnice bodu z;z, v bodé z, a

kde

vln!n
0(2y, 23) = |2, — 2,| znaéi vzdalenost bodi. Dale piseme dQ, abychom vy-
jad¥ili, Ze pri integraci je proménny pouze bod z, zatim co bod 2, jest pevny.
Viechny integraly v (6’) jsou minény po cz1é roviné E, ale ve skutednosti jde
ovSem pouze o integraly na @),

Oznadéme dile
.éf”(zz) d.Q,' = Lfv(zz) d-Qz, =,
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takZe potom bude

a
f(z1) = —fff(zz) v(z,) dQ,, + — ff a{;(zzi) 21, 2, E(_Zl—l;;) dQ,,.

Odhadneme kazdy séitanec zvlasté. Jest

[{)ff(zz) v(2,) d-Qz,]2 < .gffz(zz) dgz,!g.fvz(zz) sz, < leffz(zz) d-Qz, .

Abychom odhadli také druhy integrél na pravé strané (7), uvazme, Ze plati

of(z) 8f(zy, 1, @) 6f os 6@ + f sm 6.

Ny - or
Mame tedy
0f(z,) 1 _ of . (2:22)
avzx,z: w(zl, z?.) 9(21’ zz) o 5—5 (5'52 + 1?/2) 08 0 ( 1’ 22) —]L
3’(“’2 + 1:’/2) n® (21, 2,) )
oy 0(21, 22)
Jest viak

[[[hemobvasJ=[[ [0 gogoca]
o [ oo oo [ (25 0.

podobny vztah dostaneme také pro druhy séitanec. Platf tudiz

2n
Of [[) [1(z2) v(z,) 42,12 dgp < O fg [rde,

JUffefonozanons of 2
iz <affigf

Pii tom
2y = .Rei'p N R <1 5

nebot je
2n

1
f o (Rew, 75) 99

0
omezens funkce.

(7)



Z toho viak jiz snadno plyne prva éast naseho tvrzeni, uZijeme-li jen Cau-
chyovy nerovnosti a uvaime-li, Ze plati pro kazda redlna é&isla relace

a® + b?
5— > ab.

2. DokéZeme nyni druhou éast. PoloZzme

. F(A):ff(%——g—i(zz)) aQ
Ir

Snadno se ukéZe, ze F(A) je spojitd funkce redlného argumentu 0 < 2 < 1.

Mimo éo F(1) = 0. Totéz plati pro 2—:{, a [ na s. Dale plati podle prvni éasti

tvrzeni

2
f(f ee'?) — f(Age))* dp < D[f (f(z) — f(42))* A2 +

o] (2 o]

Vzhledem k tomu, co jsme Fekli o F, jest prava strana pfedeslé rovnice libo-

1
volné mald, jen kdyZ 4 jest dostateéné blizké 1. PoloZime-li nyni g, = 1 — s

potom funkee f(p,e!?) tvo¥i cauchyovskou posloupnost v prostoru viech funkef
s integrovatelnym kvadriatem na intervalu 0, 2mx. PonévadZ tento prostor je
uplny, plati

f(0q€'%) — f(e*) .

Snadno se nynf také nahlédne, %e f(g,e'?) — f(e!®) pro kazdou posloupnost
@» —> 1. Tim jest nafe tvrzen{ tplné dokazano.

Definice 10. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud | spojitd
funkce na Q. Budeme fikat, Ze f je typu E*, jestlife existuje funkce-f(t) (te C)
takovd, Ze pro kadé konformni zobrazeni w(C) jednotkového kruhu I' na Q plats

‘%
hmf (w(gel?)) — f(w(el?)))2 dp = 0 .2)

o1—
Funkcs f(t), pro t e C budeme Fikat prodlouZeni funkce 1(2), z € 2 na hranici C.

Vé&ta 16. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitiek. Bud f redind funkce na
Q se spojitymi druhymi derivacemsi takovd, Ze

1) w(el?) jest spojité prodlouZeni funkce w({) na hranici. Lze snadno ukézat, e w(eiv)eC.
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[ () <

of of

. a .o *
Potom jsou funkce 7 & 2 typu E*.

Dukaz. Bud o( ¢ ) konformni zobrazen{ jednotkového kruhu I"'na Q. PoloZzme
dile

9=+ g(& + in) = g(w(é 4 in)) -

Ponévadz g mé na Q derivace integrovatelné s kvadritem a ponévadZ plati
véta 1, ma § spojité prvé derivace, které jsou integrovatelné s kvadritem
na I'. Podle véty 15 tedy existuje funkce g (e'?), kters jest prodlouZenim funkce
g na hranici. Necht nyn{ jest w,(¢) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I"
na sebe. UkaZeme, Ze plati

Jim | f (§ (01(0:1€6%)) — § (@1(0ge'?))? dpp = 0 . (1)
e—~>1l—

Skutecéné

27

f 1 (@1(0,€'%)) — § (0, (0,6'%)))? dp < f ( (@4(0,6'°)) — § (Aw, (0,€'%)))? dg +

27
+ V{(g (w,(020%%)) —g (la)l(gze’?)))z de + !(g (Awy(0,8'%)) — g (Aw,(040'%)))? do.

(2)
Ponévadz dale plati

: %G 9 e Var — ff(iz__é_g_ )”_
}_‘,?ifpf(as“) aE(AC))dF—O Jim | [5 @ —5 () dr=o,

nahlédne se snadno z véty 1 a 15, Ze prvé dvé odmocniny na pravé strané (2)
moZno ufinit libovolné malé, kdyZ bude 4 dostateénd blizké 1. Ponévadz dale
jest g (Az) omezend funkce, plati

2n

lilln J(§ (A02,(:16%)) — § (Ao, (0p6'®))* dp = O .
01> 1—
es—~>1— .

Z toho vsak jiz plyne relace (1). Proto také plati

lim f (@,(e'?)) — g (wy(0,e%))) dp = 0.

e1—~>1—0

Polozime-li nyni pro te C
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kde w-(t) jest inversni zobrazeni k w({), snadno ukiZeme, Ze

lim [ (g(w*(ee®)) — glw*(@) dp = 0

e=>1—0
pro ka#dé konformni zobrazeni w*({) jednotkového kruhu I' na Q. Skutedns

je-li w*({) konformn{ zobrazen{ I" na £, bude

~

9(z) = §(@=2)) = g (0~ Hw*(ge™))) .
Jest viak w-(w*(0e'?)) konformni zobrazeni jednotkového kruhu na sebe.

Z toho nyni jiz plyne tvrzeni nasi véty pro —2% .

Uplné stejné lze dokazat tvrzeni pro funkei %—f/ .

Véta 17. Bud C dostatecné hladkd kiivka a 2 jeji vnitiek. Budte na C definovdny
funkce h, k takové, Ze

[r2ds < o0 ; fk2ds < ©
c C

kde s je délka oblouku.

v

Necht ddle existuje spojitd na Q2 funkce f se dvéma spojitymi derivacemi takovd,
Ze

V| T P

of of

2. prodloufeni funkce — resp. e na hranici C je rovno skoro vSude hresp. k

ox
(prodlouZent existuje, viz vétu 16). Potom existuje bitharmonickd funkce g takovd, Ze

S| N TS P

2. prodlouZent funkct %g resp. Z—Z je na hranici skoro vSude rovno h resp. k.

Dukaz: Viz [6], § 14, str. 111 a dalsi.

Poznimka. Existence funkce f pfi dostateéné hladkych funkecich A resp. k
pfi splnéni nutné Neumannovy podminky (podminky momentové)?) se snadno
dokéaZe tim, %e se tato funkce piimo sestroji.

1) Neumannova podminka pro biharmonicky problém jest

fagdx+agdy —fhd:c+kdy=0.
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V&ta 18. Véta 14 plati i v tom piipadé, Ze ve 4. piedpokladu se misto spojityjch
derivaci na Q2 Zidd, aby

I CRC

Pri tom na hranict C uwvaZuje se prodlouteni obou parcidlnich derivact.
Dikaz: Bud o konformni zobrazeni jednotkového kruhu I" na Q. Bud C,

obraz kruznice y, = K [C el =1— %] a £, vnitiek C,.Ponévadzfunkcev, je

podle predpokladu celistvs, je tedy omezens a tudiz, pondvads jest Age Ly?,

plati
lim [ [v, AgdQ = ffv AgdQ .

k-0 ﬂk
Jest viak
[[v, Ag dQ = Imwan dt .
2
Daile plati

f Fy, dt = f (S% (@) —i 52 <w<c>>) pa(@(0) 0'(2) d

Cr

Ponévadz y, jest celistva, jest p,(w({)) na I omezen4. Podle Véty 1 jest omezen3

i |’|. Ponévadz podle véty 16 jsou funkce —2% a -g% typu E*, plati
lim [Fy, dt = [Fy, dt.
k> Cg C

Z toho plyne jiz snadno tvrzeni nasi véty.

Véta 19. Bud C dostatecné hladkd kiivka a Q jejt vnitfek. Bud vy, posloupnost
funkct podle véty 14. Bud g = Re [2p + x] biharmonickd funkce spliiujici pred-
poklady véty 14 neb 18. Bud ddle

. 6g ' 89 . - v . ’ .
F=getig =02 7, a g)=Ing) =0.
Necht ddle jest
. N
= iz;xn'/)n > sz L T:. =Y, Palzo) =0;
phym

anzImwandt, x;(z)_—:___l_._fmh—'q’ﬁ() t‘Pﬂ(t) dt .
¢ >

t—=z

-

c
Potom

L %—* ¢ v L3*?;
2. yy—> 5 skoro stejnomérné bodové na Q.
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Dukaz: Bud o({) konformnf zobrazeni jednotkového kruhu I"na Q. Bud C,
konformnf obraz kruznice y;, = E [C gl =1— _Ilc'] a necht Q, jest vnittek C,.
Potom ziejmé plati pro ze 02,

"N F(t) — o) —t¢'(t) F(t
Z(Z)’—2mf t—z dt_2 ft—z

Cx Ck
L fe® 1 fewiEd 1 fe(t)d
27 ) t—z  2mi ) (t—2)? Zm t—z
0. k Ck

Uzili jsme relace
ft<p () +ftp(t )t dt f @(t) dt
t—z t—z2)? t—z’

kterou snadno ziskame z véty o 1ntegracl per partes.

Avgak
.1 ( ydt 1 F(t) dt
,1,1_25;5 t—2z 2mJ) t—z’
Cr (o]
og og. * ag 9
nebof Pl -a—?;}sou typu E¥a F = + By

Podle predpokladu a véty 13 jest Ag = Re ¢’ ¢ Ly?. Proto podle véty 11 jest ¢
typu E,. Plati proto

im L gty dt _ 1 [o@)dt i L [e®Td _ 1 fe@)ids

oo 2m ) t—2z 2:77:1 t—z g koo 2ni (t —2R 27 (t—=2)2’
Cx é
lim _1_ pt) dt _ (ot .
k> 2771 t—=z Zm t—z
Cr .
Tedy
() = ! Ft)— o) 4 p(t)t dt dt 1 f o(t) dt
Y =om) T t—2 2m (t——z)2 2m ) t—z
¢ d

Z véty 14 (resp. 18) dale viak plyne, Ze Re @y = Re ¢’. Proto podle véty 11

@y konverguje na €' v pramsru. ProtoZe jest Re ¢y — Re ¢’ v Ly?, je podle

véty 11 [(py — @)2ds— 0, tedy té% [|py — ¢|ds— 0. Odtud plyne, Ze
¢ ¢

1w — %'+ Tim je dokézéna nafe véta, nebof prvé jeji ¢st je véta 18.

3. Z4vér.

Véty odstavee 2 a 3 vysvétluji ¥adu otédzek spojenych s postupem, jak jej
navrhl G. A. Grinberg.
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Pfi vypodtu zvolime nejprve uzavienou posloupnost harmonickych funkei.
Nejlépe je volime podle véty 12. Tento uzavieny systém orthonormalisujeme
na pf. zndmou Gramm-Schmidtovou methodou. Pfi numerickém ¥efeni proces
orthonormalisace riznym zpisobem modifikujeme, aby byl co nejméné pracny
vypodet. Tato ast vypodtu jest totiZz vétSinou nejpracnéjsi. Jde v podstaté
0 vhodné usporadani fefenf soustavy linedrnich rovnic.

Orthonormalisaci ziskéme basi prostoru Ls?. Tyto prvky volime tak, aby
se k nim snadno urdili p¥islu§né holomorfni funkce a jejich funkce primitivni.
Volime-li na p¥. ve vété 12 posloupnost funkei z#, splnime tim viechny uvedené
pozadavky. Pii volbé téchto funkei musime dale dbati na to, aby byl snadny
numericky vypodet skaldrnich soudinii v L3“. Tyto soudiny toti% musime p¥ed
orthonormalisaci vypoditat. Uréujeme tim prvky Grammovy matice. Je-li nyni
dana na hranici C biharmonicka funkce a jeji normalni derivace uréime snadno
dg Oog
o’ oy
Nyni muzeme podle véty 14 resp. 18 urditi jiz funkei ¢’ resp. ¢ pomoci neko-
neéné fady. Aproximativni vysledek dostaneme, kdy# vezmeme pouze konedny
polet ¢lent Fady. Abychom mohli uzit véty 18 musi feSenf existovat. O exis-
tenci se pak presvédéime pomoci véty 17. Podle véty 19 pak uréime aproxima-
tivni funkei y’ resp. x. Véta 19 podstatné zjednodusuje Grinbergiv postup. Tim
bude problém aproximativné FeSen.

Piesnost aproximace zavisi na rychlosti konvergence fady Zx,yp,. Je proto
tieba voliti funce y, tak, aby konvergence byla pokud moZno nejrychlej§i. Ve
vétsing piipadii se podits specidlni ptipad s uréitymi okrajovymi podminkami.
Jest vhodné, abychom odhadli néjakym zptisobem charakter feseni biharmo-
nického problému a uvazili jej p¥i volb& uzavieného systému harmonickych
funkei.

Biharmonicky problém m4 dulezity vyznam v aplikacich, zejména pak v theo-
rii rovinné pruznosti. P¥i tom jest dileZité znati charakter hrani¢nfho chovan{
funkef ¢ a x. Véta 11 jej do jisté miry uréuje. V nékterych piipadech toho lze
dobfe vyuziti.

Nage tivahy se tykaly pouze oblasti jednoduse souvislych s dostateéné hlad-
kou hranici. Celkem bez velkych obtiZi lze provést stejné tivahy pro oblasti
koneéné, vicendsobné souvislé, s dostateéns hladkou hranief. V praxi jsou viak
nejdtlezitéjsi piipady, kdy hranice mé uhlové body. V jednom z p¥istich éisel
ukaZi, Ze postup zistane skoro stejny i v tomto piipadé, i kdy%z na p¥. tvrzeni
véty 11 nebude spravné. V nékterém z pristich &isel také ukaii konkretni
numerické FeSeni pro piipad, %e oblast jest pravothly trojahelnik.

Tento &ldnek Fedil nékteré theoretické otdzky. Rada jich v¥ak ztstdvé ote-
viena. Zminim se zde o nékterych, které se bezprostiedns tykaji otazek souvi-
sicich s timto ¢lankem.

1. Vznikd otazka, zda lze Fici néco specidlngjsitho o chovéni funkef ¢,, x,

na C'i ob& parcidlni derivace . Budeme tim znat na C hodnoty funkce F.
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v okolf hranice a na hranici, kdyZ je na p¥. znamo, Ze druhé parcialni derivace
hledané biharmonické funkce jsou spojité na Q.

o9
oy
spojité. Potom vSak integral ve vété 18 nemusi byt koneény, a tedy uvedené
véty nelze uzit. Vznikd otdzka, zda stejny formalni postup ndm zaruéf aproxi-
mativni vysledek.

3. Velmi dileZitou otazkou jest odhad chyby.

4. DuleZity vyznam pro aplikace ma také studium vlivu volby systému
harmonickych funkei na rychlost konvergence aproximativniho feSeni.

P#i problémech s thlovymi body vznikaji dal§i otazky. O nich se zminim
v ¢lanku pojednavajicim o nékterych téchto problémech.

. ') . v s, v v v v s "> 4 a
2. Numericky postup je mozny i v piipadé, Ze na p¥. na hranici neni %g
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Pesome.

3AMETKA K OJHOMY PEMIEHUIO BUTAPMOHUYECKON
NMPOBJEMbI

NBO BABVYIIKA (Ivo Babuska), IIpara.
(Hbc’rymmo B penaxumo 19. V. 1953 r.)

B pabore comep:urca 0Ka3aTENBCTBO CXOAMMOCTH OFHOro npubiM:xeH-
HOI'0 METOJa pelleHuss GUrapMoHUYeCKcH mpoGieMsl [uIst coydas IIOCKUX 00-
Jlacrelf ¢ HOCTATOYHO IVIafKO# rpaHumel, mpepmoioskensoro I'. A. I'pun-
6eprom [1], [2]. Tarxe secr mokasaHo OJHO M3 BOBMOMKHBIX YNPOIEHMI
croco6a, mannoro 'purbeprom.
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Zusammenfassung.

BEMERKUNG ZUR GEWISSEN LOSUNG DES BIHARMONISCHEN
PROBLEMS

1VO BABUSKA, Prag.
(Eigelangt 19. V. 1953.)

Die Arbeit enthilt einen Konvergenzbeweis einer Methode fiir die Losung
eines ebenen biharmonischen Problems, welche G. A. GRINBERG [1], [2] vorge-
schlagen hat. Wir geben auch eine Vereinfachung des Grinbergschen Verfahrens.
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