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Gasopis pro pdstovani matematiky, rot. 76 (1951)

HARMONICKA PRIBUZNOST

Cast 1.
ZDENEK PIRKO, Praha.
(Doslo 14, XT. 1950.)
Harmonickou piibuznosti rozumi autor superposici polarity a kvadra-
tické inverse vzhledem k jedné jednoduché kuZelosedce. V ¢ldnku od-

vozuje zékladni vlastnosti této piibuznosti, v ni% pifslusi obecnd
piimce bod a svazku pfimek kuZelosetka.

1.0. Posavadni dvahy*) shrneme a &4stetnd doplnime. Vychodis-
kem bude obapolné jednoznadné korespondence mezi analagmatickou
kiivkou a deferentou; ukdzeme, %e tato korespondence dd se vyjadiit
prostfednictvim dalsi pfibuznosti, v niZ vSak uz neodpovidd bodu opét
bod, nybrz pfimka. Nazveme ji piibuznost harmonickd a uddme pro ni
analytické vyjddfeni.

1.1. Budtez
2"' = }'z(t) (1; = 17 25 3)

jednoznalné funkce parametru ¢, majici spojité prvni derivace pro
t, < t < 8y, a takové, Ze matice

M), A, A0
dA(t)  dAlH)  dAs(0)
a At 7 de
m4 hodnost 2 v intervalu ¢, < ¢t < ¢,

Pak existuje jednoparametrickd soustava kuZelosedek
Ay(8) 2oy + Ag(t) Ti2g + Aa(t) (12, + 23) = O, (1.1,1)

které tvoif analagmatickou sit. KuZelosedky sité jsou jednoduché s vy-
jimkou onéch hodnot ¢ = t*, které jsou koFeny rovnice

13 = 0
*) Tento ¢lének navazuje sice na dlének Analagmatické édry v kvadratické inver-
81, otistény v Casopise pro péstovéni matematiky a fysiky 75 (1950), str. 266 a% 276,

ale v podstatné své d4sti je na ndm nezévisly. Pokud zpodatku na tento &lének odka--
zuji, ¢infm tak na p¥klad takto: I, 4.1 znadf: odstavec 4.1 citovaného &lénku.
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nebo rovnice

Ahy— 22 =0;

feSeni ¢* téchto rovnic vedou na slozené kuzelosedky sité (1). Viz I, 3.1,
34,4.1.

Soustava (1) ma obdlku
M\E) @5 + Ap(t) 225"+ Ay(t) (2,25 + aF) = 0

da, (¢ dA,(¢ dA,(t
—(]iff—)xzx3+ ;i) z,2q + 3()(xlx2+xa) 0

¢ili

Ty 2yt s = Ay(t) 1 A(t) : 3(A(0) F [ AR() — 44,(2) Ay(2), (1.1,2)

kde A,¢) je subdeterminant pFislu$ny k ¢-tému prvku prvnfho faddku
determinantu

1, 1, 1
di, (1) dA(t)  dAg()
de ’ dt ’ di

; M), A1), A).
Viz 1, 4.1, : '

Obélka (2) je analagmatickd v téZe inversi, v niz jsou analagmatické
kuzeloseéky sité (1). Vlastnost ta je charakteristickd: Obélka soustavy (1)
je analagmatickd kfivka o parametrickych rovnicich (2); obracens, d4-
na-li analagmatickd kiivka

f(zy, %5, 75) = 0, » (1.1,3)

pak je obdlkou kuZelosedek (1), o nich% plati

N
}.1:/'[2:13—( 10, + z sax,) ]
of of of (1.1,4)
2 9 2
’ (:’c" 0z, % 5w, oz, "8 5,
(@1, Tg, %5) = O,
8 vyloudenim ondch bodii (%), v nichz (3) je protata piimkou z; = 0 nebo
Hdicf kuZelosetkou ;2 — 28 = 0. Viz I, 4.1, 4.2.

Ka#dé jednoduché kuieloseéka, 8ité (1) dotykd se obalky (3) dvoj-
nésob; body dotyku maji soufadnice (2), jsoukolinedrni sestfedem inverse
a oviem tvoif inversni dvojici. Véta tato plati opét potud, pokud jsme
vyloudili body Fidici kuZelosedky.

Bod (4,:4;:— A3) nazyvdme ,stfedem’ kuZelosetky (1). Po-
loZzme -
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Ayidgi— Ay =y g i
(1 = ui(0);

probihd-li parametr ¢ hodnotami ¢, < t < #,, probihd kuZelosedka (1)
soustavu a jeji ,,stted’‘ pfitom popise kiivku

Y11 Y2 Ys = py(t)  pua(t) - pg(t), (1.1,5)
deferentu prislusné analagmatické kiivky (obédlky). Vztah mezi analag-
matickou kiivkou a jeji deferentou je obapolné jednoznaény. Viz I, 3.4,
4.1,4.2,4.3.

1.2, Je-li
[(@y, Tp, 33) = 0 (1.2,1%)
rovnice analagmatické kfivky, je podle rovnic (1.1,4,5)
0 0
Y1 Yz Ys = (wfa—xf; + *%-871) :
of of of (L.2,1)
2 2L 2 ). — a2 2
' (za o, T axl) ' ( “3 52,

1@y, @y, #5) = 0
parametrické vyjddfent pFislusné deferenty.
S druhé strany bud

91 Y2 ¥3) = 0 (1.2,2%)

rovnice deferenty a pfedpoklddejme jiz stéle, Ze g(y) je algebraickd homo-
gennt forma (stupnd np). Budeme hledat parametrické vyjéddieni pfislusné
analagmatické kiivky.

Analagmatické kuZelosedka nasi soustavy je
Py, Tp, T3) = Y1 %aTs + Yo21Ts — Ya(2y7, + 23) = O;
obdlka kuZelosedek h(z;y) = 0, jestlife mezi parametry y,, ¥,, y; plati
vztah (2*), je urena jednou z rovnic
9(y) =0,

hz;y) =0

a rovnicemi :
og oh _Og Oh _ Og Oh
O Oy Oy Oys Oyy Oy’

které v nasem p¥ipadé maji tvar

9 9 %
Ot — Y3 — 0Ys R
222 2,25 — (wy2y + 23)
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Oznaéime-li )1—5 (x == 0) spoletnou hodnotu téchto poméri, jsou predcha-

zejiof rovnice ekvivalentni se soustavou
o
xyTy 4 X 8_g =0

%y = (1.2,3)

"ayz
og
—(x1x2+z3)+x—= 0;

z této soustavy a z jedné z rovnic
9(y) =0, h(z;y) =0
mame eliminovat y,, ¥,, ¥ & %-
Predpoklddejme, Ze
o9 .
— =1,2,3).
a0 (=123

Pak postup je tento: Z (3,), (3,) plyne
2, _ 09 0 s _ 209 0.
— 20,72 =
%y ayz oy, Tt 3 = Z e ayz

po dosazeni do (3;)

og V( 69 9 69) ‘
- 9 . 1.2,4
Tt = 3% (aya + oys) 8y1 0Ys (12.4)

Odtud

| —
@ §le
o H
- —

[ Q

a podle (3;), (4)
' 0 0 —
xy = Zgg"—“&xz = ‘}Z('_g‘ + VG)’
Ys
pfi dem? jsme poloZili pro strudnost
( ) 100 0
0Ys a?/l a?/a
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og
Tedy a%:a8:a8 = (ay2' )(aysiv)

(o3 G 19): (B v9)

og og og -\
2 . ==
A= (ay ) * (ayl) ' (ays + ]/G) .
Odtud déle plyne

éili

0 0 0 —
xlzxz:xazslag‘ 265 %s(a—y%ngl/a), (1.2,5)

kde &,, &,, ¢ maji budto hodnotu +1 nebo —1.
Hodnoty &, &5, &3 v (5) uréime takto:

(:::1 Ty : %3) je bodem analagmatické kiivky, i pfejde pravd strana
rovnice (5) v pfibuznosti I sama v sebe. Nyni ale vyrazu

og
& . odpovidd vyra,z 36,85 5 ( - V )

2%/— odpovidé vyraz %ezea 3. (89 F ]/G), :

l}ss ? VG odpovidé vyraz e, ~— ag %
oy ayz

a pomsr jejich ]e

0 =\ . 1. 0 dg 9
}slszag ( :3 %CVG) '.*E”E’ay ( ?VG) &€ 239 ag
éili ' ' o

og 3g o9
| &6 E Peafs Gy o TN (8y3 V G)
Tedy ' o /

’ 7 0 -
Ty 1wy wy = elesag 82838 isls,( g + VG) (1.2,6)

TotoZnost (5), (6) vyZaduje, aby .

&) = g5, Gili g1, = 1; : -
lze tedy volit budto &, = &3 =¢&3 = + 1, nebo &, = ¢, =g = — 1.Oba
pfipady vedou k tému vysledku; pfidrZime se prvni volby.
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Tim jsme dosli k vysledku: Je-li

9(¥1> Y2 ¥s) =0
rovnice deferenty, jsou rovnice

g ©
mim =y %(aya-{_va)

- B Oy
kde (1.2,2)
2
A= (-a—g) —4 ﬁ —qg— ,
0ys, 0y, 0y,

spolu s rovnici

budto

91> Yo, Ys) = 0
nebo

k{2, %, 35 Yy Yos Y3) = 0

paramelrickym vyjddfenim piislusné analagmatické kitvky. Pritom pied-
pokladéame, Ze

0 =1,2,3
20 (=123
a odmocninu V‘é povaZujeme za dvojznadnou.

1.3. Tvrzeni, %e existuji analagmatické kfivky stupné vyssiho neZ

druhého, dokdZzeme, kdyZ vyjddiime stuperi analagmatické kiivky
stupném jejf deferenty. Uvahy budeme provadét na kfivkdch obecnyjch, to
jest na kfivkéch, o nichZ pfedpokldddme, Ze nemaji Zddnych singuldr-
nich boda. Piipady, kdy tomu tak neni, nechdvéme mimo rdmec éldnku.

K tomu pouzijeme parametrickych rovnic (1.2,2). Pfimka
a,r, + agry + agrg =0 (a; =0, 1 =1,2,3)

protne ana,lagmatlckou k¥ivku v bodech, které j ]sou ureny touto rovnici
a rovnicemi (1.2,2), to jest rovnici

o 0 0 0 og ©
( zag + a 852)( 28;/]1+ 15y, +aaag)+asa;}1 I —o. (1.3,1)
K tomu pfistupuje -

gly) = 0. (1.3,2)
V soufadnicich y vyjadfuje rovnice (1) kfivku stupné 2(np — 1), rovnice
(2) kfivku stupné np. Eliminaci jedné soutfadnice y; z téchto rovnic
obdriime tedy pro pomér y; : Yy zbyvajicich soufadnic rovnici stupné

2(np — 1) . np. To vlak je za nafeho piedpokladu stupeti analagmatické
kiivky. I méame:

206



Je-li np stuper;, deferenty, je istuper'i analagmatické kfivky n 4 obecné
ny = 2np(np — 1). [1.3,1]
Ale np(np — 1) je ttida mp deferenty; tedy také:
Je-li mp tfida deferenty, je stupes; analagmatické kfivky n 4 obecné
ng = 2mp,
tudtz rovny dvojndsobku tFidy deferenty. [1.3,2]
Odtud plyne posléze: Abychom dospsli k analagmatickym kiivkdm
stupné vyssiho nez druhého, musime volit deferentu aspon kvadratickou.
1.4. VySetfime nyni nékteré zvlastni body leZici na teéné deferenty
a stanovime jejich vzdjemnou souvislost.

Bud g(y) = 0 rovnici deferenty (ve smyslu odst. 1.2); jeji teéna
v bodsé (y)

og og og
ay 1+8y 2+ 33'—0

protne spojnici pFisludné inversni dvopce na analagmatické kiivce
(1.2,2), to jest ptimku

Zl, 22, 23
i)
Oy, Oy, *\Oys + k =0

og og ( )
Yy b ~__ b G
0y,’ 0y, 0y, Vr

¢&ili

v bodé Y o soufadnicich
Yo iy 0
0Y30ys Oy, 0ys Oy, 0ys
Taz tetna protne pfimku X, X, &ili z; = 0 v bodé Y, o soufadnicich
og og
Yg oo =1 — =—:0; 1.4,2)
3 0y, 0y, (

pfimky PX, resp. PX, &ili kuZelosedku 2,2, = 0 protne v bodech Y,
resp. Y, o soufadnicich

Y()...2,:25 125 = (1.4,1)

% ..

Y, .. —==:0:=*%~
! 0Ys oY,

(14,3)

207



resp.

%9 . 09
aya a?/z
konedné Fidici kuZelosetku inverse K(z,2, — 22 = 0) protne v bodech,
urdenych rovnicemi

Y, ..0:— (1.4,4)

09z , 09z, Of

Wa  H2 Y
0Y1 23 _a?/zzav 0Y3
2% -,
%3 %3

z nichz plyne

% og —) 0g . ( )
== |— G):2—,
%3 ( 0Ys + l/ Y za i V
tedy v bodech Y ¥, Y¥ o soufadnicich
Bg( o9 —) og ( I ) ag og
Y*Y¥ . —= G — . (14,5
R A Rl B o~ B A
(Poznamenejme, Ze pomér (5) lze psit jednoduseji takto:
o9 o . ( og =\ .
@;@?;—5£iya,
nebudeme vSak tohoto tvaru pouZivat.)
Bod Y, le#i na spojnici Y,Y,, tedy:

o [ _og
og , Bg)
g(—-@;):gl.O—i— 92(_8—% (0 015 02 = 0).
_og og
9-0—015371-‘"928_3;

Z obou poslednich vztahti plyne

_ dg og _ o . o9
w=-— Q(ayz oy ) e ="e (ayx a?/s)

Bod harmonicky sdruZeny s Y, vzhledem k Y, Y, mé tedy soufadnice

yz ys y3 yl ya Eys
Eys Eys ayl ayl ay3 ayz
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éili
9 99 0y 9 . 09 9
a?/z a?/s a.’/1 a?/s 0y, 0ys’
To viak je podle (1) bod Y (z).
Bod Y, le#i také na spojnici Y ¥Y ¥; i je

og 0g 0g /G 9 ( 9% g
T la.%( el ) Rt e el

AN og =1
0(_— B?l) G a?/1( a?/3+ KG) 8 (— oY 1/0- ) (7,91, 2:50)
og ag

0y, 0ys
Z posledniho vztahu plyne

0.0 =2(0; + 05) =—

0,4+ 0, =0=>—0, =0,.
Bod harmonicky sdruzeny s ¥, vzhledem k Y¥, Y¥ mé tedy soufadnice
0
_.201_9..@!_:_ glﬂ_a_g_; l.aiﬂ
Y2 0Ys 0Y10ys Oy Oy
¢ili
9% %9 . ,%7%
0Y20Ys 091 0Ys 0y, 0y,
To vSak je podle (1) zase bod Y (z).
Poléra bodu Y, vzhledem k Fidici kuZelosedce K je spojnice piislusné
inversni dvojice na analagmatické k¥ivce, jak se snadno pFesvédéime.

Viechny tyto okolnosti znézoriiuje obr. 1.4. K jeho sestrojeni poznamenejme
toto: Analagmatické kuZelosetka A je urdena body X, X,, libovolnd zvolenou tes-
nou PZ, s bodem dotyku Z, na ¥dicf kuzelosesce K, a dalif libovolnd zvolenou teé-
nou PZ, (s bodem dotyku Z; nutné leZicim na ridici kuZeloseéce); z téchto Sesti
prvki 1ze vidy vybrat nezdvislé prvky v podtu potfebném pro sestrojeni kuZelosed-
ky: Sestrojime ji na pifklad z téchto péti prvka X, X,, Z2, Z,; tedna v bodé Z,
nutnd prochézi stftedem P, jak potvrzuje tieba Pascalova vdta. ,,Stfedem* analag-
matické kuZelosetky A

Mgty + Agxyxg + Ag(2128 + 22) = 0

rozumime bod (4, : 44 : — A,); jestliZe je 4,4, — AZ F 0, pak polérou tohoto bodu
vzhledem ke kuZelosedce A je pfimka x; = 0 8ili X, X, I sestrojime ,,stfed* S kuZe-
losedky A jako pél pfimky X, X, vzhledem k této kuZeloseéce. Bodem S pak vedeme
libovolnou p#imku, kterou chceme poklédat z& tednu deferenty. Sestrojime body
Y,, Y4 (resp.Y,*,Yg*) a bod Y,. Polara bodu Y, vzhledem ke kuZelosetce K protne
kuZelosedku A v bodech A4,, 4, analagmatické kiivky, prisluﬁnych k zvolené te¢nd
deferenty. Teény analagmatické kiivky v téchto bodech jsou zdroverni tedny ana-
lagmatické kuzelosetky A.
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L.6. Budeme nyni uvazovat o bodech Y, Y, (resp. Y ¥, ¥Y¥*), Y,a ¥
na teénd deferenty. Podle odst. 1.4 plati

(V,Y,YY) = —1 resp. (YXV*Y,¥)=—1. (151)

Témito vztahy je mezi tetnou deferenty a bodem Y, ktery spolu se stie-
dem P urduje pf{imku, na niZ lezi odpovidajici dvojice bod analagmatic-
ké ktivky, zjedndna obapolné jednoznaénd p¥fbuznost H mezi body (Y)
a pHimkami (tednami deferenty), a to takto: BudiZ déna jednoduché
kuzelosetka K a bod P, ktery nelezi na této kuzeloseéce. Libovolné pfimce
(te&nd deferenty) odpovidd obecné jediny bod Y s ni incidentni a uréeny
prvnim resp. druhym vztahem (1); obrdcens libovolnému bodu ¥ odpo-
vid4 obecné jedind pfimka s nim incidentn{ a uréend prvnim resp. druhym
vztahem (1). Pfitom Y,, Y, resp. Y¥, Y¥ jsou prisetiky této piimky
8 tetnami vedenymi z bodu P ke kuZelosetce K resp. priseéiky této
pHmky s kuZelosetkou K; bod Y je priseéik této pfimky s polérou bodu
P vzhledem ke kuZeloseéce K.

Nazveme pf{buznost H harmonickou piibuznostt; pfitom pro urdujici
utvary této pfibuznosti (kuZelosetku K a bod P) ponechdme jejich d¥i-
v8j¥ ndzvy (Fdicl kuZelosetka resp. stfed ptibuznosti). V p¥buznosti H
odpovidaji libovolné k¥ivce I" (deferentd), jakoZto obdlce teden, body
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ktivky 'I", kterou nazveme harmonickd kfivka ke kftvce I'; obrdcend libo-
volné kiivee ‘I" (harmonické kiivcee), jakoZto geometrickému mistu bodi,
odpovidaji v obrdcené p¥ibuznosti H-* teény kfivky I, kterou nazveme
,,inversni harmonickd kfivka ke kfivce ‘T

Je-li g(y) = O rovnice zdkladni kiivky I, je harmonické kiivka 'I"
patrng vyjddrena rovnicemi (1.4,1)

2112912 =§g_ag_:a_g?£:_2ggiﬁ_g_
0yY> 0Ys Y, 0Ys 0Y1 0y B

., (1.5,2)
a rovnici

9(y) =0 ]

parametricky; obracené pak, zndme-li harmonickou k¥ivku "I" o rovnici
'9(z) = 0, pak kazdy jeji bod Y(2) jiny nez P uréuje spojnici PY ¢&ili
25y — 21y, = 0, jejiz pél Y, vzhledem ke kuZelosedce K mé soufadnice
(— 2, 1 25 : 0), takZe kiivka I" bude obdlkou pfimek Y'Y, &ili

29%aY1 t+ %1%y — 2212543 = 0
takovych, Ze mezi jejimi parametry z,, 25, 2, plati vztah (1.5,3)
'9(2) = 0.

V dalsim textu budeme studovat vlastnosti pffbuznosti H (H-1)
soustavné a nezdvisle na pfedchézejicich vyvodech.

2.0. Pro studium vlastnosti pfibuznosti H (H-1) je vhodné zavést
ponékud jinou definici této p¥ibuznosti, nez jak jsme uvedli v odst. 1.5.
Uéinime tak v odst. 2.1 a 2.2; na zdkladé této definice poddme v odst.
2.3 a 2.4 analytické vyjddieni nasi pfibuznosti. V odst. 2.5 stanovime
homaloidni soustavy a uvedeme jejich zakladni vlastnosti.

2.1, Viz obr. 2.1. Budi% ddna jednoduchd kuZelosetka K a bod P,
ktery na této kuzelosedce nelezi; budiZz p poldra bodu P vzhledem ke
kuzelosedce K a budtez O,, O, prisediky p s K, to jest zdroven body do-
tyku teden vedenych z bodu P ke kuZeloseéce K. Oznaéme dile X, resp.
X, prisediky obecné piimky ¢ (jakozto teny zakladni kiivky I") s tenou
PO, resp. PO,; oznadme Y,, Y, resp. Y, pruseéiky této piimky ¢ s kuZelo-
selkou K resp. pfimkou p. Bod Y s pfimkou ¢ incidentni, o némz plati

(Y, Y, Y, Y)=—1,
je patrné bodem, ktery odpovidd pfimce ¢ ¥ harmonické piibuznosti H
8 Fidicf kuZelosetkou K a stiedem piibuznosti P.

UvaZujme nyni svazek — fadu kuZelosedek, urdeny tednami PO,
PO, s body dotyku O, O,. PouZitim Desarguesovy véty na tento svazek
— fadu pozndvdme: Obecnd pfimka protne kuZelosedku K vySe zminéné
soustavy a dvé jeji teny PO,, PO, ve dvou dvojicich involuce Y,, Y,
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Obr. 2.1.

a X,, X,, jejim¥ jednim samodruZnym bodem je prisesik Y, = X, spoj-
nice bodi dotyku O;, O, obou teden s touto pfimkou. TudiZ druhym samo-
druinym bodem je bod ¥ = X takovy, Ze plati

) (Y Y, Y5Y) = (X, X, X, X) = —1,
plitom X,=Y,, X=7Y.

V harmonické p¥ibuznosti H (s uréujicimi utvary K, P resp. p) lze
tudiz vidycky nahradit kuZelosedku K dvéma pfimkami, totiZ tednami
k nf sestrojenymi v jejich priiseéicich s piimkou p. Namisto urdujicich
dtvart K, p nastoupi pak tfi pfimky; oznaéime-li je O,P = #,, O,P = «x,,
0,0, = z;, mZeme piibuznost H definovati takto:

V harmonické pFibuznosti H, uréené trojstranem pfimek x,, x,, x4,
neprochdzejictch spoleéngm bodem, je obecné pFimce (jakoéto teéné zdkladnt
kfivky I'), je£ protind t¥i uvedené pfimky po fadé v bodech Y, Y,, ¥, pfi-
fazen bod Y s ni incidentni, a to tak, Ze plati

(Y, Y,Y,Y) = 1. [2.1,1,]
Geometrickym mistem bodit Y, jestlize dané pfimka se stdvéd viemi
tednami k¥ivky I, je harmonickd kfivka ‘I’
A obricend miZzeme pfibuznost H-1 definovati takto:
Obecnému bodu Y (jakoZto bodu ,,inversné‘‘ harmonické kfivky 'I")je
v pribuznosti H—1 pfifazena pfimka s nim incidentni, a to tak, Ze o jejéch
prisedicich Y,,.Y ,, Y4 8 pfimkami x,, x,, 2, platt

(Y, Y,Y,Y) = —1. [2,1.1,]
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Probiha-li dany bod vSemi body k¥ivky ‘I", obaluji viechny tyto
piimky zdkladni kiivku I

2.2. Konstrukce bodu Y, ktery v prlbuznost1 H odpovidé p¥imece ¢
(pomoci bodu Z) je patrna z obr. 2.1.

Pokud se tyké obrdcené konstrukce, kters v pribuznosti H-! pfifazuje bodu Y
odpovidajici incidentni pfimku, je tato: Bod Y spojime s pruselikem P piimek
@, 4; prusedikem O, piimek z,, 3 vedeme rovnobdiku s touto spojnici; rozpulime

bodem Y, jeji tisek mezi piimkami x,, ,; spojime bod P s bodem Y; prisedik této
spojnice s pfimkou x; je bod Y, jimZ prochazi odpovidajici pfimka. Potvrzeni této
konstrukee (v obrdzku vyznadensa uz nenf) opomijime.

2.3. Poddme analytické vyjddient pf'ibuznosti H (H-1) na ziklads
definice [2.1,1,,1,].
Trojstran piimek x,, x,, ; zvolme za trojstran soufadnic. I bude
2; = Orovnice pfimky #;, dvé pfimky x; = 0, x;, = 0 protnou se v bodé O
(=1, ¢j=2,=0; 1,5,k =1,2,3; ¢ =9 &=k &= 1). Obecnd piimka
Zfixi =0
1

protne pHmky _
‘ 2z, =0, 2,=0, =0
v bodech

Y1(0; — &3; §a) Yo(— &35 0; &y), Yy(— &y &450).
Soufadnice bodu Y, lze také vyjadiiti takto:

— &) =1.0+pu(—&)
0&; =M—=&)+u.0 ¢ (o==0);
0.0 =Af +pué
je tedy

l=—e§‘ #=e-§—:-

Jsou tedy souradnice (‘z,; ‘x,; ‘x;) bodu Y vyjaddfeny rovnicemi

a'zy = 4.0 —pu(—§&) '

o'ty =A(—&)—u.0 | (o 0)

0'wy = Afgy —uéy
po dosazeni za A, u:

Yoy @y g = £p85 1 &5 1 — 28, (2:3,1)
Rovnicemi (1) je pfimee [£] pFifazen obecns jediny bod ("z) s ni incidentni.

Obricenfm rovnic (1) obdrzime - [
£ 18y &g ="y e g 1 — 2', s (2.3,2)

bodu ('z) je pfifazena obecn$ jedind p¥imka [£] s nim incidentni.
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Tedy:
Harmonickd pribuznost je biraciondlnt pribuznost mezi pfimkou [£]

a bodem incidentnims, kterd (pfi nast volbé soustavy soufadnic) je vyjddfena
rovnicems (1), (2) [2.3,1]

2.4. Rovnice (2.3,1,2) nalezli jsme za pfedpokladu, Ze t¥i pHmky x;
nejdou spoleénym bodem. ,
Jestlize viak tyto pfimky ndlezi svazku a jsou-li jejich rovnice
2 =0, £, =0, bz, + kgry =0 (ky, ky 5= 0),
tu pfimece [£] je opét piifazen obecns jediny bod (‘) s ni incidentni
Ty g wg = koky i by gt — (kady + Ky&);
obrécend viak kazd4d piimka jdouci obeecnym bodem (‘x) vytvoii s timto
bodem a svymi prisediky s pfimkami z; étvefiny téZe hodnoty dvoj-
poméru -——%%2 Harmonickd pFibuznost se redukuje na piipad
1
singuldrnt korelace.
Harmonickd pifbuznost bude oviem singuldrni i v téch pi¥ipadech,
kdy p¥imka x; splyne s ndkterou z pfimek , resp. x,, nebo jestliZe splynou
viechny tyto pfimky.

VySetfovani téchto zvldstnich piipada viak opomijime.

2.b. Necht pfimka [£] se ot4déi kolem bodu (z), ktery neleZ{ na %4dné
piimce zékladniho trojstranu. Takto vzniklému svazku

z‘”sfc =0
i

odpovidé podle rovnic (2.3,2) kuZelosedka

2,\ 0, Ty + T4' %, g — 225’ T, = 0.

Véta:

Svazku prémek odpovidd v harmonické pFibuznosti H kuzeloseéka obsa-
hujict stfed svazkw a vrcholy zdkladniho trojstranu. Teény této kuZeloselky
v bodech Oy, O, protinaji se v bodé, ktery je kolinedrni se stfedem svazku
a 8 vrcholem P zdkladniho trojstranu. [2.5,1]

Lezi-li bod (x) na nékteré pfimce zdkladniho trojstranu nebo sply-
va-li s nékterym jeho vrcholem, odpovidajici kuzelosetka se rozpadé. Lze
snadno nalézt véty, které odpovidaji témto zvldsitnim polohdm stiedu
svazku.

Necht bod (*x) probihd ptimku [*'£], jeZ neprochézi Zadnym vrcholem
zdkladniho trojstranu. Bodové fadé

Z;:‘Ei‘xi‘ =0
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podle rovnic (2.3,1) odpovida kuZelosecka

‘515253 + ‘525153 - 2‘535152 = 0.

Véta (dudlni k véts [1]):

Primé fadé bodové odpovidd v ,,inversnt‘* harmonické pribuznostt H—1
kuZelosetka dotykajict se dané primky (nositelky fady) a stran zakladniho
trojstranu. Primka spojujici body dotyku této kuZeloselky se stranami 0,0;,
0,0, protind danou pfimku v jejim priseéiku se stranou 0,0, zdkladniho
trojstranu. [2.5,2]

Prochdzi-li pfimka ['&] nékterym vrcholem zdkladniho trojstranu
nebo splyva-li s nékterou jeho stranou, odpovidajici kuzelosedka se roz-
padé; piislusné véty lze snadno nalézt.

Podrime nézev homaloidni soustava, pouzivany v theorii birracion4l-
nich bodovych transformaci, i pro naSe Gvahy, a sice v tomto smyslu:
homaloidni soustavou budeme rozumsét utvar, ktery odpovidd jednou
viem pHimkdm, po druhé viem bodim v roviné.

Vzhledem k vétdm [1], [2] 1ze tedy Fici o homaloidnich soustavach
nasi p¥ibuznosti toto:

Jednu soustavu homaloidnich dar tvori sif kuZelosedek, které obsa-
huji vreholy zdkladniho trojstranu, druhou soustavu tvofi utvar duélni,
to jest soustava kuZzelosedek, které se dotykaji stran zakladniho trojstra-
nu. Jacobiho kfivka prvni sité mé rovnici

a AN} a \ \ a \ \
_—a‘xl (2'5'xy), —a‘x2 (‘zq 23), a——‘xa (‘zq'z)
— 'z, ;) __8 (‘o' z,) = (‘'z,'z,) =0
a\xlk 1 %3)> P Tz 1 =
a (PR a [P [V
8_‘:1:1 (— 2'z,'x,), _a—‘x2 (—2'x,'x,), 3_‘23 (— 2'x,'x,)

&ili ‘z,'w,'w; = 0 neboli ‘z; = 0, ¢ = 1,2, 3; jsou to strany zakladniho
trojstranu. Jacobiho kfivka druhé sité je (dudlnd) &,£,&, = O neboli
£, =0,1=1,2,3; jsou to vrcholy zdkladntho trojstranu.
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