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CGasopis pro psstovani matematiky, ro&. 76 (1951)

VETA O SUPREMU A VETY S Ni EKVIVALENTNI

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Doslo 31. #{jna 1950.)
V ¢lénku se dokazuje, Ze &tyti dualezité véty matematické analysy

jsou rovnocenné, Vychézime-li z kterékoli z nich, lze zbyvajici t¥i na
jejim zéklad® dokézat.

Budeme uvazovat Styfi velmi dilezité véty z elementdrni matema-
tické analysy. Ukézeme, Ze kazdou z nich lze pokladat za fundamentélni.
Vezmeme-li totiZ jednu z nich, potom lze zbyvajici t¥i na zédkladé této
véty dokazat. Jde o tyto véty:1)

I. Véta o existenci horni (dolni) hranice neprdzdné shora
omezené (zdola omezené) mnoziny ¢iselné.

II. Vétaoexistencilimity monotonniohranidené posloup-
nosti.

ITI. Bolzano-Cauchyova podminka pro limitu posloup-
nosti.

IV. Véta o existenci hromadného bodu omezené nekoned-
né mnoziny.

Znéni vét I az IV v uvedeném potadi jest: .

I. BudiZ M neprdzdnd shora (zdola) omezend mnofina &iselnd. Potom
existuje jedno a jen jedno ¢islo G (g) takové, Ze plati:

(@) Pro vechny proky xe M je 2 < G (x> g).

(6) Je-li ¢ jakékoliv Eislo menst net G (vétst nef g), potom existuje aspor
jeden prvek x e M tak, Ze

: <z G (c>7>9).

Cislo G (g) nazyvame pak hornt hranicé (dolné hranici) mnoziny S® nebo
téz supremem (infimem) mnoziny M a znaéime supIM (infIM).

II.’M onotonnt posloupnost je konvergentni tehdy a jen tehdy, je-li
omezend.

III. Nutnd a postadujici podminka pro to, aby posloupnost &iselnd
{a,} méla vlastnt limitu, jest: k libovolné 2volenému &slu ¢ > 0 existuje
index ny tak, Ze plati

1) V uvedenych vdtdch se jedné pouze o mnoZiny eventuéln$ posloupnost
redlnych ¢&isel.
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|am — a,] < &
pro vSechna m, n > n,.

IV. KaZda nekoneéna mnofina &iselnd md aspor: jeden hromadngj bod.

V dal§fm provedeme dikazy jednotlivych shora citovanych vét za
piedpokladu znalosti jedné jediné z nich. Pro struénost bude symbol
a =b (a, b = I, II, III, IV) znamenat dikaz véty b na zdkladé platnosti
véty a. Tak na pf. IT => IV znadi dikaz véty IV na zdkladé véty II. Jde
tedy celkem o 12 diikazi, které v dal3im podévame a to tak, Ze methody
~ v prvnich 8 diikazech jsou v podstaté odlisné, ve zbyvajicich 4 diikazech
pak analogické dikaztim 1 aZ 8.

Pozndmka. V dal§im pijde tedy o bezprostiedni dikazy jedné véty
na zdkladé druhé. Pro diikkaz ekvivalence vét I, IT, III, IV by jisté stacil
cyklus diéikazt I = IT = ITI = IV = . Uéelem &lanku je viak sezndmiti
¢tendfe s béinymi dikazy elementdrni analysy a osvétliti basi, na niz
buduje elementarni analysa.

1. I=1IL

Méme dokazat vétu o existenci limity omezené monotonni posloup-
nosti (t.j. vétu IT) na zdkladé vety o existenci suprema (infima) nepra,zdne
shora (zdola) omezené mnoziny (t. j. z véty I).

Nutnost podminky véty II dokdZeme velmi snadno. Budiz tedy
{a,} monotonni konvergentni posloupnost. Oznaéme a = lima,. Zvoli-

n—>w
me-li nyni na p¥. ¢ = 1, potom z definice limity posloupnosti plyne exis-
tence pfirozeného &isla n, takového, Ze plati

a—1<a,<a-+1
" pro viechna n > n,. Polozme

K = max(a,, a, ..., a,,a + 1), k = min(a,, a,, ..., a,, a — 1).

Potom plati pro viechna ptirozend &isla n vibec
k<a, <X K,

t. j. posloupnost {a,} je omezen4.2)

Nyni dokdZeme postaditelnost podminky véty II, t. j. dokdzeme, Ze
ka?d4d monotonni omezend posloupnost je konvergentni. Vezmeme

v tGvahu neklesajici posloupnost {a,} shora omezenou. Pro ¢éleny této
posloupnosti plati tedy

,<a,<a,<...Za, <. (1,1)

Jeito posloupnost {a,} je dle pfedpokladu shora omezend, existuje ]1ste
&islo C tak, e plati pro v8echna pfirozend &isla n

a,<<C.

%) To plati pro kazdou konvergentni posloupnost (nejen monotonnf).
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Clenové posloupnosti {a,} tvoti tedy neprdzdnou shora omezenou mno-
Zinu. Podle véty I (t. j. véty o existenci suprema) existuje

- sup{an} = s
téchto vlastnosti:
a) pro viechna pfirozend n je a, < s; (1,2y
~ b) k libovolné zvolenému &islu & > 0 existuje v posloupnosti {a,}
¢len ay tak, Ze s > a, > 8 —¢.

Podle pfedpokladu je posloupnost {a,} neklesajici, t. j. plati (1,1).
Ze vztahi (1,1), (1,2) plyne pak ihned
st+e>a,>s8—e
pro viechna n > p, t. j. |a, — 8| << & pro vSechna n > p. Tedy existuje
lima,, = s; posloupnost {a,} je tedy konvergentni.

n—>owo

Pozndmka. Kdybychom vychazeli z pfedpokladu, %e dand posloup-
nost je nerostouci zdola omezend, pak by dikaz posta.éltelnostl podminky
véty II probihal obdobné. Zde bychom uzili ovSem véty o existenci
infima.

2. I=1III.

Médme dokézat nutnost a postaditelnost Bolzano-Cauchyovy pod-
minky (t. j. vétu III) z véty o existenci suprema (infima), tedy z véty I.
Nutnost podmmky véty III dokdZeme snadno. Predpoklddejme, Ze
posloupnost {a,} mé vlastni limitu, t. ] Ze existuje lima, = a. Potom,

zvolime-li ¢ > 0 jakkoliv, plyne z deflnlce limity ex1st';;:e indexu n, tak, '
Ze plati
|a, — a] < }e, |am — a| < }& pro viechna n, m > n,
a tedy
am — o] = am — @ + a— ] < |t —a| + |t —a] < Fe + Je—e
pro vSechna n, m > n,. .

Dikaz postaéltelnostl podminky véty III je ponékud komphkova-
néjsi. My si jej rozdélime na &tyfi kroky: A), B), C), D).

Predpoklddejme tedy — pro diikaz postaditelnosti podminky véty
IIT — Ze pro danou posloupnost {a,} plati: je-li ¢ > 0 jakkoliv zvolené,
potom existuje index n, tak, Ze plati

' |@p — am| < € pro viechna n, m > n,. (2,1)
Tvrdime ptedev8im, Ze

A) Posloupnost {a,} je omezend.. Abychom dokézali toto tvrzeni,
zvolme si zcela pevné & > 0 (libovolné). Pfedpoklad (2,1) miZeme téZ
psat ve tvaru
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a,— & < @y, < @, + & pro viechna n, m > M.
Mysleme si néjaké pevné n vétsi nez n, a polozme

k = min(a,, ay, ..., a,, a,— €),
K = max(a,, a,, ..., @y, @, + &).

Potom pro viechna ptirozend m plati
k< an, < K, _ (2,2)
¢im% je tvrzeni A) dokézéno.

B) Uvazujme posloupnosti

(pl) Qy; O, Ag, - - .

(Pz) a2a a3, oo

(ps) Qg, Ay, ...

(pﬂ) auy a’n—}-]) RN
atd.

Je zfejmé p, ddsteénou posloupnosti posloupnosti p,, p, ¢dstednou po-
sloupnosti posloupnosti p,, atd., p, ¢astetnou posloupnosti posloupnostl
Pn—1, atd. To vyznaéime symbohcky
pl:)pszaj"'jpn—lapn:)“' (213)
JeZto posloupnost p, je — dle tvrzeni A) — omezend, plyne odtud ihned,?3)
¥e viechny posloupnosti p,, Pg, ..., Pp—1> Pns --. jsou omezené. Cleny
kazdé z posloupnosti p,, p,, ... piedstavuji tedy neprdzdnou omezenou
mno%inu a mizeme tedy na kaZdou z nich aplikovat vétu I, t. j. vétu
v existenci suprema resp. infima. Podle této existenéni véty existuje pro
kaZdou posloupnost p, (» =1, 2, ...) supremum H, a infimum ,. Tedy
H, = supremum posloupnosti p, (» = 1,2, ...), (2,4)
h, = infimum posloupnosti p, (n =1, 2, ...).
Jezto je, podle (2,3), p, D Pp+1, plyne odtud ihned, Ze
b < bpsy, Hy = H,yy pron=1,2, ...
Dostédvdme tak dvé monotonni posloupnosti.

<< < ... <h <. (2,5a)
H>H>H> >H> (2,5b)

Tyto dv& posloupnosti jsou omezené. Je toti pro ka.zde pfirozené n, jak
snadno nahlédneme z (2,5a), (2,56b) a uvédomime-li si definici suprema
a infima, .

hlé hng Hn_—_<—.- Hl' . (2:6)

?) Viz (2,2), (5,3)-
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Neklesajici posloupnost (2,5a) je tedy podle (2,6) omezend téZ shora.
MizZeme na mnoZinu d&lent této posloupnosti aplikovat tedy vétu I
o existenci suprema. Existuje tedy &islo k takové, Ze
h = supremum {A,}. (2,7a)
Z podobnych duvodl existuje éislo H takové, Ze
H = infimum {H,}. (2,7b)
C) Dokéazeme nyni, ze b = H. Dikaz provedeme nepiimo. Pfedpo-
klddejme nejdiive
«) h>H,t.j.h—H > 0.
Jezto k je podle (2,7a) supremum mnoziny élent posloupnosti (2,5a)
a jezto, podle pfedpokladu, je H < k, existuje v posloupnosti (2,5a) jisté
&len h, tak, Ze h, > H. Vezméme si takovy &len k,. Jezto H je podle
(2,7b) infimum mnoZiny 6élentt posloupnosti (2,5b) a &, > H, existuje
v posloupnosti (2,5b) jisté élen H,, tak, ze H,, << h,. Zvolme nyni index
p tak, Ze p > n, p > m. Potom je vzhledem k (2,5a), (2,5b) h, => h, >
> H,, = H,atedy h, > H,, coz je spor s (2,6). Neni tedy » > H. Pfedpo-
klddejme tedy :

B) H>h, t.j. H—h >0.

Zvolme & = H—?’_—k > 0. Ponévadz predpokldddme platnost Bol-

zano-Cauchyovy podminky, existuje index N, tak, Ze
|am — a,| < & pro viechna n, m > N,. (2,8)

Uvazujme posloupnost py, ;1. Jezto Hy ;1 je supremum, hy, 1 infimum
mnoZiny ¢élenu této posloupnosti, existuje jisté v této posloupnosti ¢len
am, > Hy, 1 — ¢ a €len a,, < hy,.1 + & odtud plyne, Ze

Uy — @py > Hy,s1—hy 1 —26>H—~h—2e=3c—2e=c¢ (29)
(nebot vzhledem k (2,7a), (2,7b) je H < Hy, 11, b = hy,41)- Ale oba in-
dexy my, n, jsou aspon rovny N, 4 1 (nebot a,,, a,, byly vybrany z po-
sloupnosti py,+1) tedy vétsi nez N,), takZe podle (2,8) plati |ay, — a,,| <
< ¢; ale to je spor s (2,9). Neni tedy ani pfedpoklad H > h spravny.
Zbyva tedy posledni moznost

‘H =h, " (2,10)
coz jsme chtéli dokdzat.

D) Nyni jiZz snadno dokdZeme postaditelnost podminky véty III.
Vzhledem k (2,10) zavedme oznadeni

a=h=H. B (2,11)

Zvolnie ¢ > 0 libovolné. Jezto a je supremum mnoZiny ¢lent neklesajici
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posloupnosti (2,5a) a infimum mnoZiny é&lenti nerostouci posloupnosti
(2,5b), existuji indexy M,, M, tak, Ze

a—e<hy <a, (2,12)
a+¢e>Hy >a.

Zvolme ‘M, = max(M,, M,). Je-li n > M,, je a, obsazeno jak v po-
sloupnosti pyy, (a tedy a, = hy,) tak v posloupnosti pyy, (a tedy a, <Hpr,),
takZe z (2,12) plyne:

pro kazdé n > M, jea—e < a,<<a —+ g, t. j. lima, = a, ¢imZ je

N—>00
dtkaz hotov.

3. I=1V.

Méme dokazat vétu o existenci hromadného bodu omezené nekoned-
né mnoziny (tedy vétu IV) z véty o existenci suprema (infima) (t. j.
z véty I).

BudiZ tedy M dand nekoneénsd a omezend mnozina. Existuje tedy
jisté &islo ¢ > 0 tak, Ze M C (—c, ¢ (t. j. M je asti intervalu (—c,c)).
Interval I,= (— ¢, ¢) rozptlime. Necht I, je polovina intervalu I, a to
takovd, Ze prinik M . I, je nekonednd mnoZina. Jestlize p¥i pileni inter-
valti I, obsahuji oba dva nové vzniklé intervaly nekoneéné mnoho prvka
mnoziny M, pak vezméme levy z téchto intervald (a ten oznaéme I,).
Interval I, opét rozptlime. Z nové vzniklych intervalti vybereme opét
ten interval I,, pro néjz prinik M . I, je nekoneénd mnozina. Kdyby
oba ze vzniklych intervali mély tu vlastnost, pak vybereme opét levy
interval. Tak postupujeme déle. Dostdvame tak posloupnost do sebe
zafazenych intervalti

I,D0,OI1,D..0I1,D... (3,1)

takovych, Ze pro kazdé ptirozené n je pranik M . I, nekoneénou mnoZi-
nou. Oznadme 4, poditeéni bod, B, koncovy bod intervalu I,,. Je zfejmé

A, < B,pron=20,1,2,... (3,2)

Z (3,1) usoudime ihned . '
4,4, 54,<..54,5 .., (3,3a)
By>B,>B,>...2B, > ... (3,3b)

Posl(;upnost Ay, Ay, A,, ... je podle (3,3a) posloupnosti neklesajici
a to shora ohranidenou; z (3,2), (3,3b) plyne totiz pron = 0, 1, 2, ...

4,< B, < B,. (3,3c)

Polsoupnost By, B,, B,, ... je podle (3,36) posloupnosti nerostouci a to
zdola ohranidenou; z (3,2), (3,3a) plyne ihned pron = 0,1, 2, ...

A4, < A, < B, (3,3d)
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Tvrzent 1. Existuje @ = sup4,, b = infB,, a plati a = b.

n=0,1,2... n=0,1,2...

Dikaz tohoto tvrzeni: Z véty I, tedy z véty o existenci suprema resp.
infima plyne ihned existence ¢isla @ — supremum neprazdné shora ome-
zené mnoziny A,, A,, 4,, ... a existence &éisla b = infimum neprdzdné
zdola omezené mnoziny By, B;, B,, ... DokdZzeme nyni, Zze a = b. Pied-
poklddejme nejdiive, Ze

«x)a>b, t.j.a—b>0.

Jezto a je supremum mnoZiny 4, 4,, 4,, ..., existuje podle druhé
vlastnosti suprema index », tak, ze
b< 4, <L a. (3,4a)
Jezto b je infimum mnoziny By, B, B,, ..., existuje index m, tak, ze
b< By, < 4, (3,4b)
Avsak pro kazdou dvojici m,n (m,n =0, 1, 2, ...) plati
A, < By, (3,5)

coZ plyne ihned z (3,2), (3,3a), (3,3b). Na pi. pron < m
4, < Ap < Bn< B,
tedy 4,, < By, Ay, < B,,. AvSak nerovnost (3,4b) je ve sporu s nerovnosti
(3,5). Neni tedy a > b. Predpokladejme tedy, Ze
B)a<<b, t.j. b—a >0.
Délka intervalu I, = (—c, ¢ je 2¢. Tedy délka intervalu I,, podle
definice tohoto intervalu, je

[

d,=B,— 4, (3:6)

Zvolme nyni ¢ = b—a (tedy, podle pfedpokladu, je £ > 0). Potom
existuje jisté index n, tak, Ze
d, = B, — 4, < b—a = ¢ pro viechna n > n,.4) (3,7)

Protoze a je supremum mnoZiny A4, 4,, 4,, ..., b infimum mnoZiny
B,, B,, B,, ..., plati pro kazdé n

%) Proviechnan > ljetotiz 2"t = (1 + 1" ' = ("g) + ("7 + ("7 1)+
o+ *=H 214 ("7Y = n, tedy 2"! > 5. Potom véak 0 < gf—_—l < %

Pro viechna n > —z— je % < ¢ a tedy té% 2—:_; < &. Stadi tedy v (3,7) vzit ny =
- [z] Y
€
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A,Za, B, > b
odtud plyne pak
B,—4,>2b—a

pro ka?dé n. To je viak ve sporu s (3,7). NemizZe tedy byt a < b a zbyvé
posledni moZnost @ = b, jak bylo dokézat.

Tovrzent 2. Cislo @ = supA,, = infB, je hromadnym bodem mnoZi-
ny M. )

Dikaz tohoto tvrzeni. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Potom (jak plyne
z vlastnosti suprema a infima) existuji indexy m,, m, tak, Ze

a—e<Am < a, a+ &> By, > a.

Zvolme m, = max(m,, m,). Zvolme m tak, Ze m > m,. Potom podle
(3,3a), (3,3b) a nerovnosti pfedchozich je

a—e<<Ap, a+ > By,

Tedy interval (@ — ¢, a + ¢) obsahuje interval I,, = (4, By), ktery
obsahuje nekoneéné mnoho bodi mnoZiny M. Tedy je a hromadnym
bodem mnoziny M.

4. II=1

Méme dokdzat vétu I, t. j. vétu o existenci suprema (infima) ne-
prézdné mnoZiny shora (zdola) omezené na zdkladé véty II, t. j. véty
o existenci limity monotonni omezené posloupnosti.

Budiz tedy M dand neprazdnd mnozZina a piedpoklddejme, Ze je
shora omezend. Uvazujme nyni tyto mnoZiny:

M, ... mnozina vSech &isel celych,

.. . celé ¢&islo
M, ... mnozina v8ech &isel tvaru —

X1

1 1
M, ... mnoZina vSech &isel tvaru ce_e2_(231s_o , (4,1)

..................................................

celé é&islo
M, ... mnoZzina viech &sel tvaru ——5;—>

" atd.
Ztejms platf
M,CM,CM,C...CM,C... (4,2)

Ponévadz dle predpokladu je mnoZina 9N shora ohranidend, existuje
jisté v mnoZiné M, prvek a, takovy, Ze pro viechna z ¢ M plati z < a,,
. pfi dem% a, je nejmendf &slo z mnoZiny M, této vlastnosti. Podobné
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existuje v mnoZiné M, prvek a, takovy, Ze pro viechna x e IR plati
z< a,, pfi demZ a, je nejmendi &slo z mnoZiny M, této vlastnosti.
Obecné — pro kazdé ptirozené n (i pro n = 0) existuje v mnoziné M,
prvek a, takovy, Ze pro viechna z ¢ M plati

e<a, (n=0,1,2,..), (4,3)

pii ¢emz a, je nejmensi prvek z M, této vlastnosti. Vzhledem k definici
éisela, (n = 0,1, 2, ...) a vzhledem k (4,2) jest

B> 0y > Ay > o 2 Wy = (4,4)

Posloupnost &isel a(;, @y, @y, ... je tedy nerostouci a zfejmé omezend
zdola, nebot Zaddny jeji prvek — jak plyne z (4,3), neni mensi nez které-
koliv éislo € M (mnozina M je dle piedpokladu neprazdnd).

Tvrzent 1. Existuje lima, = a a plati
n—>o

ala, pron=20,1,2,... (4,5)

Diikaz tohoto tvrzeni. Podle véty II, t. j. podle véty o existenci

limity ohrani¢ené monotonni posloupnosti existuje éislo a tak, Ze

lima, = a. (4,6)

n—>w
Diilkaz vztaht (4,5) provedeme nepi'imo'. Pf'edpoklédejme tedy, Ze v po-
sloupnosti a,, a,, @, ... existuje aspon jeden élen a; tak, Ze plati a; < a.
Potom by vsak bylo, jak plyne z (4,4), ap < a; < a pro viechna m > 4.
Zvolme ¢ = a — a; (tedy je vzhledem k predpokladu e > 0). Pak by
platilo ¢ — a,, = @ — a; = ¢ pro viechna m > 1. Aviak, podle (4,6), je
a limitou posloupnosti a,, a,, @,, ..., to znamend, Ze k naSemu ¢ existuje
index p tak, Ze plati |@ — a,,| < & pro v8echna m > p. Zvolime-li index
n; > max(¢, p), potom by mélo podle predchozwh uvah platit soudasné
a— a,, > ¢, |a— a,| < &, coZ neni mozné. Nemize tedy platit a; <a
pro zadny index <. Je tedy tvrzeni (4,5) spravné.

Tvrzent 2. Pro v8echna x ¢ M je

z< a. 4T
Diikaz tohoto tvrzeni provedeme nepiimo. Pfedpoklidejme tedy, Ze
tvrzeni 2 neni sprdvné, t. j. Ze existuje v mnozing M aspoi jeden prvek z
tak, Ze £ > a. Zvolme za tohoto pfedpokladu &, = £ — a (tedy & > 0).
Ponévadz a je limitou posloupnosti ay, a,, a,, . (podle (4,6)) a ponévadz
plati (4,6), existuje pfivolbé e, = 7 —a 1ndex n, tak, Ze plati

la,—a|l =a,—a <& =2Z—a, t.j. x> a, pro viechna n > n,.

To je vSak ve sporu s (4,3). Plati tedy (4,7) pro v8echna z ¢ M.

Torzeni 3. At zvolime ¢ > 0 jakkoliv, potom existuje aspon jeden
prvek *z e M tak, Ze plati
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a—e< *x< a. (4,8)

Diikaz tohoto tvrzeni provedeme pfimo. Zvolme ¢ > 0 libovolné. Potom
existuje jisté pfirozené &islo m tak, Ze plati

2im < &8) (4,9)

Cislo

k
Ay = 2% (k celé)

k , .
je nejmensi &islo tvaru — (k celé), které je vétsi nebo rovnokterémukoliv

2m
dislu z € M. Cislo
1 ky—1
TS

tedy uZ tuto vlastnost nemd, t. j. existuje aspon jeden prvek *z e M tak,

ze *x > ap, ——L Tedy je podle tvrzeni 1 a podle (4,9)
om ylep

1
*x>am——2—m:>__a——§5 >a—e¢,
¢imz (4,8) dokézano.

Z tvrzeni 2 a 3 plyne ihned, Ze &islo a je supremum mnoziny I (viz
nerovnosti (a), (b) ve vété I). Tim je dikaz proveden.

Pozndmka 1. Ctend¥ snadno nahlédne, Ze dikaz véty o existenci
infima neprézdné zdola omezené mnoZiny se provede analogicky.

Pozndmka 2. V ptedchozim jsme dokézali existenci suprema ne-
prézdné shora omezené mnoziny. Ze existuje jen jedno takové &islo, to
plyne ihned z defini¢nich nerovnosti (a), (b) ve vété I.

5. II = III.

Z véty o existenci limity omezené monotonni posloupnosti méme
dokézat nutnost a postaditelnost Bolzano-Cauchyovy podminky (t. j.
vétu III) pro posloupnosti.

Diikaz nutnosti podminky véty III je bezprostiedni a je proveden na
poéatku dikazu 2. I = III. Abychom dokézali, Ze pro libovolnou po-
sloupnost {a,} podminka, aby k libovolné zvolenému ¢ > 0 existoval
index n, tak, aby platilo

1
5) Stadf volba celého é&fsla m > 0 takového, Ze m > max(0, e 1). Viz
poznémku 4),
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|a, — ay| < & pro viechna n, m > n,, (5,1)
je podminkou postadujici, uvazZme tyto t¥i kroky:

Tvrzent 1. Za platnosti (5,1) je dand posloupnost omezend.
Jednoduchy dikaz tohoto tvrzeni, nepfedpoklidajici znalost zddné
ze Syt zédkladnich vét, je proveden pod Sifrou A) v dikazu 2. I = III.

Tvrzent 2. Z dané posloupnosti {a,} lze vybrat (a to plati pro kazdou
posloupnost viibec) posloupnost monotonni {a;,}.
Diikaz tohoto tvrzeni je uveden jako pomocné véta, nespodivajici na

znalosti Zadné ze zdkladnich vét I az IV, v pozndmce na konci dikazu
5. 1T = III.

Tvrzent 3. Vybrand monotonni posloupost {a,,} z dané posloupnosti
{a,} (kterd spliiuje podminku (5,1)) je konvergentni.

Toto tvrzeni dokdZeme snadno. Za platnosti (5,1) je podle tvrzeni 1
dang posloupnost {a,} omezend a tedy téZ monotonni posloupnost {a;,},
jez je vybranou posloupnosti-z posloupnosti {a,}, je omezend. Podle véty
IT o existenci limity monotonni omezené posloupnosti existuje &islo a
tak, ze

a = lima,,. (5,2)
n—
Tim je tvrzeni 3 dokdzéno.

BudiZ nyni déno ¢ > 0. Podle (5,1) existuje index p, tak, Ze pro
viechna m, n > P, je |a, — a,| < }e. Jeito plati (5,2), existuje index n,
tak, ze pro r > n, je :

|a,, — a] < }e. (5.3)
Zvolme nyni r tak, Ze r > n, a soudasné ¢, > p,; potom je -
la;, — a,| < }e (5,4)

pro vechna n > p,. Soudasné viak plati (5,3). Je tedy
lan_al = lan—air + @, _a" _—<_ lan_a’ir‘ + lair _.al < %8 +
e=¢ :
pro viechna n > p,. To vSak znamen4, Ze existuje lima, = a. Tim je cely

n—>o
dikaz hotov. :

Poznamka. Ze z kazdé posloupnosti {a,} lze vybrat monotonni po-
sloupnost, to zjistime snadno timto rozborem:

A) Budeme nejdtive pfedpoklddat, Ze v dané posloupnosti {a,} ne-
existuje &len nejvétdi, t. j. Ze ke ka¥dému ¢&lenu a, dané posloupnosti
existuje jiny ¢len této posloupnosti vétsi ne% ‘a,. Pak oviem téch Elentt
vétsich nez a,, musi byt nekoneéné mnoho. Kdyby jich byl jen koneény
polet, pak jeden z nich by byl nejvétsi. Jeito pted a, je koneény podet
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glenti (t. j. a,, @y, ..., a,_,), méla by pak dan4 posloupnost jisté ¢len nej-
vétsf, demu dle pfedpokladu tak neni.
V disledku pfedchoziho lze ke kazdému indexu n urdit takovy index
r > n, %e je a, > a,. Lze tedy postupné urdit indexy
. ]-:rl<r2<7'3<...
tak, Ze plati
a, < a, < a, <...

Posloupnost {a,,} je tedy vybranou rostouci posloupnosti z dané po-
sloupnosti {a,}.

B) Predpokléddejme za druhé, Ze dand posloupnost {a,} je takova, Ze
z ni lze vybrat posloupnost {b,} tak, Ze v posloupnosti {b,} neexistuje
&len nejvétdi. Potom podle A) se dé z posloupnosti {b,} vybrat rostouci
posloupnost {c,}, jez je rovnéZ vybranou rostouci posloupnosti z posloup-
nosti {a,}.

C) Posledni mozZnost je ta, ze kaZdd vybrand posloupnost z dané
posloupnosti {a,} obsahuje &len nejvétsi. At zvolime index n jakkoliv,
pak vybrand posloupnost

Api15 Ap 425 -

z dané posloupnostl {a,} obsahu]e podle pfedpokladu nejvétsi €len. Z po-
sloupnosti

ay, Ay, Ag, ... (1)
zvolime nejvétsi dlen a,; z posloupnosti ‘
Ay 415 Xp 425 - -« (2)
zvolime nejvétii ¢len a,; z posloupnosti
pyt15 Ayt 25 - - . (3)

zvolime nejvétsi Glen a, atd.
Jezto a,, je v posloupnosti (1), je LS < a,; jeito a,, je v posloupnosti
(2), je nutné a, < a,, atd.

Dostdvame tak posloupnost
Ay, =y, = Uy, =

Z ey

coZ je vybrand nerostouci posloupnost z dané posloupnosti {an}‘.

6. III =1II.

Méme dokézat vétu o existenci limity omezené monotonni posloup-
nosti (t. j. vétu IT) na zédkladé véty III, t. j. na zdkladé podminky Bol-
zano-Cauchyovy pro posleupnosti.

Budiz tedy .

. < a, < e < : (6,1)
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dand neklesajici posloupnost. Mdme dokézati: Je-li shora omezend, je
konvergentni. Neboli: Je-li shora omezend, spliiuje podminku véty III
(nebot podle véty III je potom konvergentni). Ekvivalentni je vyrok:
Nespliiuje-li podminku véty III, neni shora omezend. DokaZzme toto:
Necht tedy posloupnost (6,1) nespliiuje podminku véty III. T. j. existuje
&9 > 0, k némuz neexistuje ptislusny index n,. T. j. at si zvolime n, jak-
koliv, existuji pfirozend &isla n, m tak, Ze je sice n > ny, m > n,, ale neni
|@n — am| < &, t. . j€ |@, — ap| = &. Oznadime-li N, vétii z &fsel n, m,
N, mensi z nich, mdme
a’N _aN1280’ t. ] aszaNl>+80 (6’2)
Zvolme nejdiive
, ny = 1.
Potom existuji podle (6,2), (6 1) indexy n, > n; > 1 tak, Ze
Ay = Ay, + &9 = a; + & (6,3),
Zvolme dale
Ny = My.

Potom exiétuji podle (6,2), (6,1), (6,3) indexy n, > ny > n, tak, Ze

m_a + &0 = @y, + g0 = a; + & + &,
tedy

A, = @y + 2¢,. (6,3),

Tak mizeme postupovati dédle. Obecns, po k krocich dojdeme k indextim
Mg = Ngp—g, Mgk > Ngk—1 > Ngk—2 takovym, Ze plati

g = Ongy_y T 60 = ngy_ + &0 (6,4)
pro viechna ptirozend k = 2. Tvrdime nyni, e plati
Uy = 0y + ke (6,3),

pro kaZdé p¥irozené &islo k. Podle (6,3) je tvrzeni (6,3), sprdvné pro k = 1.
Predpokliadejme nyni, Ze plati (6,3), pro néjaké celé élslo k>1.7Z(64)
plyne (nebot (6,4) plati pro kaidé celek >1)a,, .= = Ay, + € tedy,
vzhledem k (6,3);, @pyp, o= = gy, + €0 = 0y + keg + € = ay + (k +
4+ 1) gg. Je tedy metodou uplné indukce dokézéna platnost vztahu
(6,3), pro kazdé prirozené k.

Z (6,3), plyne vSak ihned, Ze posloupnost (6,1) neni shora omezens;
je-li totiz A libovolné ¢&islo, potom a,,, > 4 jakmile a; + kgo > 4, t. j.

]akmlle k> 14—8—“ (% je ptirozené &islo).
0
" Méme tedy dokézino, Ze nesplituje-li posloupnost (6,1) podminku

véty III, neni shora omezend. Tim je, vzhledem k tomu, co bylo na po-
Satku duka.zu fedeno, diikaz 6. III =>II hotov.
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Nutnost podminky véty II, t. j. tvrzeni, Ze konvergentni neklesajiéi
posloupnost je omezend, byla prokizina na poditku dikazu 1. I =-1II.

Pozndmka. Dukaz pro nerostouci posloupnost probihd analogicky,
co si ¢tendi snadno doplni.

7. IV =11

Méme dokazat vétu II, t. j. vétu o existenci limity monotonni ome-
zené posloupnosti, na zédkladé véty o existenci hromadného bodu ome-
zené nekonedné mnoziny (t. j. véty IV).

Nutnost podminky véty II byla dokdzdna v dikazu 1. I =-II (na
poditku tohoto ditkazu). DokdZeme tedy postaditelnost podminky véty
I1, t. j. Ze monotonni omezend posloupnost je konvergentni.

Budiz tedy {a,} dand omezend posloupnost, tieba posloupnost ne-
klesajici shora omezend. Pak existuje &islo C tak, Ze plati

Ay g Oy < c (7’1)
pro vSechna pfirozend &isla n.

Tvrzeni 1. Existuje ¢islo s tak, Ze kazdy interval (s — ¢, s + ¢€) obsa-
huje a, pro nekonetné mnoho indexi n.
Diikaz tohoto tvrzeni:

1. Necht mnoZina ¢lenti a,, je koneénd. Tedy se v posloupnosti {a,}
jisté &islo s nekoneéné mnohokrat opakuje. Ziejmé pak kazdy interval
(s — &, s + €), kde ¢ > 0, obsahuje nekoneéné mnoho élent posloupnosti
{an}.

. 2. Necht mnoZina &lent a, je nekonednd. Jeito pfedpoklddime, Ze
dand monotonni posloupnost je omezend, muzeme uzit véty IV. Podle
této véty existuje tedy aspon jeden hromadny bod mnoZiny é&lent po-
sloupnosti {a,}. Oznadéime-li tento hromadny bod s, potom interval
(s — &, 8 + €), kde ¢ > 0, obsahuje nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti
{au).

Tvrzent 2. Pro viechny indexy = je
a, < s. (7,2)

Duka.z tohoto tvrzeni provedeme nepiimo. Kdyby nepla,tllo (7,2) pro
vSechny indexy =, potom by existoval index p tak, Ze a, > s. Zvolme
takové p a polofme 7 = a, — s > 0. Pro v&echna » > p je potom a, >
> a, = s + 7 (nebot {a,} je neklesajici), takZe interval (s — 7, s + n) by
obsahoval jen koneény podet &lenil a,, coZ podle tvrzeni 1 neni mozné.

Tvrzent 3. Jest
8 = lima,,. (7,3)
n—>o0 :
Diikaz. Zvolme ¢ > 0 libovolns. Jeito s je hromadnym bodem po-
~ sloupnosti {a,}, existuje index N tak, %e |ay — 8| < ¢, tedy ay >s—e.

134



Pro viechna n > N je potom @, > ay > s —¢, a oviem, podle (7,2),
a, < 8. T. j.: Ke kazdému ¢ > 0 existuje index N tak, Ze |a, — s| << ¢ pro
v8echna n > N. Tedy plati (7,3). Tim je dikaz 7. IV =>1II hotov.

Pozndmka. Pro posloupnost nerostouci zdola omezenou probihd
dtkaz obdobné.

8. IV =111

Mime dokézat nutnost a postaditelnost Bolzano-Cauchyovy pod-
minky pro posloupnosti (t. j. vétu III) na zdkladé véty o existenci hro-
madného bodu nekoneéné omezené mnoziny, t. j. z véty IV.

Nutnost podminky véty III jsme jiZz dokazali na zaddtku dikazu
2.1 = II. DokdZeme tedy postaditelnost podminky véty III. Pfedpokla-
dejme, Ze dand posloupnost {a,} je takovd, Ze k libovolnému ¢ < 0 exis-
tuje index n, tak, Ze plati

|@, — am| < € pro viechna n, m > n,. (8,1)
Tvrzent 1. Za platnosti (8,1) je dand posloupnost {@,} omezen4.

Dtikaz tohoto tvrzeni byl jiz proveden v dukazu 2. I = III pod
heslem A).

Tvrzent 2. Plati-li pro danou posloupnost {a,} podminka (8,1), po-
tom existuje &islo a tak, Ze pro kazdé ¢ > O interval (@ — ¢, @ + €) obsa-
huje nekonedné mnoho élent posloupnosti {a,}.

Dtikaz tohoto tvrzeni. Oznaé¢me M mnozinu v3ech élenti posloupnosti
{a,}. RozliSujme dva piipady:

A) Je-li mnozina M nekoneénd, potom podle tvrzeni 1 a podle véty
IV (t. j. véty o existenci hromadného bodu nekoneéné omezené mno-
Ziny) mé aspon jeden hromadny bod. Oznadme jej a. Zvolime-li ¢ > 0,
potom — podle definice hromadného bodu nekoneéné mnoziny — obsa-
huje interval (@ — ¢, @ 4 &) nekoneéné mnoho prvkd mnoZiny M a tedy
nekoneéné mnoho élenti posloupnosti {a,}.

B) Je-li mnozina M konednd, pak existuje éislo @ rovné nekoneéné
mnoha &leniim posloupnosti {a,}. Kazdy interval (@ — ¢, a + &), kde
¢ >0, obsahuje pak jisté nekoneéné mnoho élenti posloupnosti {a,},
nebot obsahuje nejméné ty &leny, které jsou rovny &islu a a téch je neko-
neéné mnoho.

Tvrzent 3. Za platnosti podminky (8,1) pro danou posloupnost {a,}
je &islo a z tvrzeni 2 limitou posloupnosti {a,}, t. j.
a = lima,,. ‘ (8,2)
n—>
Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Podle pfedpokladu (8,1) existuje index p tak,
Ze plati
|am — a4| < }e pro viechna n, m > p. . (8,3)
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Z tvrzenf 2 plyne, Ze existuje jisté index n, tak, Ze n, > p a dile

|ag, — a| < }e. (8,4)
Je, vzhledem k (8,3), téz :
|@y, — ay| < %& pro viechna n > p. - (8,5)
Z (8,4), (8,5) plyne pak
|an — a’l_ = lan — Oy, + Ay, — a| § [an, '—anl + |aﬂx — a[ <}e+

& = ¢ pro vSechna n > p;
odtud ihned plyne (8,2). .
Zjistili jsme, Ze, je-li pro danou posloupnost splnéna podminka (8,1),
mé tato posloupnost limitu (vlastni). Je tedy podminka (8,1) postadujici
podminkou pro konvergenci, jak jsme méli dokdzat.

9. II=1V.

"Méme dokézat vétu o existenci hromadného bodu nekoneéné ome-
zené mnozZiny (t. j. vétu IV) na zdkladé véty o existenci limity omezené
monotonni posloupnosti (t. j. véty II).

Poddtek dukazu je shodny s poditkem dikazu 3. I =-IV aZ po
tvrzeni 1 v3.1 =>1IV. Dalii postup je tento: Posloupnost {4,} je neklesa-
jici a shora omezend, jak plyne z (3,3a), (3,3¢c). Posloupnost {B,} je ne-
rostouci a zdola omezend, jak plyne z (3,3b), (3,3d). Podle véty II (t. j.
véty o existenci limity monotonni omezené posloupnosti), existuji ¢isla
o, f tak, Ze

: « = lim4,, g = limB,,. 9,1)

n—~>wo - n— o

Tvrzent 1. Jest o = B.

Diikaz tohoto tvrzeni. Pro délku d, intervalu I, (n ... pfirozené ¢&islo)
plati podle (3,6)

C
: dn:Bn—'An:m' (9,2)
Zvolime-linyni e >0 libovBlné, pak existuje index n, tak, Ze plati

c
gn=1 < € PrO vSechna n > ny%),

t. j.
lim —— = 0. 9,3)

Z (9,3), (9,2) plyne pak
: limd,, = lim(B,, — 4,) = 0,

L. . n-—»o n—>w
. 8) Viz pozndmku 4),
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coz podle véty o limité rozdilu?) ddvé ihned

B = limB, = lim4, = «.

n—w n—w

Trzeni 2. Cislo o je hromadnym bodem dané mnoziny IN. '
Dikaz: Zvolme libovolné & > 0. Jeito limd, =«, limB, = «

n—>w n—w
(podle (9,1) a tvrzeni 1), existuji (ve smyslu definice limity posioupnosti)
indexy n,, n, tak, Ze

x— ¢ << A, <« -+ & pro viechna n > n,, (9,4a)
x—¢e << B, <<« -4 ¢ pro vSechna n > n,. (9,4b)

Zvolme n, = max(n,, n,). Zvolme déle n > n,; potom, vzhledem k (9,4a),
(9,4b), (3,2), plati

x—e<A, < B, <« +e.

Je tedy mnterval I, éasti intervalu (x — &, & + ¢). Ponévadz, podle své
definice, interval I, obsahuje nekoneéné mnoho bodd mnoZiny M, obsa-
huje kazdy interval (x — &, & 4 ¢) asponi jeden bod z mnoziny M rizny
od «; je tedy &« hromadnym bodem mnoziny .

10. III =1V.

Méme na zidkladé podminky Bolzano-Cauchyovy pro posloupnosti
(t. j. véty ILI) dokazat vétu o existenci hromadného bodu omezené ne-
koneéné mnoziny, t. j. vétu IV.

Podatek diikazu je stejny s podatkem dikazu 3. I = IV aZ po tvrzeni
1v3.1I=-1V.Dokdzeme ddle, Ze posloupnosti krajnich bodi intervalt I,,,
t. j. posloupnosti {4,}, {B,}, vyhovuji postadujici podmince pro konver-
genci z véty III.

Pro kazdou dvojici indextt m,n (m,n =0,1,2,...) plati totiz
(viz (3,5))

4, < By,

Odtud a z (3,6), (3,3a), (3,3b) plyne pak (pfi daném n)

[

Iy = g = Ba— A > A — 4,2 0,
c

d, = 9n—1 :Bn_.'An >Bn_BmgO

pro kazdé m > n. Tedy

7) Coz je jednoduché véta o limitédch posloupnosti, nespodivajici na Zadné
z vét I a% IV.
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‘ .
]Amf‘ 4, < o1’
(10,1)

. C
| B — B, <o

0

pro kaidé m > n.

Zvolme nyni ¢ > 0 libovolné. Potom existuje index n, tak, Ze plati

C v
) < ¢ pro viechna n > n,.8)

Potom plati téz, jak plyne z pfedchozi nerovnosti a z (10,1),
|y — 4| < &, |Bn '———B,,] < & pro viechna n, m >n,. (10,2)

Z (10,2) plyne pak ihned podle véty III, Ze posloupnosti {4,}, {B,}
jsou konvergentni, t. j. Ze existuji ¢isla «, B tak, Ze

« = lim4,, § = limB,.
n— o n—r
Zbyvajici é4st diikazu probihd stejné jako v ptipade 9. II =1V a je vy-
derpana tvrzenim 1 a tvrzenim 2 v dikazu 9. IT = IV.

Pozndmka. Dikaz 10. III = IV jsme mohli provést jinym zpasobem
takto: Prvni é4st dtikazu by byla spoleénd s dasti dikazu 3. I =1V az
po tvrzeni 1. Dal$i postup by byl tento: V kazdém intervalu I, (n =
= 0,1, 2,...) zvolime uvniti néjaky prvek a, e M (coz.je vidy moiné,
nebot prinik M . I, je vidy nekoneénd mnoZina) a to tak, Ze a, jsou vza-
jemné rizné prvky. Dostdvame tak posloupnost prvki a,e M, t. j.-
@y, Gy, Ay, ..., kKde ay je vnitinim bodem z I, @, vnitinim bodem z 1,,
atd. Snadno dokaZeme, Ze tato posloupnost vyhovuje podmince Bolzano-
Cauchyové a tedy, podle véty III, existuje lima, = a. O ¢éislu a dokaze-

n—>o ’
me pak snadno, Ze je hromadnym bodem mnoziny IN.

Tento diikaz spodivd vSak na axiomu vybéru a tomu jsme se chteli
vyhnout.

11. IV=1.

Méme dokdzat vétu I, t. j. vétu o existenci suprema (infima) ne-
prézdné shora (zdola) omezené mnoziny na zdkladé véty o existenci hro-
madného bodu omezené nekoneéné mnoziny, t. j. z véty IV.

Diikaz probihd analogicky jako dikaz 4. IT = I. Prvni ¢ist dikazu
je stejnd s ¢4sti dikazu 4. II =1 pfed tvrzenim 1 v 4. IT = I (uvazu-
jeme-li, pravé tak jako v diivéjsim citovaném dikazu, mnozinu danou
neprdzdnou a shora omezenou).

8) Viz'pozné.mku 4).
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Posloupnost @y > a; > a, = ... (viz (4,4)) je podle citované ddsti
dtikazu 4. II => I omezend. Nyni dokdZeme naprosto stejné jako v dikazu
8. IV =>1III, tvrzeni 2, Ze existuje &islo a tak, Ze kazdy interval (@ —. ¢, -
a + ¢), € >0, obsahuje nekoneéné mnoho élenti posloupnosti a,, a,,
ay, ... :

Tvrzent 1. Jest ’
ala, pron=20,1,2,... ‘ (11,1)

Dukaz tohoto tvrzeni provedeme nepfimo. Pfedpoklidejme tedy,
Ze by existoval aspon jeden ¢len a; v posloupnosti {a,}®) tak, Ze a; < a.
Potom by vak bylo, podle (4,4), a, < apro viechna n > 4. Cleni vitsich
ne% a; by byl potom nejvyse koneény poéet. Pfi volbé &, = a — a, tedy
& >0, jest
a—e¢ =a—(a—a,)=a,

Interval (¢ — ¢, @ + &) nemlZe potom obsahovat nekoneéné mnoho
¢lent posloupnosti {a,}. To je vSak ve sporu s definiéni vlastnosti &isla a
(kazdy interval (@ — ¢, @ + ¢€), kde ¢ > 0, obsahuje nekoneéné mnoho
¢lentt posloupnosti {a,}). Plati tedy (11,1).

Tvrzeni 2. Pro viechna x ¢ M plati
. < a. (11,2)
Dukaz provedeme opét nepfimo. Predpoklddejme, Ze existuje aspor
jeden prvek z,e M tak, Ze x, > a. Zvolme g, = z, — a, tedy &, > 0.

Podle definiéni vlastnosti &isla a, interval (a — &,, @ + &,) obsahuje ne-
koneéné mnoho &lent posloupnosti {a,}. Existuje jisté &len ay tak, Ze

ay<<a-+ g=a-+ (x,—a) =x,.

Ale to je ve sporu s definicf élent a,, posloupnosti {a,} (viz (4,3)). Je tedy
tvrzeni 2 sprdvné.

Tvrzent 3. Pro libovolnou volbu &isla & > 0 existuje asponi jeden
prvek x; e M tak, Ze plati '

a—e<z; < a. - (11,3)

Dtikaz tohoto tvrzeni je stejny jako v dikazu 4. IT =1, tvrzeni 3,
8 tim jedinym.rozdilem, Ze se v ném odvoldme na (11,1), tvrzeni 1, misto
na vztah (4,5).

Zbyvajici é4st dikazu 11. IV =1 je jiZ ziejmé. Z tvrzeni 2,3 plyne
ihned, Ze @ je supremum mnoZiny M.

Poznamka. Dikaz pro ptipad, Ze dand mnoZina M je neprazdnd,

zdola omezend, by probihal obdobné. Zde bychom oviem' dokazovali
existenci infima dané mnoZiny M.

?) Tedy v posloupnosti a,, @;, @y, ..., pro jejiz &leny plati (4,4).
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12. IIT =1..

‘Méme dokédzat vétu o existenci suprema (infima) neprdzdné shora
(zdola) omezené mnoziny, t. j. vétu I, na zdkladé znalosti Bolzano-
Cauchyovy podminky pro posloupnosti, tedy na zakladé véty III.

Predpokliddme-li Ze dand mnozina M je neprazdnd shora ohrani-
dend, potom muzeme pro diukaz uZit analogického postupu k dikazu
4. IT = 1. Poéatek diikazu je shodny s celou ¢dsti dikazu 4. IT = I pfed
tvrzenim 1 v 4. IT = I. Navazujice na citovanou &¢ist dikazu 4. II =1
dokdzeme, Ze posloupnost {a,} s vlastnostmi (4,3), (4,4), kde prvky a,
maji tentyZz smysl jako v 4. IT =-1, je konvergentni.

Pro m > n plati pfedns (jak plyne z (4,4)) a,, < a,. Za druhé: &islo dn

Yo 7

bylo nejmensi ¢islo tvaru on (k celé) takové, Ze Zadné &islo x € M neni

k,—1

. uz tuto vlastnost

vétdi neZ toto &slo. Tedy dislo b —5
1
nemd, t. j. existuje xye M tak, Ze xy > a, — o Ale 2, < ay, , tedy

1 .
Ay >a, — —, t. ].

on
1
Og a/n——am<§‘. (12,1)
Existuje ziejmé ke kazdému ¢ > 0 index n, tak, Ze plati
1 .
on < & pro viechna n > n,.1%) (12,2)

Z (12,2), (12,1) plyne ihned
|a, — an| < & pro véechna,‘n, m > n,.

Je tedy pro posloupnost {a,} splnéna podminka pfedchozi. Podle véty IIT
je tato podminka postadujici podminkou pro konvergenci posloupnosti
{a,}. Existuje tedy &islo a tak, Ze

lima, = a.

n—ow

Zbyvajici 4st diikazu je shodné s dikazem 4. II =1 od vztahu (4,6)
potinaje az do konce dikazu 4. IT =-1.

10) Snadny diikaz tohoto tvrzen{ je analogicky diikazu v poznémce 4).
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