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Nektera dalsi uziti Stemer-Pelzovy paraboly.
Dr. Josef Klima.
(Doklo 11. listopadu 1931.)

Byl to hlavné Pelz, ktery ve svych pojednédnich!) ukazal pii
kuzeloseékach hojné a konstruktivné velice vyhodné uZiti paraboly,
jez je obalena kolmo sdruZenymi polarami k paprskim svazku.
- Parabolu tu znal jiz Chasles,?) ale podle Pelze oznaduje se Steine-

_rovou, jezto Steiner vice se s ni zabyval?)
"V nésledujicim checi ukazati, jak lze této paraboly uziti k du-
kazu nékterych vét.

, ‘a) V projektivn{ diferencidlni geometrii definuje prof. Cech
element tfetfho ¥ddu rovinné kiivky K v bodé ¢ projektivitou
{polaritou) mezi Ffadou bodovou na te¢n& 7T kiivky K v bodé ¢
a paprskonm svazkem o -stfedu ¢.%) .

- K stanovenf{ prvku druhého fidu (t¥{ soumeznych bodd)
kiivky K v bod¥ ¢ postadi znati prvy st¥ed kiivosti &, v tom bods.

. Abychom znali prvek tietiho ¥adu (Sty¥ soumezné body), t¥eba

- znati jedté druhy stfed kiivosti k, v bod® ¢, coz je stfed kiivosti
" - evoluty B kiivky K v bodé k,.5) Z tohoto druhého uréeni prvku

’ tf'etiho Fadu lze obdr¥eti Cechovo takto: Ctyfmi soumeznymi body -

© .. v bod¥& ¢ kiivky K jde oo! kuZelosetek, tvoiicich svazek, ktery
© mé tyZ pramér S, spo_|u1ici bod ¢ 8 bodem s na kyk,, kde, jak zndmo, -

o a1y [, Uber die, Achsenbestlmmung der Kegelschmtte“ Akademie der
_ Wlssenschaften in Wien, 1876, ,,Die’ Krummungshalbmesser — Konstruk-
- zionen der: Kegelschnitte als. Korollarien eines Steiner’schen. Satzes*,
- Vé&stnik; kral. eské spoleénostl nauk v Praze, toé. 1879, »Bemerkungen
--zu den Kriimmungs — Halbmesser — Konstrukzionen der- Kegelschmt.te
: als Korollarién eines -Steiner’schen Satzes“ tamté% ro&. 1882.

e - 8) ,»Traité dea: :sections coniques*, Paris, roku 1865, str=145 a dalif.
.. 7. %) Steiner-Schrétter: ,,Vorlesungen uber synthetlsche Geometue“,
- dﬂ II 3. vyd. z roku ‘1898, str. 204.

,‘) Gech: ,,0. khvkovém ploiném elem<antu t¥etfho ¥adu pmjektxvniho
prostorut‘,,,('}as. pro. pdstovéni matematiky, roé. L, str. 219.-

,schmttevoluten und Konstruktion ‘des Kegelschnittes durch fiinf benach-
barte Punkte emer ebenen Kurve“ Véstnik spoleé. nauk rod. 1902 XVII

-+ 3) Viz na pF. préci prof. -Bobotky: ,Zur Krummung der Kegel- 'l
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ks : kys = 4 : 1 (obr. 1). Viechny tyto kuZelosetky maji pro bod t
tutéz Steiner.-Pelzovu parabolu P?, jeito tato jest uréena tetnami
T;N(¢...N 1 T), posledn{ _dotyks se v k;, a pfimkou S jako
Fidicf pnmkou Libovolné pfimce P, jdouci bodem ¢, piindle#i
tudiz tyz pol p ke viem kuzelosetkim svazku, ktery je na te¢nd 7'
v pruseéiku s teénou P’ paraboly P2, kolmou k P. Tetnu P’ do-
staneme, jestlize v ¢ vzty&ime ¢1 kolmo k P, ai protne kolmici z &,
na S v bods 1. Tedna P’ jde pak bodem 2 na N, kde 21 || T Jeito
12 f #p, je téZ patrno, jak obrdacené k. bodu p jednoznaéné stano-
. vime P. Kdyz P = T, pak p = t. Naopak projektivita 7'(p...t...) -

obr. 1.

. At(P...T...) stanovi St.-Pelzovu parabolu P? a tim téz k,, k,.
Piimce N odpovidé dotyény bod teény T se St.-Pelzovou-para-
bolou P2, Je zde zfejmd geometrickd souvislost obou urden{ prvku
tietfho Fédu kiivky K v bodé t. Projektivita (polarita) ta je singu-
larni, jestlize bod ¢ je bodem obratu kiivky K, jeito k, je ib&inym
bodem normaly N, parabola P2 sklid4 se z bodit ¢ & Icloo a smgu-
lirnf prvky jsou. tu ¢, 7. .

Vobr. 1a) ukazano jak lze snadno konstruovati kuzelosecku H,
jez mé s kiivkou K v bods ¢ spoleény prvek tfettho Fadu (hyper-
oskuluje K) a jde danym jesté bodem a. Dén-li prvek tfetiho Fadu
prvym a druhym stfedem kfivosti k,, k;, uréime primér § kuZelo-
setky H (kyu = 4ksk,). Steiner-Pelzova parabola P? bodu-¢ ms °
ohnisko f na kruzmcl, opsané nad ¢k, jako prﬁmérem a to SOu-

mé&rn8 poloZené k prisediku 1 krizznice s S vzhledem k N (klf il ,1).
Tetna P’ k. P3 sestrojend kolmo k P = ta, urdi pél.p pﬁmky P .-
Primér, ]doucf bodem p kuZelosetky H, d4 jeji stied s.a jeji-osy -
~ jsou tednami k P? z s, jeZ se snadnio urdf i omezi Jak by se sestrojila
kuieloseéka hyperoskulu]ici d&ina-h pro m teéna mfsto bodu a, ]e .
- patrno. - .
. P prostorové khvce K urduje - Cech prvek ti"etiho f&du; N
v obecném jejim bodé ts teénou T ) oskulaéni rovmou w, pstouv; ,

L — . . . e . o P “{-
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parabolickou trilinearitou mezi fadou 'bodd p na teéné 7', svazkem
rovin g o ose 7' a svazkem paprskovym o stiedu ¢ a roviné w.
I to lze synteticky ukdzati takto: Prolozme piimkou 7' libovolnou |
. rovinu p a promitnéme kiivku K ze dvou bodu 1s, 23 této roviny!
Ob¢ kuzelové plochy promitaci (1sK), (2sK) maji spoleénou teénou
rovinu ea dotykaji se vzijemné v 'bodé ¢. Pronik obou kuZelovych
ploch ma v bodé ¢ dvojny bod a kiivka K je éasti tohoto proniku.
Libovolné rovina, obsahujiei te¢nu 7, proting tudiZ ob kuZelové
plochy v oskulujicich se k¥ivkich a- oskulaéni rovina kiivky K
pak v kfivkach, majicich spo-
ovr. 2. . le¢ny prvek radu tretiho, jemuz
*  pfindlezi podle predch0z1ho jisté
polarita ¢t (P ... )AT (p...). Ms-
nime-li Jeden z bodu s, % v ro-
viné g a druhy ponechime, je
patrno, Ze stfedové praméty kiiv-
ky K z bodu téZze roviny o na
oskulaéni rovinu o kfivky maji
spoleény prvek tretiho Fadu, t. j.
hyperoskuluji se. Jezto stiedové
pruméty kfivky K z -bodd jej1
oskulaéni rovmy o maji v pri-
- métu bodu ¢ obrat, dostdivame tak k uréenf prvku t¥etiho Fadu
k¥ivky K Cichovu chara,ktenstlckou tmhneantu o singulirni tro- -
jiné ¢, T, w.

b) Dikaz a geometrlcky vyznam Smith-Mehmkeova
~ dotykového invariantu j.dvou dotykajicich se kfivek.
"Mé}me dvé dotykajici se kiivky rovinné C,, C, v-bod&'za mysleme
si kuZelosetky K,, K,, jex v bod§ t oskuluji kiivky. C,, C,, jdou
‘libovolnym bodem a a dotykajf se v ném libovolné teény A! Pak
invariant dotyku j podle B. Segrea je roven dvojpoméru téchto
dvou dvojndsob se dotykajicich kuZelosetek a dvou kuZelosedek

- “sloZenych svazku jimi uréeného. Dvojpomér ten nezivisi na poloze

bodu a a teény A.8) Pro dikaz a obecnéj$i vyznam tohoto inva-
. riantu. uvaZzujme o-dvou kuZelosedkich K,, K,, dotykajicich se
. v bodé ¢ te¢ny T (obr. 2). Kuzeloseéky tyto uréujf svazek o zaklad-
_ nich.-bodech ¢, % (% je soumezny bod k ¢ na T'), a, b (v obrazci ku-
Zelosetky KI, K, nerysoviny a-zvoleny jen body a,b). Steiner-
- - Pelzovy. paraboly, bodu ¢ .vzhledem ke kuZelosetkdm sva.zku tvoii
° fadu o zékladnich te¢ndch 7, N (¢... N-1L T), P’, kde P’ je kolmo
. 'sdruZens polira k poléfe P bodu p= - (T, ab). Rada. téchto parabol
L Je prométné, se svazkem kuZelosetek a body dotyku para,bol~

o 7.8 Viz' Fubini- Cech ,,Introductlon é la géométrie pro_]ectxve diffé-
rentwlle des’ surt‘aces," str 20, - )
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s normalou N, coZ jsou stfedy kfivosti kuZeloseek svazku, tvoii
tudiz Fadu prométnou se svazkem kuZelosetek. Vyplyva to téz
z konstrukce tohoto bodu dotyku, zvolime-li v bodé a teénu A
k nékteré kuZeloseice svazku. Kolmo sdruZend poldra R’, jdouci
bodem r = (AT) kolmo k jeho polafe R = at, vytind na N bod o
a pifmka P’ bod 7. Pienesme od ¢ na T' a N délky rp, om v sou-
hlasném sméru s témito Gsetkami! Pak rovnobézky, sestrOJene
body p, r se spojnici O vytéenych bodd, daji na' N body @', 0.
Polomér kfivosti kuZelosetky, vytéené ve svazku, = n'm = g’p.
Ve svazku j Jsou dvé sloZené kuZelosedky a to S, (ta, tb), S, (T, ab),
znichZ prvd ma stied k¥ivostivtadruha v ab&zném bods norma,lyl\
Dvojpomér kuZelosedek (K, K,, S;, S;) je tudfz roven poméru
~poloméru kiivosti kuZelosedek K,, K, v bodé t. Jeito prvy dvoj-
pomér je invariantni pfi jakékoliv projektivni transformaci, je
i pomér polomérd kfivosti invariantni.

Misto bodt a, b mozno zvoliti dualng dvé teény 4, B a dosta-
neme Fadu kuselosedek K,, K,, dotykajicich se T v bodé ¢,
a teten A, B. I zde St.-Pelzovy paraboly pro bod ¢ tvofi fadu
projektivni s prvou radou, majici zékladni teény 7', N a kolmou
sdruZenou polaru P’ k spojnici bodu ¢ s pruseéikem (4B). Invariant
dotykovy j je zde opét roven poméru polomért k¥ivosti kuzelo-
setek K, K, v bodé t a ten je stejny s dvojpomérem obou kuzelo-
sefek K, K, a sloZenych LkuZeloseéek fady, uréenych témito
kuzeloseﬁkaml K,, K,. Kuzelosetky ty skladaji se z part bodovvuh
(4B),t a (AT), (BT).

Z obojtho tohoto,advozent j ]e téZ patrny geometricky vyznam -
invariantu Smith-Mehmkeova nejen ‘podle C. Segrea, ale i dudlnf,
totiz tento: Zvolme libovolnou p¥fmku A4 a vedme z jejtho bodu m,
blizkého k prisediku (A7), teény U,, U, ke k¥ivkam C,, C,, do-
tyka]mi se téchto v okoli bodu ¢!" Pak dvojpomér (4, mt, U, U,)
m4 za limitu pro m = (A7) hodnotu invariantu j. Invatiantu 7
Ize vyhodné uiiti -k stanovem zbyvajictho prise¢iku (tedny) ku-
Zelosetek K, K,, je% se dotykaji v bods ¢ téZe tetny T', maji v bod®
tom dané stiedy kiivosti s, 8;, zname-li jesté jejich spoleény bod
(teénu) s piisluSnymi teénami A,, 4, (s prisluényml body do- -
- tyku a,, a,). : ,

- ¢) Dotyka}i i se kuzeloseéky tecen T, Ty v bodech by, by,
. (obr, 3), pak-poloméry kfivosti v.bodech b, by kazd¢.z nich jsou
v Konstanth{nr poméru Tovhém poméri’ frojmoct délek teden T, T,
.- od bodi by, by k jejich priseétku p = (T,7,). Véta tato riizné do-
kézéna, na pk. diferencidlnf geometri{ podal dikaz Sucharda
ve Vestniku spoleénostl nauk, rod. 1903, ¢fs.. VI a nazyvé .vétu
- tuddebvor @m tvou tést. vity: té uverejml sroku. 1879: Podle
,,Encyklope “ I C‘l str.” 76 vétu tu nalezl’ prvy Liouville

e
L
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r. 1844.7) Vétu tuto lze dokézati té% St;emer-Pelzovyml pa,ra.bolaml
boda b,, b, takto: Abychom vytkli urditou kuZelosetku svazku,
zvolme jeji stfed s na praméru 8, jdoucim bodem p a puliclm
bodem tétivy bb,! Qb& St. -Pelzovy pa.ra,boly\ bodd by, b, k této
kuZeloseSce maji spolednou tednu P’, jez je kolmo sdruZenou
polérou bodu p (P’ L P = bb,). Prva parabola mi4 mimo to
teény T, Ny (N, L T,) a Fidicf primku sb, a druhé tetny T, N,

a Hdici pHmku sb,. UZijeme-li véty, Ze délky teden paraboly mezi
dvéma jejimi teénaml promitaji se na libovolnou p¥imku smérem

osy paraboly do stejnych délek, bude polomér kiivosti v b, Toven
tseku-myz, normély N,, kde pz; 1 sb; a m; = (P'N,) a polomér
- kfivosti v.b, je roven podobné uréené tseéce myr, na N, Méni-li
~ stied 8 svoji polohu na 8, dostdvime viechny kuzelosetky, doty-
- kajicf se vzdjemns v by, b, a patrné body z, a x, na Ny a N, probihaji -
dvé podobné fady, jak patrno pro polohu s = p, kdy .z, a z, jsou .
ah&Znymi body normil N,, N,. Par bodovy m,, m, odpovida si
té% v ptipads, Ze s je v plilicim bod& t&tivy b,b,. Je tudiz mx, :myz,= .
 =.... = konst. Hodnotu té konstanty dostaneme snadno. v piipadé
- - paraboly svazku, t. j. kdyz 8 splyne 8 ubéznym bodem priméru S
& pak pi'fsluﬁné body. 'y, #’y jsou na z;2'yp 1 8. Oznadime:li
“byp = tn bap =ty X8Ty=yy, X8, =ys %:SP = @, jest
L hsing _ fgsing: °
il ; .'~¢.:--.sm%81n(¢~%) m‘x’ sinw.sin (p—1va)
,,.'Jeito véa.k’ Sm'l’a siny, =4 1y 8 sin (¢ —,) :sin (p — v =h: ttg,
i e, m,u:’1 m,z, = tx’ t,’, ¢imi 1est citovana véta doké.zéna. o

PR = ’)iJmé. odvozeni viz: Mannhexm ;;Cours de géométne descriptnve“,
st 211*' S,taudt. .,Beltrﬁge zZar . Ge()metme der La.ge“, str 283.- T
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d) Reditel V. Jefdbek v XLI rotniku t. asopisu uvefejnil
nésledujici vlastnost kuZelosetek, jez jest té% uvedena v ,,Encyklo-
pedii“ IIT A B 9, str. 1082: Sp01ime -li vrcholy a, b téZze osy kuzelo-
secky s hbovolnym jejim bodem p (obr. 4), vytinajf kolmice pe 1 ap,

pB L bp na ose ab tselku konstantnf délky = dvéma parametrim -
té osy. Vétu tuto lze téz dokazati uZitim St.-Pelzovych parabol,
patiicich k bodim ¢, ¢, v nichZ vrcholové teény A, B protinaji
tednu 7 bodu p. Spojnice ap, bp jsou sméry sdruZzenych pramérin
kuzeloseSky. Je tudiz #s| pb a t's| pa. Protina-li pb teénu A4
v bodé& u, je tu = at a proto normala N v bodé p protina osu ab
v bod& n, kde na = fn. Osy soumérnosti O, O’ tétlv ap, bp pro-
tinap druhou osu v témZz bodé v, ktery puli dsek sn’ norma,ly N
na té ose, poéitany od stiedu s- kuzeloseéky Rady ¢’ ..., 8 ...,
jez vytinaji osy O, O’ na ose ab, méni-li bod p svoji polohu na
kuZeloseéce, jsou podobny, jak ihned vyplyne uvaZovanim St.-
Pelz. parabol bodu ¢ a ¢'. Bod o'(8') pili vzdilenost bodu n od
- stfedu k¥ivosti ve vrcholu a(b). St¥edu. s, poéitanému k prvé fadé,
odpovidé stfed kiivosti vrcholu & v druhé ¥ad$ a naopak, z éehoz

. 2

jde, Yo fady ty jsou shodné, .takZe o'f’ = konst. =a —%
znatime-li as = a a druhou poloosu b. Délka aﬂ = 2a — 2a'f' =

=+ 21—)— = 4 2p, coz bylo dokazatl
*

Sur quelques appiications de la parabole de Steiner-Pelz.
(Extrait de Yarticle précédent.)

On emploie ici cette parabole a Ia solution de quelques pro-
blémes de géométrie, & savoir:

19 Le rapport entre 1’dlément du troisiéme ordre d’ une,
 courbe de Cech et le premier et deuxiéme centre de courbure
de la courbe au point considéré.

20, Détermination de la signification: geometnque de I'inva-:
_ riant du" contact j de Smxth Mehmke, plus générale que celle.

donnée par M. B. Segre. - ‘

- 8% Démonstration du théoréme Jde Llouvﬂle dlsant que les
rayons de courbure en deux points d’une conique sont en raison
directe des cubes- des. tangentes de la courbe en:ces points, mé- ,
surées entre ces points et leur point’ de. rencontre. -

4°. Démonstration de la proposition-de Jefabek qui dit- que
. les points d’intersection d'un axe de la conique avec les perpen-
‘diculaires menées d’un point arbitraire de la’ conique aux _droites
joignant . ce’ point - aux sommets de- cet - axe, - 0nt une. dlstance
g constante pour tous les pomts de la’ comque : RO '

. \. 
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