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- Prispévky k deskriptivni geometrii Eudoxovy

hypopédy.
L. Seifert, Brno.
(Doslo dne 29. srf)na 1935.)

Obsah: Plochy druhého stupng jdouci hypopédou, jejich ohniska.
Pramét hypopédy z jejiho obecného bodu, z jejiho vrcholu, z bodu na
povrsce valce jdouei dvojnym bodem. Pramét rovnobdzny s obecnou pfim-
kou kuZelu. Primét z bodu na kuielu neb na valci. Poznamky o k¥ivosti
praméta.

Hypopéda je prisek koule s rotaénim valcem, ktery se ji
dotyksd v jednom bodé. Byla studovana jiz ve starovéku. Eudo-
xovou sluje podle autora astronomického systému, ve kterém pravé
hypopédy hraji dilezitou tlohu. Kfivka zvana Vivianovo okno
je jeji.zvlastni piipad. Nejdilezit&j$i vlastnosti najde &tenaf
v dilech: Teixeira, Courbes spéciales remarquables, str. 324,
Loria, Curve sghembe speciali, str. 199. Mnoho zajimavych
konstruktivnich’ detailtt se najde ve spise M. Lerch, O dvou plo-
chich stupnd &tvrtého (Rozpravy I1. ttidy Ceské akademie 22 -
(1913), &. 36, 141 stran). Casem pii riznych piilezitostech a cvi-
¢enich se svymi zaky prifel jsem na jiné vlastnosti a konstruktivnf
detaily, jez zde uvefejniuji. Pro struénost jsem pokud mozno zkratil
ijpoéty dasto dosti dlouhé, aé docela elementarni a uverejiiuji jen
véty, jez v citovanych. a snadno pristupnjrch pramenech ne]sou
Chybéjici obrazky si étendf snadno sam doplni.

1. Hypopéda jest dina parametricky rovnicemi
Z = acos 2p, y = asin 29, z = 2bsing; (1)
jevi se jako prisek rotadéniho valce s kouli

xz_*_yz:a;z, xa+.yz+z2+2%1x=a2+2b2( (2)

’ 2
V obr. 1 jest O stfed kruhu (a), podstavy vélce, C’(———E— 0, 0)

jest stfed koule, A(a, 0, 0) dotyény bod obou ploch. Tento jest
dvojny hypopédy a zéroveit stfedem rotatntho kuzelu -
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; 4 '
(z—af +yr=rr (2a)
“jenz hypopédou prochézi. Ji prochdzi{ i parabolicky valec

22—{—2%;-(2:—01):0. (2b)

iz

Svazek ploch druhého stupng jdoucich hypopédou jest .
@typ—atif# s Te—al=0 ©

" a sestdvé vesmds z rotadnich ploch, s vyjimkou plochy (2b). Stopy
téchto ploch tvoif svazek kruZnic s dotykem v 4 (obr. 1). Bud &
jedna z nich se sttedem 8§, jeni je zéroveii stfedem kvadriky.
Tedna kruZnice k£ je primétem dvou pifmek kvadriky a zroven

" bisekant hypopédy, dotyény bod R jest jejich stopa. Z toho je

- ‘zfejmo, %e k je stopou hyperboloidu, kdezto kady kruh svazku,

jenz uzavirad kruh (a), je stopou elipsoidu. Abychom k danému ¢
nadli snadno prvnf a druhy primét, udiime v obr. 1. 4’B = 2,
X BA’'M, = ¢. Vzdilenost A’M, od B jest zy. Stopa T tetny
_ hypopédy v bod8 M jest priseéik teény M,T ke kruhu (a) s kol-

“micf AT ku AM, (AT je stopa tedné roviny kuelu 2a). Troj-
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thelnfk AHT je rovnoramenny a HT — HA. Bod T opisuje
cissoidu Diokletovu.

Ohniska plochy (3) leZicf mimo rovinu (xy) maji soutadnice

f=—21Z, c:( )\/——1

a jejich geom. misto je kubika

b2 _ :
[+ (E—aff]é+—({—a)=0 (4)
& v polarnich soufadnicich s pélem A4 a osou AQ
a b2
r= + - Ccos w. (4a)

2 .
Ohniska jsou re4lnd p¥i — % < &, t. ., je-li stted kvadriky v inter-
valu CO. Mame pak na (4) dvojiny bodi takové, Ze soudet vzdale-
nosti od bodt hypopédy je konstantni. -
2. Prumét hypopédy (1) z jejiho obecného bodu Mg, do
roviny z = 0 je strofoida. Snadnym vypoltem dostaneme nejprve
rovnici v pravoahlé a pak v polarni soustavé s pélem A4 a osou Az

. sin (2w —
r = 2a sin @, ——-————-—(cos —~ o) ;

M, je zékladni bod, Ay ¥dici pi{mka, 4Q’ = Q'P (obr. 1)..

Z jinych praméta kiivky z jejtho bodu zaslouZi zminky pra-
mét z vrcholu k¥ivky V(— a, 0, 2b), jenZ odpovida hodnoté ¢, = 4,
na rovinu (yz). Jest to : '

by?’z + a%? — b*y? = 0;
Longchamps ji nazyva cubique mixte.)

Projekce z bodu na kouli mimo kiivku (stereogra.flcka,) dava
bicirkulérn{ kiivku, je%Z md dv& analagmacie. Ridicf kruhy jsou
priméty kruhu z = 0 a hlavniho kruhu, ktery obsahu]e osu valce.
Tato metoda je v teorii bicirkuldrnich k¥ivek dobte znidma.

3. Bud S(a, 0,¢) bod na povrice vilce, jei jde dvomjrm
bodem A. Piimka, kterd spojuje S s bodem M hypopédy m4 na
z2=0 stopu

‘2ac¢ sin? @ . 2ac sin @ cos cp
~ ¢c—2%%sing’

vezmeme-h A za pol, Ax za osu, mé tento bod polérni souiadnice r -

1) Teixeira, Courbes spéciales remarquables, sv. 1, str. 118.
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a w=4n+ g,
: ac
2a¢ sin ¢ ac b
e S S (5)
c—2bsing b 2b
14+ =
-+ p COS w

. Vidime tedy, Ze pramét hypopédy z bodu S jest ohniskovd
konchoida kuZelosecky, pi éemZ délka, o niZ se priwodié kuZelosetky
zmenduje, jest rovna parametru.
Vyjdeme-li od této konchoidy

4

r=—p+l+scosw’

vidime, Ze ji lze povazZovati za pramét hypopédy, pii dem a = fep.
Na privodi¢i bodem A jsou body M(w), M'(x + w) a bod M,
kruznice (a). Vypodtem nebo promitinim zjistime ihned, %e body
A, My, M, M’ tvori harmonickou &étveiinu a teény boda M, M’
8 teénou kruhu v bodé M, se sekou v bodé T',.
Kartesiova rovnice kiivky (5) zni pro podatek A

(@ + y* + ep2)® = e’2*(2® + y?); (5a)
utvoifme-li inversni kiivku pro pél 4 a mocnost g2 a piSeme-li pak
S L R
ay = o bo 8%’, ostaneme

,— box
T — Qy

a poznavame, Zze mﬁﬁét (5) jest kiivka inversni s Nikomedovou
konchoidou.?)

Necht stfed promitani S(x,, ¥, 2,) je na piimee kuZelu v roviné
y = 0. Pak

a
Yo =10, &y = B (b —2p);

pro primét bodu M do z = 0 dostaneme

2% cos2p+ 2(2p—b)sing sin 2¢
T=a 2o— 2b sin ¢ S e e
nebo, vezmeme-li za poditek bod A(z =a + &, y = 1),
’ sin ¢ —sin? ¢ sin 2¢
= 2 —_— T —3 —_—
¢ O e —bsng’ 1 Y —Sbsing

%) Teixeira, 1. c., sv. 1, str. 259.
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kiivka ma trojnasobny bod 4 s teénami & =0, n = + & pro
2y > 2b je uzaviend a podoba se trifoliu,3) na né% se redukuje pfi -
2o = o0, t. j. pfi rovnobézném promitani.

4. Poslednf poznamka vnucuje otazku, jaky je pramét hypo-
pédy, promitdme-li rovnobéZzné s obecnou ptimkou kuzelu. Bud D
bod @, hypopédy, kosiny smérné piimky 4D jsou tmérné k

— a sin @,, a cos @, b,
stopa pifmky bodem M(p) rovnobéiné s AD jest (pobitek A)
& = 2a sin @(sin @, — sin @), n = 2a sin p(cos g — cos @,).
Piseme-li .
§ = dasin g sin } (g0 — ¢) cos §(po + ¢)
n = 4asin ¢ . sin §(po — ) sin 3(po + ),
vidime, Ze rovnobé&Zny primét pro pél 4 a osu Az lze psati

r = 4a sin (20 — g,) sin (g, — O) [0 = {(po + @)].  (6)

Tato rovnice ukazuje, Ze rovnobéény primét je trifolium a obracens,
kaZdé trifolium lze povaZovati za rovnobéiny pramét hypopédy
(b je libovolné). '

Oznatme M(w,y), My(£ ) horizontdlni a ¥ikmy promét
(smér 4 D) téhoZ bodu ¢ pii poéatku 4. Snadno najdeme

(€ + i) — (= + iy) = — 2ai sin pe»,

z ehoz jde, Ze vektor M, M, rovna se délkou vektoru AM, a to je
Brocardova konstrukce kiivky.!) Teény hypopédy ve dvojném
bodé se promitnou do

/N L N/ R Po
= tg 2 f cotg 5
Vezmeme-li opét O za poéatek soufadnic, jest rovnice Sikmého

pramétu
* = a cos 2p + 2a sin ¢, sin @, y = a sin 2p — 2a cos @, sin @. (6a)
Vzorce pro stfed kfivosti dostaneme snadno, napifeme-li rovnici
normaly a jeji derivaci. Pak pro ¢ = 0, ¢ =  dostaneme st¥edy
kiivosti onéch v&tvi trojného bodu, které povstanou z dvojného
bodu hypopédy

%, = 2a co8 gy — @, ¥z = — 20 COS P, — Q.

-

83) Teixeira, 1. c., sv. 1, str. 302.
4) Teixeira, sv. 1, str. 303.
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Tret{ vétev, do nf% se zobrazuji body v blizkosti @, (bod D)
mé stred k¥ivosti

T3 = 2a — a cos 2¢,, Y3 = — a Sin 2g,.

Dve& dvojné tedny (obrys valce) se dotykaji kruhu (a) a jsou
rovnob&zné s AD,, tfeti je rovnob&Znd s Ay (obrys parabolického
vélce) a dotykéd se v bodech danych rovnici sin ¢ = 1 sin ¢, (pro
néZ vymizi koeficient pfi v rovnici normaly).

Z okolnosti, %e trifolium je projekei hypopédy, plyne kon-
strukce teény. Bud M° bod trifolia, M; prisludny bod Ffidiciho
kruhu (@), 7' bod na teéné vyznadeny v odstavei (1). M,T je hledand
tetna. Bodem 7' jde také teéna bodu M’ na téze rovnobézce s AD,.
Na kiivce méme tedy kvadratickou involuci dvojin M°M’; teény
v bodech dvojiny se sbfhaji v bod& 7', jenz opisuje cisoidu, paprsky
vedené z trojného bodu k bodum téZe dvojiny jsou k sobé kolmé,.

5. Volme za stfed promitini libovolny bod S kuZele. Pro
podatek 4 hovi jeho soufadnice rovnicim

To Yo )

—asing, acosg, b

’

takZe, poloZime-li & = gz%, jest

&z, = — 2a 8in @y, Y, = 2a COS @,

kde ¢, je parametr bodu hypopédy na hrané A8. Pro centralni
primét bodu ¢ méme

(7)

Pro polérn{ soufadnice s pélem 4 a amplitudou @ = J(p + ¢,)

dostaneme )
re=—2 gn(p—0)+ 2. T —0)

1 —asin (20 — @) *

(7a)

Jevi se ted}; uvaiovand centrilni projekce jako cisoiddlas) kruhu
o poloméru ’2;?- = A8, a kuzelosetky, kterd jde pélem 4 jako kruh

a mé AS, za normélu. Spoleéna seéna kuZelosedky a kruhu jevi se
z A. pod pravym tihlem; stied kruhu je tedy Frégieriv bod kuZelo-
selky odpovidajicf bodu 4.9) :

5) Cisoidélou zoveme kfivku, je¥ vzniké od&itdnfm vektord dvou
kfivek. Viz na pf. téf Wieleitner, Spezielle eb. Kurven.
$) T. j. stfed involuce vytaté na kuZelosedce involuci pravouhlou.
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Jedna teéna trojného bodu jest @ = @,, kolm4 ku §,4, ostatn{
dvé puli ahly této teény s Ax.

Cty¥i dvojné teény s body dotyku dostaneme snadno pomocf
teéen ke kruhu (a) z S, (obrys valce) a teden z S, k druhému pri-
métu hypopédy. Pravé tak vidime, Ze priseky s kruZnicemi, jez
jdou bodem A a maji sttedy na AS,, se najdou p¥imo. Rovnice
kruhu je skuteéné r = 2g sin (p, — ) a z toho jde

(xg + 2a) sin (20— @) = g.
Kruh se dotkne ki¥ivky, kdyZz posledni sinus je roven 4 1; mame
tedy pro dotyéné kruhy

. 2a

aF 1

Chceme-li ziskati k¥ivost uvaZzované kiivky v jistém bods,
muzZeme uZiti priseéné elipsy oskulaéni roviny kiivky s rotaénim
valcem, nebot elipsa m4 v bodé ¢ tutéZ kfivost jako hypopéda.
Oskulaéni rovina mé rovnici (poditek O)

x(3s1n<p+sm3<p)—y(3cos<p+cos3<p)+ z—6asm<p,

horizontéln{ stopa jde bodem o polé,rm’ch soufadnicich 2¢, — 3a;
naneseme tedy od M, na M,0 dvojnisobny primér 4a a spojime
koncovy bod s 7. To je prvni stopa oskulaé. roviny; druhou dosta-
neme pomoci bodu (0, 0, $z) na Oz.

6. Piedpokladejme, Z%e stfed promitidni jest bod S(w,, -y, 2)
na rotadnim vélci (2, = a cos 2@, Y, = asin 2¢;). Pro primét
do z = 0 dostaneme :

. ___2asin(<p——<po).
T— & = 1 —asing sin (¢ + @o),
_ 2asin (p — @)
?/—‘.’/o——“T—*WCOS(??‘*‘%)

kde & = ?Z—IZ Utinime-li podatkem 8,(%y, %), € — %o = &,y — Yo =
0

=1, jest .

. 2a sin (¢ — @) ’

(e + e _
&+ inp = weile+ o), kde r I —asng

Posledni rovnice je poldrni rovnice primétu k ose 48; a po-
datku S,. Vezmeme-li tuto pffmku za osu fisetek v nové soustavé
a poloZime z sin g, — y cos g, = L, dostaneme

(2* + 9* + 2aL)* = &Py*(a? + y?). - (8)
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Pro ¢, = }=, t. j. stfed na p¥imce z, = a, y, = 0 dostaneme
capricornu. Ponceletovu, jez se vyskytuje také v deskriptivni geo-
metrii Sroubovych ploch.?) Zmé&nime-li smér osy a podatek dame do
A'(— a, 0), jest jeji rovnice

' __ 2acos g
T 1—asing
7. Pro skuteéné narysovini stfedového primétu z bodu S

poloZzeného mimo pifmku Az jest nejlépe povazovati kiivku za
prusek vélce (a) s rotadnim kuZelem (2a). Bud pak & (v obr. 2)

0br. 2

———————

Yv__ 2

stopa kuZelu s vrcholem S rovnobéZného s (2a), M, bod na kruZnici
(a). Je-li KK’ pramér rovnobéiny s AM,, jsou AK, AK' pruméty
povriek kuZelu, S,M, prumét povriky valce v roviné (M, A4z)
a priusesiky M,, M’y jsou dva body uvazovaného stiedového pri-
métu. :

*

Remarques & la géometrie descriptive de Phyppopéde.
(Extrait de l'article précédent.)

Par ’hyppopéde (1) passe un faisceau de quadriques (3) toutes
de révolution, sauf une; les foyers de ces quadriques sont sur une
cubique (4). La projection centrale de I’hyppopéde prise d’un
point de cette courbe, dans le plan z = 0, est une strophoide, la

7) Teixeira, sv. 2, str. 319, 320 a 388.



projection prise du sommet comme centre sur le plan z = 0, est
une cubique mixte. La perspective sur le plan z = 0 prise d’un-
centre situé sur la droite 4z est une conchoide focale de conique
(5). La- projection oblique paralléle & une génératrice du cone est
un trifolium (6). La projection centrale prise d’un point du céne
est une quartique pouvant s’obtenir comme la cissoidale d’une
conique et d’un cercle tangent (7). La projection d’un point du
cylindre est une quartique (8) dont le cas spécial est la capricornne
de Poncelet. Remarques concernant la courbure des diverses
projections.
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