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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

Z geometrie trojuhelnika.
Yojtéch Tuéek (Brno).
1. Oznaéme vrcholy trojuhelnika 4,4,4, znaky A, ;, A,

Ani1, jeho strany an—1, @n, @n+1, Voitini Ghly on_1, oy, %ni1, stiedy
stran Sy—1, Sy, Sn+1apod. dile; znakem (8, @) rozuméjme kruZnici

Obr. '1.

o stfedu S a poloméru a. Podle kosinusové véty je az? = a1 +
+ a?p—1 — 2ap 41851 CO8 ,, COZ lze psiti: :

a*n = a1 + 6% —1 — 2001 1Qn— 1,041 = A% 41
+ a1 — 20,1004 1,n-—1, ) )
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kde ap—1,n+1 = ApPp+1 znadi ortogondlni pramét strany e, do
@p+1 (Obr. 1). Soudinovy élen a, +10,—1,n+1 anebo ap—_10,+1,n—1 zZnali,
jak se lze snadno pfesvédéiti, mocnost vrcholu 4, vzhledem
k (Sp, $a,); oznaéme ji M 4,5*. Potom dostaneme relaci

i 2M 45" = @1 + a1 — a¥,. (1)
a) Seltéme dvé rovnice z téchto t¥i rovnic; dostaneme
M pni15MF + Mgy 151 = a?y, (2)

" co znamens,

ze strana trojthelnika je piepona pravothlého troj-
thelnika, jehoZ odvésny maji délky teden, vedenych
z koncovych bodt oné strany ke kruznicim opsanym nad
dvéma druhymi stranami jako praméry.

Je-li v trojihelniku o, = 909, je M 454157+ = a2, _1, M 45571
= a%, 11,8, pfepona, a vztah prejde ve vétu Pythagorovu.

Je-li thel pfi 4, tupy, je M4,5* <O0; vrchol 4, lezi uvnit¥
kruZnice (Sy, a,) a misto teény z 4, k této kruznlm tfeba vziti
polovici nejkratsi tétivy vrcholem A4,.

Soudet v8ech rovnic (1) d4 vztah

22 M 4,5 = X a?y, (3)
coZ znamena, Ze soudet é¢tvercl nad stranami trojihelnika
je roven soudtu ¢tverctt nad viemi Sesti teénami, které
lze vésti z vrcholi trojihelnika ke kruznicim opsanymi
nad proté]§1m1 stranami jako pruméry. .

b) Mocnosti vrchold tromhelmka vzhledem ke kruZnicim
(Sn, $an) lze vyjadiiti jesté n8kolika jinymi vyrazy. Predeviim jest,
jak zndmo, délka téinice A4,8,=t, = ?]/2 (@%n+1 + a%—1) — a2,
Potom mocnost M 4,5 = 2, — 1a%, [= } (@231 + a1 — a%)].

Jiny vyraz (obr. 1) dostaneme, uvéZime-li, Ze v podobnych
trojahelnfcich A,Ppdn—1 a A, VPyy1 (kde P, jsou paty vylek v,
a V je priseéik vysek a VA, =h,) jest

Un+1 : @uny1 = Qp—1,n+1 ° hn,

z &ehoz plyne
Ap+10n—1,n+1 = MAnS” = vnhn

To lze dokézati jinak planimetricky, sestrojime-li opsané kruZnice
v tétivovych étyrahelnicich VP, 14, 1Ppa VP Ay _1Pyiq, nebot tu
jest 4, stifed mocnosti viech t¥f kruznic (Sy, 3a,), (Hn+1, #n+1),
(Hn—1, $hn—1), kde Hp 1, H,, H,_, jsou stfedy tseki resp. hyi1,
ki, h,,b_l, & jdou jim vSechny tii chordaly A, 14,4, Ap—1A4y, PpAn.
"~ Proto je netoliko M ,,5" = On+10n—1m+1 = Gn—10n+1,0—1, ale i
- ApP, . AnV = vphy,
Uvazfme-h koneéné podobne trojahelniky 4 P,.+1P,,_1 a

D130



C,d,+14,, a oznadime-li o nich Py i1Pry = P, AnCr = gn, jest
Pn i Gniim—1 = Gn—1 : gn, Proto

Un—10n+1,n—1 = M 45 = gnDn.
Jest tedy celkem

M 45t = Gy 10n51m41 = VUnbn = GnPn =% (@%n11 + @%—1 — a%). (4)

Obr. 2.

Poznamenati t¥eba jedts, Ze M 4,571 = 0.

2. Odvozené vztahy a vlastnosti ve spojeni s mocnosti M 4,5*
vedou také k tGvahdm o mocnostech jinych bodd vzhledem
k vyznalnym kruZnicim v trojihelniku. (Obr. 2).

a) Mocnost vrcholu A4, vzhledem k Feuerbachové
kruznici (F, §r) jest

M 4e* = m AH, = "%‘vnhn = }(@%+1 + a’—1—a%) (5)
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a soudtové vztahy znf
M ani1" + Man—F = §a%; 4ZM 47 = Za?,. (6)
Spojime-li vysledky odst. 1 a 2, jest

2 (MA91+1F + MAn—lF) = MAn+1S”+1 + MpgpSP—1 = a?y,
4 X Mo¥ =23 My,5" = Xa2, .
My i MypSn . =1:2,
s prislusnymi méfickymi interpretacemi. Mezi jinym plyne z Gméry,
ze uhlopfitka ve &tverci nad tefnou vedenou z vrcholu 4,
ke kruZnici (¥, 1r) m4 stejnou délku ]/M ant . V2 jako teéna z téhoz
vrcholu ke kruznici (Sp, $a.). (Obr. 2.)
b) Mocnosti bodu V.
Vzhledem ke kruznici (Sp, $@,) jest
M VS” = dnkm (dn = T/—Pn),
a ma tutéZ hodnotu pro vSechny t¥i hodnoty indexu %, ponévadz
jsou vysky A,P, chordaly vSech t¥i kruznic a V je stfed mocnosti.
Stejné nezdvisi na hodnoté indexu % mocnost bodu V vzhle-
dem k Feuerbachové kruZnici (obr. 2)
MyF = H,V . VP, = {dynh,
a vzhledem ke kruZnici opsané
My = AV . VU'n = 2hndy,
kde U’, je prisetik opsané kruZnice (V’, r) s vyskou A,P,; pro
soumérnost kruZnic (4'y, 7)) a (V’,r) vzhledem k A, 14, jest
a8, =8,V :
dn, = VP, = P,U’,. Tak dostaneme ve spojeni
MVV’ = 2Mv's” = 4MVF = 2d,hy,. (7)
Je-li trojihelnik - ostroahly, lezi orthocentrum V uvnit
viech ti{ kruZnic; jeho mocnosti vzhledem k nim jsou &tverce -
nejkratsich pultétiv, jdoucich bodem V. Ponévadz stfedy V'
a F — kruZnice opsané a Feuerbachovy — spolu s orthocentrem V

leZf na centrale, kterou jest zde Eulerova pfimka, je nejkratsi pul-
tétiva ve jmenovanych dvou kruZnicich kolmice k Eulerové
pHmce vbods V. A pondvads jest ) My =2} My ¥, 2} My" =4) MyF,
jest nejkratsi tétiva v opsané kruznici, vedend ortho-
centrem Vkolmo k V'FV — v trojihelniku ostrothlém — roz-
délena Feuerbachovou kruZnicf a bodem V na &tyfi
stejné dlouhé aseky.

1)-4’, je st¥ed kruZnice jdouci body 4, 4, 4

V a platf provnéj:

a—1’
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Je-li tihel p¥i A, tupy, lei{f V vné trojahelnfka i uvaZova-
nych ti¥{ kruinic, a z bodu V jsou moZné teé¢ny k nim. Jejich
¢tverce jsou pak uvazované mocnosti; tedny z V ke kruZnicim
(V',r) a (F, 4r) maji délky v poméru 2 :1 a v témZ poméru jsou
i poloméry obou kruznic. Spojnice V'FV je spoleéna centrila,
a proto je orthocentrum v tupoGhlém trojahelniku
~ vnéjsibod podobnosti obou kruznic; teéna vedend z bodu V
k jedné, dotyka se i druhé.

¢) Nyni muzZeme ]ednoduchym zptsobem uréiti delku Eule-
rovy aseéky V'V =

Predevsim dostaneme z podobnych trojahelniki VP,A4,
a Ani1PrA, (obr. 2),
‘ dy : n+1,n = Gn—1,n * Un, hp—y : p+1,m = GBp—1 : Vg,
z ¢ehoz plyne napied

4. — (@1 + a% —a%ai1) (@ + @%s1 —a% )
" 8a,4 ’

pouzijeme-li vedle kosinové véty pro a,—; také vztahu 4a?v, =
= 8a,4, kde 4 je obsah trojihelnika.

Potom dostaneme
B — An (@Pp11 + a’p—1 — a%)
r 4A )

Pak vypodteme

MyV =2d, h, =
. (@%n+1 + @%—1 — a?%) (a%h—1 4 a?, — a%pi1) (0% + @% 1 — a®,—1)
- 1642

Nahradime-li trojéleny zndmymi vyrazy z kosinové véty a 4 vyrazem
IIa,
4r

,je MyV' =12l 2cos ap=1%—¢? a dosta,neme

e = r]/l — 8 COS X1 COS Oy COS Gp+1. . (8)

d) Mocnosti tézisté T.

S ohledem na vztahy V'T=j}e, TF=}e, jest M TV =}e2 —rl,
MoF = e — 112 tedy MpV' = 4MoF (obr. 2).

Ponévadi bod T le#d vidycky uvniti kruZnic (V’,r) i (F, §7),
a Eulerova pifmka jest jejich centrila, uréuji ob& kruznice na

nejkrat¥itétivé bodem 7', kolmék V'V, Stytistejné dlouhé
useky.

Ponévadi je T'S, = ia, jest mocnost vzhledem k (Sp, $3n)
M5 = §%, — }a%, a dosadime-li sem df{ve uvederiou hodnotu
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pro i,, dostaneme
MTSn —_

a%+1 + a1y — ba?y,
18 )

+ Je-li v trojahelniku a, > an—1 > @11 (>0), nemiize byti 5a2, <
< a%+1 + a%,—1. Kdyby platila tato nerovnost, platila by, s ohle-
dem na vztah a2,,;; + a?,— = a?, + 2a,+10,—1 COS &, & ZNamou

2
vétu: |a+b| < |a|+]|b|, nerovnost |cos an| > —ﬁl"—. Ale
Ay +10p—1
z podminky a, > a@,—1 > ayy1 vychiz{ 2a%, > a,,10,—1, tedy
|cos an| > 1, coZ meni mozné pro reilné dhly. Musi tedy byti
5a%, > a1 + a%—1 a M 75" jest zaporné; leii tedy bod 7' uvniti
kruZnice (S,, 3a,), je-lia, nejdelsi strana. Naproti tomu tézisté
miuze leZeti uvnit¥, vné nebona kruznici sestrojené nad nejkratsi
stranou. Lze totiz podobné ukézati, Ze mizZe byti MpS"+1 = 0.

Maji-li mocnosti My5*+1 a M1 stejna znaménka, jest

| My e Mgor | = | 2 R =] s (10

maji-li tyto mocnosti pro vSechny hodnoty indexu n stejnéd zna-
ménka, jest

6 X | MsSh| = X a2, (11)
coZz opét umoziiuje jednoduchou métickou interpretaci uvazime-li,
¥e |/ M znadi délku pislusné tedny, p¥ipadné nejkrati pultétivy.

e) Mocnosti vy8kovych pat P,.
Vzhledem ke kruZnici (S,, {a,) jest zfejmé& (obr. 2)
(a%n+1 4 0% —a?,—1) (a%—1+0% —a%, 1)
4a,? ’
TutéZ hodnotu majf netoliko mocnosti Mp,"' a MpA4'n, ale
i Mp 4'nx1, nebot jest v obr. 1

MS”P,. = Ap+1,n Qn—1,n =

, ) 1)) az az ___ az 1) a2 - aﬁ , — aZ )
MP,,A il = Vpd, = n( n+1+ a% n 8;)”4( n—1 + a% n+1!
jak plyne z c), z dehoZ dostaneme tyZ vyraz jako, pro Mp,S», do-

sadime-li v,.=_—i£. Je tudiz v celku

|MP,‘S”| = I MP“A’”I = lMpnAlnil I = I MP”VAI =
S (2% +1 + a?y —a®_1) (a%—1 + o —a®y 11) (12)
, ~dar,

a druhd odmocnina z téchto vyrazii urduje délku teden pifpadné
nejkratéfch pultétiv vedenyoch patou P, v pifslusnych péti kruz-
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nicich. Sestrojime-li teény nebo nejkratsi pualtétivy (obr. 3), do-
staneme deset koncovych bodi, které urduji kruznici opsanou
ze sttedu P, polomérem

V'MPnSnI=T”M=

1 ,
= 2a, | V(a2ﬂ+1 + ap? az”"fl) (a%—1 + at, —a?, 1) " -
n .

Timto zpisobem dostaneme tFi kruZnice (P,, r4¥)a miZeme
ukazati, Ze jejich stfed mocnosti jest v priseéika vysek V, t.j.
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%e se jejich t¥i chordaly protinaji v priseéiku V (obr. 3).
Uvésime-li totiZ, Ze | Mp 5» je nejkratdf paltétiva kruznice (S, }an)
vedenad patou P, kolmo k A4,, 4,—,, Ze tedy jejimi koncovymi
body jde kruzZnice (P, r,!), dostaneme, e vyska P,4, je chordéla
kruznic (S, 3an), (P, 72,), a mocnost priuseéiku ¥V mé vzhledem
k témto obéma kruznicim stejnou hodnotu, kterou jsme urdili
v b) t.j. Myt = duh, =

- (@% 41 + %1 —a%) (a%—1 4 a% — a%y 1) (@2 4 a% 11— a%—1) .
- - 3242 ’
to je vSak vyraz, jehoZ hodnota nezivisi na indexu n a tedy

mocnost orthocentra V vzhledem ke viem tfem kruZnicim (P, r,*)
jest stejna.

Isotopy.*)
Rudolf Brdi¢ka, Praha.

Daltonovym spisem New System of Chemical Philosophy,
ktery vySel r. 1808, byla zahijena moderni éra v chemii. V ném
byly polozeny védecké zaklady k atomové teorii.

Zakladnim postulatem Daltonovy atomové teorie byla exis-
tence nejmensich nedélitelnych éastedek nazvanych atomy, z nich%
je sloZen kaZdy prvek. Atomy téhoZ prvku maji podle Daltona
stejné chemické vlastnosti a jsou stejné té7ké; atomy riznych
prvki jsou vahové rozdflné. Tento postulat je dnes pouze zpoloviny
spravny. Dnesni pojem prvku se sice kryje s pojmem, ktery mél na
mysli Dalton — Ze totiz prvek je latka, kterd ma konstantni che-
mické vlastnosti a jiz nelze chemicky rozdéliti na dal$i komponenty
— ale postuldt o stejné vize atomu téhoz prvku byl p¥imymi da-
kazy vyvricen.

Je zajimavo sledovati vyvoj nazori na tento problém, nez
se dospélo k jeho definitivnimu roziefeni.

Daltontiv postulit, e vahovy pomér, ve kterém se prvky slu-
¢uji odpovidd poméru vah jejich atomi, obratil na podatku
XIX. stol. zietel chemiku ke stanoveni atomovych vah, v nichz
byla spatfovana fundamentilni atomova konstanta. Podle prvych
hrubsfch stanoveni byly atomové viahy celé fady prvka pfiblizné
celistvymi ¢&isly a to vedlo anglického lékafe Prouta (1815) k vyslo-
ven{ hypothesy, %e veikeré atomy jsou vlastnd polymery vodiku.
Presna kontrola atomovych vah, kterou provedl ve svych klasic--
kych pracich n®mecky chemik Stas, zpusobila zavrieni této

" " %) Predneseno na I. sjezdu pro stfedodkolskou pedagogiku a didaktiku
v Praze 1936. e K : ’
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