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(O homogennich soutadnicich
a invariantech v theorii ploch druhého stupné.

Napsal

Eduard Weyr.

Nésledujfef @ivahy jsou ptirozenym zpiisobem obdobny oném,
jez jsem ve sv. XXIV. t. Casopisu uveiejnil a jeZ se vztahovaly
ku geometrii v roviné; z té pif¢iny vytCeny zde mnohdy jen
vysledky a poukdzdno na odvozeni 1. c. podané.

1. Homogenni souradnice bodu.
Budte «, y, # pravotihlé souiadnice bodu a
V,=zcose,+ycosp,+zcosy,—p, =0, (v=1, 2, 3, 4)

normalné rovnice ¢tyr rovin, z nichZ Zidnd nenf v nekoneiénu
a jez neprochdzeji jednim bodem; piedpoklidime tedy, Ze Ctyry
hodnoty p, jsou koneiné a Ze determinant, jehoz v-ty radek jest

oS @,, €0S f3,, COS¥,, Py

jest rtizny od nully.

Ndsobme vzddlenosti V,, V,, V;, V, bodu «, y, # od onéch
ttyr zdkladnich rovin libovolnymi stilymi ¢,, ¢,, ¢, ¢,, riznymd
od nully, a zvolme &tyry hodnoty =z, x,, %;, #, imérné témto
ndsobkiim, t. j. poloZme

va == C‘VV'IH

znatfce ¢ libovolnou hodnotu riznou od nully; pak zoveme
®,, T, &, *, homogennimi (tetrametrickymi) soutadnicemi bodu
z, y, # vztatenymi k zdkladnfmu Ctyrsténu, omezenému onémi
¢tyrmi rovinami.

1



Ze jsou poméry téchto soufadnic bodem xz, y, # Gplné sta-
noveny, jest patrno; aviak i naopak jest bod onémi poméry sta-
noven. Obdrzime totiZ, délfme-li vidy dvé ze Ctyr rovmic

1) 0%, = ¢,(x c0S @, -y o8 B, + £ COS y, — D),
celkem fest rovnic, je# miZeme patrné psdti '

eV,—eV,=0, ¢V, —e,V; =0, ,V, —e,V, =0,
e,V; — eV, =0, ¢V, —e,V, =0, V; —e,V, =0,

[
piSeme-li za piftinou struénosti e, misto podilu -a—:i; rovnice ty
. v

stanov{ est rovin jednim bodem prochdzejicich. Prvni t¥i roviny
maji spoleiny bod, jimZ prochdzeji ostatnf t¥i, protoze &tvrtd ro-
vina patrné prochdzi prisetnou pi¥imkou prvnf a druhé, pdtd
prisecnict prvni a tfeti, a Sestd prisednici &tvrté a pdté.

Regenfm rovnic (1) dle hodnot z, y, 2, ¢ nalezneme pro
%, 9, # podily o spoleéném jmenovateli

| epyy €, 08B, ¢, 087,

, |
r= | ¢pCOS @y, €, COS By €, COSY,y @, |
y= | cyco8 @, ¢p, €,C08%, @, | ’

| ¢, cos &, c,cosf,, c,co8y,, z,|
Y | e,cos e, ¢, co8B,, cp, x|
T |eycosa, c,c088,, ¢, 087, %,|

pfi éemZ kaZdy determinant vytéen vypsénim v-ho ¥ddku. Jevi
se tedy pravouhlé soufadnice jakoZto podily z linearnych homo-
gennich funkef tetrametrickych soufadnic o témZ jmenovateli.

2. Souvislost homogennich souradnic hodu s nehomo-
gennimi.

Hodnoty pro pravoihlé soufadnice nalezené jsou tvaru

Xa,zx, Zb,x, Ze,x,

@) =377 Zd,, s 7 Zd,z, 7= Zdyzx,

Jest zajimavo, Ze lze naopak kaZzdé tii rovnice tohoto




3

tvaru vyloziti hofej§fm zpisobem, jen kdyZ determinant z Sest-
ndcti koefficientiiv a, b, ¢, d nezmizf, t. j. kdyZ plati

2+ (a,0,0,d,) = 0.

Ptfedpoklidejme na okamZik, Ze vyrok jest sprivny, a vez-
méme v tdvahu vrcholy zdkladnfho Ctyrsténu, t. j. ¢tyrsténu,
jehoZz stény jsou zdkladnf roviny

2, =0, 2, =0, 2, =0, z, = 0.
Pravotihlé soufadnice téchto zdkladnich vrchold by patrné
byly ‘

a b o) (6 B o) (g b ¢
dl’ d17 dl b dz) da’ d2 9 d37 dsﬁ ds b

body ty vzhledem k supponované nerovnosti nejsou v jedné ro-
viné.
Zvolme je za vrcholy zikladniho Ctyrsténu a oznacéme

Xl’ Xﬂ’ XS’ X4

piislugné tetrametrické soufadnice bodu z, y, 2, tfeba za suppo-
sice, ze za stdlé faktory volena veskrze jednice. Dle piedchoziho
¢linku pak plati rovnice tvaru

EAX, _ ZBX, 20X,
=0,X,’ Y= 2., *T DX,

A‘V B’H C‘V
D,’D,’D,

pravouhlymi soufadnicemi zdkladnich vrcholiv. Mdme tedy

A, B, G, D,

3) x=

a zdroveir budou

a5 "6 4
a oznatime-li literou 4, spoleénou hodnotu téchto podild, piejdou

rovnice (3) do rovnic (2), ucinfme-li
1*



Ty = /1,,X,,.,

a tim tvrzeni dokdzdno.

Pii tom ov8em piedpokliddino, Ze zidnd ze Ctyr zdklad-
nich rovin nen{ v nekoneénu; okolnost, Ze jeden nebo dva zi-
kladnf vrcholy jsou v nekoneénu, t.j.Ze jedna nebo dvé z hodnot
d,, dy, d,, d, se rovnaji nulle, podanému diikazu patrné nikterak
nevadi.

Abychom piihlédli k vynatému pi¥fpadu, kdy jedna zé-
kladni rovina jest v nekoneénu, t. j. kdy #7 zdkladni vrcholy
jsou v nekonetnu, vyjdéme ze zdkladniho Ctyrsténu, jehoZ sténa
z, = 0 jest velmi vzddlena od poldtku pravouhlych souiadnic,
t.j. pfedpoklddejme, Ze p, md hodnotu velmi velkou. Béieme-li
za ¢, hodnotu velmi malou, bude soutin ¢,V, miti mirnou hod-
notu; a uéinice lim p, = oo, lim¢, = 0 tak sice, Ze

lim (¢,p,) = —oc,
mdme
ox, = lim (¢,V,) = ¢,
a tetrametrickd souradnice x, jest tedy umérnd pevné, jinak libo-
volné hodnoté c.
Piipad ten n. p. nastane, majf-li rovnice (2) tvar
x, z, A

=", y==2, z2==2;

z, Ty %4

zde determinant X + (a,b,c,d,) =1, a vzhledem k
A= dy=d, =0, d, =1,

jest Ctvrtd zdkladnf rovina v nekonetnu, kdezto prvnf tii sply-
vaji s rovinami soufadnymi yz, 2z, xy. Tetrametrické souiad-
nice x,, @,, , jsou Umérny vzdilenostem bodu z, y, z od téchto
rovin soufadnych, &tvrtd souiadnice z, jest Gmérna 1. Tyto
specialné homogennf soufadnice =z, #,, z,, x, sluji soufadnice
Hzssg-ovy.

3. Tetrametrické souradnice roviny.
- Nahradfme-li v rovnici roviny

Ar+By +Cs+D=0
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pravoihlé souiadnice z, y, # jich vyrazy (2) pomoci homogennich
soufadnic a odstranfme-li jmenovatele, obdrzfme rovnici roviny
ve tvaru

4) &,y + &2, + £y + £, =05

a naopak kazdd takovd rovnice ndleZf roving, nebot ji lze
pséti

1€,V 65V, + 66V +¢,5,V, = 0.

Hodnoty £, £,, &, £, sluji tetrametrickymi souiadnicemi
roviny (4) a jich geometricky vysnam, v pripadé, kdy zdkladni
vrcholy jsow vdecky v konecnu, jest ten, Ze jsow dmérny jistym
ndsobkum vaddlenosti této roviny od wrcholi zdkladnich.

Posledni rovnici miiZzeme totiz psdti

xZc, £, cos e, + yZe, &, cos B, + 2Z¢, &, cos y, — Ze,p, = 0,
proceZz, utinice

V2= (Zc, §, cos a,)? 4 (Zc, £, cos B,)° + (Zc, &, c08 7,)%
jest normalnf tvar rovnice roviny (4):

Vlozime-li do toheto tvaru za «, y, # souiadnice prvnfho
zékladnfho vreholu, tu vymizf V,, V,, V, a hodnota V, poddvd
vzdélenost v, prvniho zdkladnfho vrcholu od protéjsf zdkladni
roviny, t. j. prvni vySku zékladniho ctyrsténu. Znati-li tedy %,
vzddlenost prvniho zdkladniho vrcholu od roviny (4), mdme

k= _abity
a obdobné obecné
k. — cl’ 5&
v — A% ’

¢imzZ
-k k k k
§1:§23§31§4-——-—1—:“2—-__§_. 4

GV, Gy Gy (Y

a tvrzeni dokdzano.



Definice soufadnic & pomoci rovnice (4) potrvd i v pii-
padech, kdy jeden, dva neb tii zdkladni vrcholy jsou v neko-
neénu. Vezmeme-li specialné v dvahu p¥ipad Hesse-ovych sou-
fadnic, miZeme rovnici (4) pséti — délivie ji «, —

e+ &y + &2 +§,=0;

porovndme-li s rovnief

ur 4+ vy +wz+ 1=0,

v nf% %, v, w jsou obytejné (nehomogenni) soufadnice roviny,
znadici zdpornd vzaté reciproké jeji useky na oséch z, y, 2, tu
shleddvame, Ze jsou &, &,, & tmérny témto obytejnym sourad-
nicfm %, v, w a ttvrtd homogenni soutadnice £ hodnoté 1.

4. Souvislost homogennich souradnic roviny s nehomo-
gennimi jest obdobna oné, kterd vdZe homogenn{ a nehomogennf
soutfadnice bodové.

Rovina ¢ méd rovnici

¢, 2, =0,
t. j. z¢,c,V,=0,
¢ili, sefadénim dle z, y, 2
xZE, ¢, cos a, + yZ&, ¢, cos B, + X, ¢, v, — Z&, ¢, p, = O.

Nehomogenni souradnice u, v, w této roviny maji tedy
hodnoty

Zé,¢c,co8 @, _ ZE,c,c088, _ Z§,e,c087,

UW=e—m V= = —
— 25,,, CyPy —ZE,0py — ZEyCyPy

jez se jevi jakoZto podily homogennich linearhych funkei sou-
fadnic £ o témZ jmenovateli.

Zase plati téZ tvrzenf opdtné: Kazdé takové tii podily
o spoleéném jmenovateli

A€ 2B pHY
®) “:_E.D”_”, v:_‘lg”_, w:__Lgl
véy 2D, §, ZD,é,
lze geometricky tak interpretovati, Ze £ znadf homogennf sou-
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fadnice roviny, jejiZ obycejné soutadnice jsou hodnoty u, v, w;
arci zde nutno pfedpoklidati, Ze determinant X+ (A,B,CD,)
nemizi.

Vskutku, je-li tato interpretace pifpustna, obdrZime, kla-
douce §, = &, = §, — 0 za soufadnice w, v, w prvni zdkladnf
roviny, hodnoty

é_l B1 Cl

b, b,’ D,’
obdobné za soufadnice druhé zdkladn{ roviny

A, B, G

D,’ D,’ D’
atd. Vzhledem k okolnosti, Ze zminény determinant nevymizi,
neprochdzeji tyto ¢tyry roviny jednim bodem, a lze je tedy zvo-
liti za stény zdkladnfho tetraedru. Zvolme stile ¢, treba tako-
vym zpiisobem, aby piislusné soufadnice 5 roviny se k sobé

mély jako vzddlenosti %, této roviny od zdkladnich vrchold, t. j.
zvolme

i 1
¢, v, =1 ¢ili Oy ==+
v

Pro nehomogennf soufadnice , », w pak obdrZfme vyrazy
tvaru

b=t [ « [~
w— Za, sy v — 2,5, w = ZY iy
=i w0 V=g —
20,5, 20,4, 20,5,

a soufadnice zdkladnich stén poddvaji ihned rovnosti

@ _ P _ %
A, B, —C,7D,°

Oznalfme-li spoletnou hodnotu téchto podilé literou 2, a
utinfme-li déle

By ikt Ey b, = A E LT AT AR,

= Mk, : Ak, 2 Aghey 2 ALK,

mdme nehomogennf soutradnice , v, w skutecné ve tvaru (5);
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zdroven patrno, Ze nynéjsf zdkladni stilé faktory c, jsou diny
rovnostmi

).1:1,1:1 1:-1,1::1.
0,

2 + 78 4
Cy0y CoUy C3U

5. Dvojpomér; projektivné rady a svazky rovin.
Hov{-li soufadnice bodu « a roviny £ rovnici

§12y + &3y + £y - £, =0,

tu bod x leZf v roviné & a rovina { prochdzi bodem =z.
Pokldddme-li hodnoty £ za dané, jest to rovmice roviny, t. j.
charakterisuje v8ecky body této roviny; pokldddme-li z za dané
hodnoty, jest to rovnice bodu, t. j. charakterisuje vSecky roviny
prochdzejicf danym .bodem.

Soutadnice z, -+ 4z, patrné hov{ kaZdé linearné homogenn{
rovnici, které hovi jak soufadnice « tak z, t.j. bod ="  Ax”
leZf na kazdé roviné vedené body =’ a «” ¢ili na piimce
spojivé obou bodd. Snadno tu vychdzi jako v geometrii v roviné
(v. tento Casopis, ro¢. XXIV, str. 8.), #e hodnota 4 jest imérna
délicimu poméru bodu «’ -+ Az vzhledem k 2’ a x”, a Ze tedy

dvojpomér bodd «’, x”, x’ 4 Az, x’' - ux” jest %, a obecnéji
dvojpomér bodl «” 4 Az, « 4 pa”, x + va’, x4 px” jest
v—Ai  @o—4
v—ug QU
Obdobné prochdzi rovina & - 4§ priseénou pifmkou ro-

vin & a §“ a A jest hodnota Umérnd délicfmu poméru oné ro-
viny vzhledem k témto, jakoZz pifmo patrno z rovnice

26, + e, =0 6l Bie, + 42k, =0
a dvojpomér rovin & -} A", & - p, E - vE’, E - 0E“ jest

opét din hofejSfm vyrazem.

Rada bod& a’ -} e jest tedy s Fadou bodé #” —+ ux” neb
se svazkem rovin & - uf” projektivnd, jsou-li koefficienty 1 a u
sdruZenych elementii vézdny relaci tvaru

(6) . aiy 4 bA + cp +d =0;

i
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tdz relace stanovi projektivnost svazku rovin & —+ 4§ se svazkem
rovin & - u &”.

6. Perspektivné utvary. Tyto jsou specialnymi pipady
utvard projektivnych a majitudiz jich sdruZené elementy stejné
dvojpomeéry; to lze snadno takto dovoditi.

Méjme nejprve svazek rovin a s nim perspektivnou Fadu
bodovou. BudiZz & -+ A% libovolnd rovina svazku a o’ -} wx” ji
ptidruZeny bod; ten v ni leZf a mdme tedy rovnici

2 (§,+ ) (7, 4 ua) =0,
coZ jest relace tvaru (6), a tim tvrzenf dokdzdno.

Ve dvou perspektivnfch faddch jsou dvojpoméry stejné,
ponévadz je lze poklddati za perspektivné s tymz svazkem rovin.

UvaZujme dva perspektivné svazky rovin. BudiZ & spoletnd
rovina obou a § - A&, & uf” dvé sdruZené roviny; tyto se
tedy protfnajl na pevné roviné af -+ a’f’ -+ a”’£” prochdzejic
spoleéuym bodem obou os. Mdme tedy

af, + @&, + a't = o (€, + i) + 0 (€, + uE),
z CtehoZ
a=g9-+o0, a’ = 04, a’ = oy
a eliminaci hodnot ¢, o:
alp — a’'p — a”’d = 0,

¢imZ tvrzeni dokazdno.

Vezméme ddle v uvahu svazek perspektivny se svazkem
rovin. Budiz & -} A& libovolnd rovina svazku rovin a 7 rovina,

v niZ jest perspektivny svazek paprskovy; pak jest sdruZeny
paprsek ddn rovnicemi

EE,+H)e, =0,  Zne,=0.

Zvolime-li v8ak novy zdkladni Ctyrstén, jehoZ zdkladnf ro-
vina «, = 0 se stotoZhuje s rovinou 7, jest onen paprsek din
rovnicemi tvaru

Z'fva -+ AEE;m” =0, z, =0.
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Hodnoty «,, x,, 2, bodu poloZeného v posledn{ roviné jsou
patrné umérny ndsobkim jeho vzdalenost{ od stran zdkladniho
trojihelnfku této roviny a jsou tudfz trimetrickymi soufadnicemi
v roviné; ale pak jest zjevno, Ze 4 jest hodnota Gmérnd d&li-
cimu poméru uvaZovaného paprsku, ¢imZ véta dokdzdna.

Rada perspektivni se svazkem a dva perspektivné svazky
se ptevad&jf ihned na ptedeslé pifpady, ¢imZ tvrzeni Gplné do-
kézéno.

7. Dvoji geometricky vyznam linearné transformace sou-
radnic.

Pravothlé souiadnice x, ¥, # bodu o tetrametrickych sou-
fadnicich »,, »,, x5, z, byly dény formulemi (2):

Za,x, _ by, _ Ze,,
Sz, YT Zd@, T Zdw,

&=

. Zavedeme-li na misto z,, %,, x,, x, ¢tyfi nové proménné
2’ linearnou transformaci

(N ==t a +1.2 + th; + t,,%s s v=1,2 3,4
nutno predevifm predpoklidati, Ze determinant
D=2 (4 t,1,) -
¢ili t. zv. modul transformace jest rizny od nully, sice by pro-
ménné « nemohly nabyti hodnot libovolnych.
Substituci (7) ptejdou formule (2) do formulf tvaru
Za'x b x Zcx
b rAN e PR )
v v v v R v v
a patrné tu platf
2 (abyeid) =2 X (a, by ¢; ). 2 (b 8y, 855 2,,)5

jest tedy determinant po levé strand téz rizny od nully. Pak
ale lze dle ¢l. 2. pojimati hodnoty «z,z,x,z, jakoito tetrame-
trické soufadnice bodu z, y, 2, vztaZeného ovSem k novému z4-
kladnfmu &tyFsténu s novymi zdkladnimi stdlymi faktory c. Jest
tedy linearnd substituce vyrazem transformace sowradnic k jingm
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zdkladnim elementim; totéZ plati patrné o linearné transfor-
maci soufadnic roviny £.

Koefficienty substitu¢nf u téchto dvou tranformaci souvisf
velmi jednoduchym zpisobem; rovina £ mé totiZ rovnici

§@, + &2, +§ 30, + £2, =0,
ZE (¢, % 12, 1t +t,2)=0,
takZe nové jeji soufadnice & jsou:

§, =tnb + b+ tads 1080

. &, = tody oy + toabs 1+ 206,

®) & =156 + tysdy + tss§3 + gk
& =t 1.8+ teuds + 1ués

Tato substituce sluje vzhledem k (7) ¢ransponovand a pro-
ménné £ transformujici se touto substituct sluji kontragredientnimi
§ proménnymi .

Druby geometricky vyznam linearné transformace (7) ob-
drzfme, pokldddme-li » a @ za soufadnice sdruzenych bodi,

t. j.

vzaté vzhledem k dvéma libovolnym zdkladafm éEtyrsténéim. Dva
prostorové systemy takovym zplisobem souvisici se zovou kolline-
arnymi. Dle ptedeSlého ¢lanku jest patrno, Ze timto vztahem
pEfsludf bodu, roviné, pffmce resp. opét bod, rovina, pffmka, a Ze
faddm, svazkiim a svazkiim rovin piislu§f obdobné ttvary s nimi
projektivné, a Ze rovinnym soustavdm resp. svazkim prostorovym
jsou ptifadény obdobné ttvary s nimi kollinearné. Linearnou
substituci (7) miZeme pojimati jakoZto poctdrsky vyraz kollineace
dvow prostorovych soustav.

8. Reciproky vztah prostorovych soustav.

Pii uvazovini kollinearného vztahu daného rovnicemi (7)
obracf se pozornost pfirozenym zpisobem ke vztahu obdobné
definovanému, vSak ptifadujicfmu bodu ne bod, nybrZz rovinu.
Budte z, tetrametrické soufadnice bodu, a 5; soufadnice sdru-

Zené roviny, vztazené obecnd k jejimu zdkladnfmu Etyrsténu, a
mezi témito elementy stanovme vztah ¢tyfmi linearnymi relacemi

)] §v =a,z, + a,, Z, -+ a,., -+ a,,z,.
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Takovy vztah dvou prostorovych soustav sluje reciprokgm,
a jim sdruZené utvary a obrazce reciprokymi v prostoru.

Kazdému bodu z piislusi uréitd rovina &; kazdé roviné
& pifslud{ urcity bod x, nebof FeSenfm rovnic (9) dle hodnot
x, obdrzime

(10)  Aw, = Ay, & + Agd: + Agdy + Al
znalf-li A determinant X + (a,,@,,a5,a,,) rizny od nully a
A jeho minor piislu$ny k elementu aj.

Naplituje-li rovina & bod na pf.2’, tu napliiuje z rovinu,
jiz ovSem ptifadujeme bodu z'; skutecné ze supposice
Zx;zf; =0
plyne
Zx, (@, + a2+ a2, +a,2) =0,
t. j.
x,Za, « +x,Za @ + 2,2 & + X,z =0,

coz jest rovnice roviny £ Méme tedy

11 £ = au, + aud, + an, + e,
a zdroven patrno, Ze
(12) vaé = z:m;g'v.

Tato rovnice ukazuje, Ze je-li bod z v roviné §, jest téz
rovina & v bodé z'.

Naopak, napliiuje-li bod = rovinu néjakou §,_ mdme
2§ ,x, = 0, A
tedy vzhledem k (10)
1 . . - .
A 2§V(A1V§l + A2v§2 + A3v§a + A4w§4) =0,
¢ili

+ {s'. BALE, 4 £ 5hs,E, + EIALE, + é:mm} —0;

!
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tedy naphiuje sdruZend vrovina v druhém systemu bod x;,
jehoZz soutadnice jsou dény rovnicemi

(13) Ax;c - Ak1§1 + Ak2§2 + Ak3'§3 + Ak4§4 )

tytéz rovnice by ostatné plynuly feSenim rovnic (11) dle ;.
Rovnice (9), (10), (11), )13) jsou poétaiskym vyrazem
vztahu mezi body a rovinami danych reciprokych soustav
prostorovych.
Nabyvé-li A vSech hodnot, napliiuje bod o soutadnicich
z, =y, + Az, ptimku; jeho reciprokd rovina md soutadnice

§;¢ = (f)'akv (,7/ v + lzv) = (f):akwy v + l(f;akvzv = 77;, + A;;

a prochdz{ tudfz priseénou pifmkou rovin #’, {, tvoffc patrné
svazek rovin projektivny s fadou bodd x. Tato Ffada a osa
onoho svazku rovin slujf reciprokymi p¥imkami. Dle ptedcho-
zfho jest patrno, Ze, napliuje-li bod druhého systemu ¥adu 7'¢’,
ptislusnd rovina v prvnim systemu vytvofi svazek rovin na ose
yaz, opét projektivny s onou Fadou.

9. Geometricky vyznam jedné nebo dvou rovnic mezi
souradnicemi.

Rovnice mezi homogennimi soufadnicemi bodovymi z, ome-
zujici polohu tohoto bodu, musi byti homogenni; vefkeré body,
jichz soufadnice ji hovf, napliuji plochu, jejiz rovnici v pravo-
tthlych soufadnicich obdrzime, nahradime-li v dané rovnici hod-
noty x, hodnotami ¢,V,.

Obdobné nélezeji soutadnice &, hovici homogenni rovnici,
rovindm, jeZ jsou tetnymi rovinami jisté plochy, jich obalky;
dand rovnice sluje rovnici této plochy v soutadnicich roviny.

Jak v prvnfm tak v druhém pifpadé zdvisf bod resp.
rovina dané rovnici hovici na dvou neodvisle proménnych;
vizet na pf. v prvnim p¥ipadé homogenni rovnice vlastné tfi
poméry proménnych

z nichZ tudiz dva lze libovolné voliti.
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UvaZujeme-li na ploSe o rovnici n-ho stupné
I (@, 2y, 2y 2,) = 0
veskeré body x + dr sousednf s bodem x, hovi tyto rovnici

f4+df=0 t. j. df =0,
t. j.

i i i o _
532—1dx1+$;dx2+ax Ed%"‘_o.

Tim pak vysvits, Ze vSecky tyto sousedni body z -} dw
hov{ linearné rovnici
i U4 of f ¢« _
(14) D_%X1+55;X2+a?;xs+5£;x4—0a
nebot dosadivie jich soutadnice do ni, obdrZime

2 H_Eafd

’I

coZ vzhledem k vété Eulorové jest nf - df a tedy — 0. Rovnice
(14) jest rovnici tecné roviny.

Obdobn& prochédzeji viecky roviny £ - dé sousedn{ s ro-
vinou te¢nou plochy o rovnici

9 (En gza 531 54;) =0

jednim bodem — bodem dotyénym této roviny — a jeho rov-
nice jest

dp o . 0
? 5422 29 9 o, -0.

(15) 0F, T2 T E, TR T OE, T

OE
Je-li plocha ddna rovnici mezi soufadnicemi bodovymi:
f(x11 x2’ xS’ x4) — 0’

a chceme-li odvoditi jeji rovnici v soufadnicfch roviny, uvazme,
Ze pro soufadnice & tetné roviny dle (4) méme

AN AN

0z, W, dwy " Dm,

§1:85,:6:8, =
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Tyto tfi rovnice i s pfedchozf jsou vzhledem k z,, z,, x,, x,
homogenn{ a lze z nich tyto proménné eliminovati; vysledni
rovnice jest hledand rovnice plochy. — Eliminace se usnadnf,
nahradime-li prvni rovnici touto:

9
x1 Dm ‘*‘xz +x4 f—O
t. j. vzhledem k napsané proporci
z,€, 4 2.8, + @edy + 2,6, = 0.
Obdobné plyne rovnice plochy
P (&6 & €) =0
v soutadnicich bodovych, eliminaci hodnot £ z této a z rovnic

%9 .29 2 2,
ER A A

opét lze prvni rovnici nahraditi relact
glxl + §2w2 + gaws + §4w4 — 0«
Dvé homogenni rovnice mezi soutadnicemi bodovymi
(16) Sy, @y @, ) =0, fy(ory, g 55 ) =0

stanovi ¢dru: priisetnou &dru obou ploch témito rovnicemi sta-
novenych. Poloha bodu édry zdvisi na jedné proménné, n. p.na

R R

podilu Z—Z—l—; zvolice jej, mdme pak podily gi a ;6—3 z napsanych

4 4 4
rovaoic.

Dvé homogennf rovnice mezi soufadnicemi roviny

(17) q)(gl’ §2’ §3‘) §4) :0’ (p1(§1’ 52? §37 §4) :O

stanovi rozvinutelnou plochu, opsanou obéma plochdm, danym
témito rovnicemi. Poloha roviny hovicf obéma rovnicim zévisi

totiZ na jedné proménné, n. p¥. na podllu a jest tudiz

54
obdlka v8ech téchto rovin plocha rozvinutelnd. Z toho patrno,
Ze tdra a plocha rozvinutelnd jsou utvary reciproké a zdrovei,
Ze se stanoviska geometrie roviny nelze rozvinutelnou plochu
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" poklddati za plochu, nybrz za ttvar dvéma plochdm spoleény,
tak jako v geometrii bodu ¢ara mneni plochou, nybrz ttvarem
dvéma plochdm spole¢nym.

Tecna ¢iry (16) €ili limitni poloha spojnice bodu jejiho
s nekonetné blizkym bodem &4ry jest ovSem priiseénice teénych
rovin obou ploch f=0 a f; = 0; md tedy tato tetna rovnice

¥ _ v
Z?Sw—yX,_O, Z?EC;X,,_O.

Reciprokym zplsobem jest piimka rozvinutelné plochy (17)
t. j. ptimka spoletnd dvéma nekone¢né blizkym rovinim hovicim
rovnicim (17), ddna rovnicemi

(54

P1 w 0;

%, T

2% = —o0, =

%®, T

ptimka ta prochdzi ovSem dotyénymi body roviny & s plochami
=0, o, =0.

Rovina, vedend bodem x dané Cdry a dvéma nekoneéné
blizkymi body jejfmi, sluje oskulaénf rovinou édry v onom bodé.
Ponévadz jeji rovnici

aX, + a,X, + a,X; 4+ a,X, =0
m4 hoveti jak bod x, tak body sousednf
x - de, x4 2dx + d*e,
mdme k stanoveni hodnot @ rovnice
Zayx, =0, Za,dr, =0, Za,d’r, =0,
a tedy eliminacf téchto hodnot ze vSech &tyr rovnic:
2+ (X xydzyd®e,) = 0

jakoZto rovnici oskulaén{ roviny. .

~ Podobné stanovi tfi sousednf te¢né roviny §&, £&- d§,
& - 2d£ 4 d% rozvinutelné plochy bod, patrné spoletny dvéma
sousednim pimk4m plognym; geometrické misto jeho jest t. z.
¢ara vratu rozvinutelné plochy. Jeho rovnice jest

2t (Bbyd,dE) = 0.
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Reciprocitou piislusi tdfe rozvinutelnd plocha, t. j. bodim
¢dry tetné roviny rozvinutelné plochy; spojnici sousednich bodl
priise¢nice sousednich teénych rovin, t. j. tetné &dry ploSnd
pfimka rozvinutelné plochy &ili tecna édry vratu; roviné, vedené
ttemi sousednfmi body, bod v tfech sousednich rovindch, t. j.
oskulaéni roviné éiry, bod na é&ife vratu.

Sestrojime-li k né&jaké ploSe plochu kollinearnou, budou
teéné. roviny sestrojené v kollinearnych bodech téZ kollinear-
nymi. Nebof jsou-li # =0 a 7 =0 rovnice kollinearnych ploch,
t. j. mame-li

, f(y, 25y Ty ®) = F (2, 2 &5 25)

za platnosti transformaénich formulf (7), obdrifme derivovanim

o _ o of of
ax;/ - le tl’ll_l- sz t21l + aws t31l+——ax—4_t41l
a tedy
) A Df
3 Xﬂ Dxl thX —{— th,,X
d , ‘f ,
+m—f 2, + 50 B,X,,
t. j.

> __ail_X' =2 R X,,
axv v T,
¢imZ vyrok dokazdn.

Nynf jest patrno, Ze i teény kollinearnych éar v bodech
sdruzenych jsou pifmkami kollinearnymi. Koneéné i oskulaéni
roviny jejich v bodech sdruZenych jsou kollinearné sdruZeny.
Nebot vzhledem k transformaénim rovnicim (7) pfechdzi dwx, na
dz , a d"acv na d’z) touze transformac{ (7). Transformujeme-li

i béZné soufadnice X na X' tymiz formulemi, méme patrné
Z + Xz, drx,d*x 4) =T + X« dx,d’",),
¢imZ vyrok dokdzén.

Zcela obdobné lze ukdzati, %e, Vytkneme-li u dvou reci-
prokych ploch dva sdruZené elementy, t. j. bod z plochy prvni
‘ 2
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a sdruzenou rovinu teénou & plochy druhé, pak teéné roving &
v onom bodé sestrojené piislusi reciprocitou dotyény bod a’ro-
viny &. Prislus(-li totiz reciprocitou, danou formulemi (9), plose
Jf = 0 plocha ¢ =0, t. j. plati-li rovnost

J (@, %y %, :E4): ‘P(gln &, &, ),

médme derivovdnim

f Y 3(]1 v+ § 21/+ § A3y + < § Ayp s

de, — 0F)

’ i i’ ) ‘
.Ev = 4,7, + A%, + A3y + A%,

z ¢ehoz dle rovnic (11) patrno, Ze rovina & a bod x’ jsou sku-
tetné reciproké.

10. Plochy algebraické, zvlast druhého stupné a druhé
tridy.

Plocha, jejiz rovnice md tvar f =z, x,, x,, ) =0, kde f
znadi racionalnou celistvou homogenni funkei #-ho stupné sou-
fadnic «, sluje algebraickou plochou »-ho stupné. Stupei jest
na volbé zdkladniho Ctyrsténu nezdvisly, protoze se linearnou
transformaci soutadnic neménf.

Libovolnd p#fmka protind plochu »n-ho stupné v » bodech;
rovnici f = O a dvéma linearnym homogennim rovnicim mezi
x,, %, x,, ¢, hovi totiZ » soustav x. Libovolnd rovnice protind
plochu n-ho stupné v algebraické ¢dfe n-ho stupné; o roviné
z, = 0 jest to patrno, protoZe v rovnici

t. j.

.ﬂxu Lyy Zgy 0):0

hodnoty ,, x,, x, lze interpretovati jakoZto trimetrické sourad-
nice v oné roviné, a v libovolné roviné to ihned plyne, ucini-
me-li ji transformaci zdkladni rovinou nového zékladniho &tyr-
sténu. ,

Dvéma rovnicemi m-ho resp. n-ho stupné stanovena al-
gebraickd ¢dra stupné mm, t. j. tdra, kterou libovolnd rovina
protind v mn bodech; jsou to spoleéné body obou éar, v nichZ
rovina dané plochy protind.

Plocha, jejiz rovnice v souiadnicich { md tvar ¢ — 0, kde
_@ jest racionalnou celistvou homogennf funkei #-ho stupné, sluje

'
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plochou »-té t¥idy; libovolnou pifmkou prochdzf » teénych rovin
jejich, a libovolnym bodem vedené teéné roviny obaluje kuZel
téze t¥idy. Ze plocha n-té tiidy jest téz algebraickou, vychdzi
ihned dle ¢l. 9. Stupeil a ttfdu algebraické plochy lze tedy de-
finovati jako stupen jej{ rovnice v soufadnicich x resp. £.

Dvéma rovnicemi m-ho resp. n-ho stupné mezi soufadni-
cemi { stanovena algebraickd rozvinutelnd plocha tiidy mm, t. ;.
rozvinutelnd plocha, k nfz prochdz{ libovolnym bodem mn teé-
nych rovin.

Plocha druhého stupné md rovnici f =0, kde
J(@,, 4 Xgy 1) = Q] + %] + ag3%; 4+ a2 + 2a,,%, 2,
+ 2a,,2, 7, + 20,,2,7, 4 2a,57,, 4 2a,, 7,2, + 20,,2,2,,
~ ¢ili struénéji
&y %y %y ) = Zawnzr, (hy k=1, 2, 3, 4; aw= awm).
Ptipomeitime, Ze

1

5 = Ay Byt Ayg®y + Q@+ Ay, T,
2 2z,

a Ze dle véty Eulerovy o homogennich funkeich

S
f=2 2 2z, Tv-

Je-li dand plocha kuZelem, pak jest tetnd rovina jeji ve
vrcholu # neurtitd, t. j. soufadnice vrcholu hovi ¢tyrem ro-
vnicim
9
v =0,

o,

z nichZ soudime, Ze vymiz{ determinant

Gy1r Qpgy Gygy Ay
Aoyy Aogy gy O
. 21 Qogy gy gy
(18) 4=

Qgyy Oggy Qggy Ggy
Qg1 Qygy Qygy Gy

¢ili t. z. diskriminant formy f. A naopak, plati-li rovnost 4 =0,
2%
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jest dand plocha kuZelem; lze totiz pak stanoviti ¢tyfi hodnoty
Z,, &, %, Z,, jeZ vSecky nejsou nullami, hoviei rovnicim

o

e

=0, (v=1, 2, 3, 4

v

a tyto hodnoty jsou soufadnice vrcholu kuzelové plochy. Vskutku
oznatime-li literami y,, soufadnice libovolného bodu plochy 7, tak

ze f(y) — O, jest & + Ay libovolny bod na spojnici »y a vyraz
JS(x— Ay), rozvineme-li jej dle véty Taylelovy,

tf

S+ ty) = fla) + 42—y, + — 1 ] Zan Ynk

=fl@) +AZ -

Lx,,

L g+ T 2f(y)

patrné vymiz{ pii libovolném 4. Jest tedy celd spojnice xy na
plose f, t. j. plocha- f skuteéné kuZel o vrcholu ... — Specialné
miiZze oviem kuZel byti soustavou dvou rovin; pak jest kazdy
bod spoleéné primky obou rovin vrcholem tohoto specialného
kuZele a jeho soufadnice ovSem FeSenfm rovnic ;£ = 0.Patrné
lze pak dvé z hodnot z,, x,, z,, x,, témto rovnicim hovicich,
voliti libovolné; proceZ ptipad ten nastane tehdy, kdy mimo
vymizeji i vSecky minory tohoto determinantu, kdy vSak alespoil
jeden minor druhého stupné jest rézny od nully.*) — Koneéné
miiZze kuzelovd plocha f se sklddati ze dvou splyvajicich rovin,
tedy f byti ¢tvercem linearné funkce souiadnic «. Pak jest
kazdy bod roviny té vrcholem kuzele, a lze tudiZ rovnicim

d
=0

3
X,

vyhovéti soustavami x,, x,, &,, «,, pii nichz tii hodnoty jsou
libovolné. Piipad ten nastane, kdy nejen 4 se vSemi minory
vymizi, ale kdy je$té i v8ecky minory druhého stupné jsou rovny
nulle.

*) Viz m@j spis ,0 theorii forem bilinearnych®, kap. IIL, aneb
»0 fefeni linearnych rovnic“, tento Casopis, roé¢. X1V.

1
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Plocha druhé ttidy md rovnici ¢ =0, kde
(p(§13 §2, §37 §4) :Zahkgh‘fkv (h, k = 11 21 31 4; A — akh)-

Vymizi-li diskriminant 4 formy ¢, lze opét ustanoviti ro-

Qp o .
% 0; je-li pak 5 li-

vinu &, jejiz souiadnice hovi rovnicim

bovolnd teénd rovina plochy ¢, jest kazdd rovina & + iy, t. j.
kazdd rovina pifmkou £y vedend rovinou tetnou této plochy.
Souhrn teénych rovin plochy ¢ jest tvofen vSemi rovinami ve-
denymi tetnami kuZeloseCky v roviné & obsaZené; jest totiz
kuzel opsany ploSe z libovolného bodu kuZelem druhé tiidy, a
jeho stopa na roviné £ jest ona kuZelosetka. -— Vymizejf-li mimo
4 i v8ecky minory, aniz by v8ak vSecky minory druhého stupné
vymizely, napliuji vSecky teéné roviny plochy ¢ dva svazky
prostorové: ¢ se jevi byti soucinem dvou linearnych faktord,
¢ili dvou bodi. — Vymizi-li konetné 4 se v8emi svymi minory
prvoniho i druhého stupné, jest ¢ ¢tvercem linearného vyrazu,
a vSecky tetné roviny prochdzeji jednim bodem: plocha ¢ jest
souhrnem dvou splyvajicich prostorovych svazki rovin.

11. Polarné vlastnosti ploch druhého stupné a druhé
tridy.

Dva body «‘, x’ slujf sdruzenymi ¢ili konjugovanymi
vzhledem k ploSe drukého stupné f =0, jsou-li harmonickymi
k prisetfkiim s plochou. Sdruzenost tu vyjadiuje rovnice

oL 0w oz T —o,

"D.’L‘: v da T

oy 9 ] 2 . . Lo
pii ¢emsz —\{— znamend hodnotu %—, vloZime-li do nf z, ), ),
[y 4 <
v v

z, na misto z,, z,, z,, «,.
Bod 2’ + Az’ spojnice a'z” jest totiz na plose
Zawxnxy =0,
platf-1i .
kofeny 4,, 4, této kvadratické rovnice jsou tmérny délicim po-
mérim prisetikd vzhledem k 2’ a 2 a jsou tedy tyto Ctyfi
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body p#i 4, + 4, = 0 harmonické. To vSak vyZaduje, aby koeffi-
cient pfi 4 v poslednf rovnici vymizel, t. j. aby

Zan (z,2, + 2,2,) =0
¢ili aby
22y @, + 0yy®; + Ay + a,,23)7, =0,

¢imz hotejsf vyrok dokdzdn.
Viecky body sdruzene s danym bodem x‘ naplituji tudfz
rovinu o rovnici
P f xz, =0,
L.’E
t. zv. polarnow rovinu bodu &ili polu ‘. Je-li pol 2’ na ploge,
stotoznf se polarnd rovina patrné s teénou rovinou plochy
v bodé z'.

Rovnice polarné roviny jest vzhledem k souiadnicim za r,
symmetrickd, z ¢ehoz ihned plyne, Ze, prochdzi-li polarnd rovina -
Jednoho bodw druhym, prochdzi také polarnd rovina druhého
pronim. Z toho vychdzi ihned, Ze polarnd rovina obsahuje do-
tyéné body vSech teénych rovin, vedenych polem; body ty na-
plhujf tudiz kuZelosetku, a ji prochdzi kuZel opsany ploSe
z polu.

Naplni-li pol primou radu, naplni polarnd rovina svazek
rovin s onow Fadow projektivny; bodu x' 4 Ax” prisludi totiz po-
larnd rovina o rovnici

o oy —
2 5;}; (xv —{-— l@v) =0
¢ili .
. .
E'D—‘;xv—l—lz a—w;wv——o.
Naplni-li pol rovinu, otdéi se polarnd rovina kolem bodu;
bod Ax’ + px” + wz”’ m4 totiz polarnou rovinu o rovnici

Az‘f | uz x"+v2 ‘fv._o.

Sdrufené body na primce tvori pdry involuce, jejimiz dvoj-
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nyme body jsow priseciky primky s plochow. Sdruzené body jsou
totiz dle definice harmonické k oném priseéikiim.

Interpretujeme-li v této tvaze soufadnice x jakozto sou-
fadnice roviny, plynou obdobné vysledky vzhledem k plochdm
druhé tfidy, jeZ struéné vytkneme.

Dvé roviny &, & sluji sdruzenywi vzhledem k ploSe druhé
tiidy ¢ = O, jsou-li harmonické vzhledem k obéma teénym ro-
vindm plochy, prochdzejicim prise¢nici rovin. SdruZenost vyja-
dfuje rovnice

=0 &l =22 =0

« 99
' ng ; Dg; — V.

y
o0&

Veskeré roviny sdruzené s danou rovinou prochdzeji bodem,
polem jejim; je-li dand rovina tetnou, jest bod dotyény jejim
polem.

Lez{-li pol jedné roviny na druhé, lezf také pol druhé
na prvni. Otd¢i-li se rovina kolem pifmky, probihd jejf pol
pifmou fadu se svazkem rovin projektivnou. Otdéi-li se ro-
vina kolem bodu, naplihuje jeji pol rovinu. Sdruzené roviny
ptimkou vedené tvoif pdry involuce, jejiz dvojné elementy jsou
roviny te¢né onou pifmkou prochdzejici. Ze toto pFiradént
polu k roviné jest totozné s onim pritadénim poldrné roviny
k bodu, ukazi ndsledujici dva ¢ldnky.

12. Plocha druhého stupné neb druhé tridy o nemizejicim
diskriminantu.

Snadno lze nynf ukdzati, Ze tyto dva druhy jsou totoZné.
Za soutadnice & tetné rovnice plochy
f: 0 ¢ili 2y = 0

v bodé x miZeme vziti .

a mame pak relace
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0%y + 02, + @z, + ay e, = &
Ug1 @y ~+ Ago®p + Cye®g + @y, = &,
19) Uy &y + Ogo®y ~+ Aggcy + Ay, = &y,
@0y + By + a7y A ayx, = &,
g, + &xy ey - S, =0,
z nichZ eliminaci hodnot x), #,, x,, «, plyne kvadratickd rovnice
mezi soufadnicemi §

Ay Gygs iy Uygs &)
Agyy Aggy Qog, Aoy &,

(20) | @gy, Ay Ag5,a4,, & | =0 Cili 6 (&, 4, &,&,)=0.
Qyry Oygy Bygs Byys &y

51’ ‘521 §37 §4a 0

A naopak, plati-li tato rovnice, lze pri supposici 4=0,
vidy vyhovéti péti homogennfm rovnicim o neznamych «,x,,

Ty Xy, Q-

Ay1, + A%, + e, + aye, — 08, =0, (v =1,2,3,4)
£, + &y + Eay A £y — 00 =0,

a sice lze ¢ libovolné voliti, jezto pdtd rovnice jest linearné
slozena z prvnich ¢étyf. To v8ak znamend, Ze jsou & soufadnice
tetné roviny plochy f v bodé z, a ze tedy ¢ = O jest rovnicf
této plochy v souiadnicich & PonévadZ tato rovnice jest vzhledem
k proménnym & kvadratickd, jest tvrzeni dokdzdno.

Vymiz{-li diskriminant 4, tu pro te¢nou rovinu & v bodé
« dané plochy ovSem platf rovnice (19), a tedy hovi & také
vysledni rovnici (20), ale opak nelze tvrditi, t. j. hovi-li rovina
& rovnici (20) nelze tvrditi, Ze jest rovinou teénou dané plochy,
nebof, jakoz snadno ukdZeme, jest geometricky vyznam rovnice
(20) pak jen ten, Ze rovina £ prochdz{ vrcholem dané kuZzelové
plochy. Budte z, x), «;, «, soufadnice tohoto vrcholu a pted-
poklddejme, Ze na pf. «, neni nullou. Ndsobime-li v determi-
nantu (20) étvrty sloupec hodnotou «, a priddme-li k nému prvni’
tfi sloupce ndsobené resp. hodnotami ', «),, 2, obdrzime vzhledem
k okolnosti, ze souradnice vrcholu annuluji viecky étyry derivace,
f :

i, ’
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@1y Bygy By, 0, €
gy, Gy, Ggg, 0, &,

: 11y Bygy Qg §1
Az1y Qogy Pogs §2

P . ,
L0 = | Ay, Gy, gy, 0, & | = — Zxk, .
: gy Oy Ay, £ [
gy @y, Gy, 0, &
. Ayyy Bygy Uyzy &,
gn 52) 537 va§p30

Nédsobime-li v determinantu v pravo étvrty fddek hodnotou
Z,, a priddme-li k nému prvni téi ¥ddky nasobené resp. hodno-
tami z', 2, =,, obdrzime

Qyyy Qygs Qygy &
Aypyy Aoy A &
2 e 219 Y22, 281 2 ey
. zje =—| . a £ vagy,

31 A3y gy 83

0, 0, 0, Exv§y

t. j.
2o = — A, 22k )

znadci-ii A,, minor diskriminantu p¥isluSny k elementu a,,. Uvd-
zime-li, Ze hodnoty x" jsou tmérny minoréim diskriminantu pti-
slusnym k elementiim na pt. &tvrtého Fddku, zZe tedy lze
poloziti

‘

Z, = Ay, = Ay, 2 = A, X, =A,
mame

tak Ze rovnice ¢ = (0 jest &tvercem rovmice vrcholu daného
kuzele.

Interpretujeme-li v této Gvaze soufadnice zplsobem reci-
prokym, mdme tu vysledek, Ze plocha drubé tiidy o nemizejicim
diskriminantu jest druhého stupné, a Ze v ptipadech mizejiciho
diskriminantu rovnice ¢ = 0 repraesentuje rovinu, v niz leif
kuzelosecka, v ¢l. 10. vyttend.

13. Reciproka funkce; polarna reciprocita.

Zavedeme-li do kvadratické formy o nemizejicim diskrims-
nantu

= Zanxixr, (hk=1,2,3,4; am = am)
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Ctyry nové proménné & definované rovnicemi
_ 1
@1) 5= 53
ptejde f na kvadratickou formu ¢ proménnych & jez sluje

reciprokou funkci dané funkce f.
Oznacfme-li literou A,, minor diskriminantu 4 pifsludny

elementu au, takze patrné Ay = A, plyne feSenim rovnic (21)
dle =,

A, = Ay d + Aopdy + Agdy + Apd,
a tedy

f=&z A &y + by 4 £y = ‘;_ A Erbn s

méme pak za platnosti rovnic (21)

Tutéz funkeci @ lze obdrZeti ve tvaru determinantu eli-
minac{ hodnot x,, ,, z,, 2, z linearnych rovnic

1 f _ 1 _ 1 .
2o 070 g, Te=0 g, 570
Lo,

g, S0

x &, + w, + wky + b, —f =0;
tfm nabyvame (v. tento Casopis, roé. XXIV., str. 20.)

F= o= 0 (b b E)

kde o jest determinant (20), z c&ehoz vzhledem k (21) sou-
dime, Ze

(23) g (gn 521 §3> §4) = 2Ahlc§h>§k .

Jako na misté privé citovaném, bylo by lze i nynf uk4-
zati, Ze reciprokd funkce reciproké funkce jest funkce piivodni,
t. j. Ze zavedenim proménnych a, definovanych rovnicemi

i
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1

(24) T = gRE,

[l

funkce ¢ piechdzi do funkce f.

PonévadZ rovnice f(x) =0 a ¢ (§) =0 repraesentujf
tutéz plochu, a ponévadz z rovnic (21) ndsleduji rovnice (24),
soudime, Ze pfifadéni poldrné roviny bodu jest totozné s prifa-
dénim polu k roviné, jakoZz jsem jiZz na konci ¢l. 11. podotkl.

Prifadime-li libovolnému bodu « jeho poldrnou rovinu
vzatou vzhledem k ploSe druhého stupné f o nemizejicim diskri-
minantu, jest tato souvislost dle ¢l. 8. reciprocitou, nebof sou-
fadnice & ptidruZené roviny jsou dany rovnicemi linearnymi

(25) 5y = 0t @y ta,rta,,

0 nemizejfcim determinantu 4. Reciprocita tato jest avldstniho
druhu a sluje poldrnow; piviadéni bodu a roviny md zde totiz
rds wmvolutorny, t. j. bodu x prislusi tdé rovina i kdyZ jej poci-
tdme do druhého systemu prostorového, V piipadé tomto soufad-
nice & roviny prvého systemu jsou ddny formulemi (11)

(26) §) = a® 1 g%, Az Ty - Ay,

a vzhledem k a,, = au platl tedy &v = §;}, ¢imz tvrzeni do-

kédzdno

Zde se ptirozené namanuje otdzka, zda-li kazd4 involutornd
reciprocita prostorovych soustav jest poldrnou?- Abychom k této
otdzce odpovédéli, poznamenejme, ze k involutarnosti jest nutno
a stacf, aby poslednf dva vyrazy (25) a (26) stanovily tutéz
rovinu pki libovolnych hodnotich w,, x,, z,, «,, t. j. aby platily
¢tyry rovnice

A1 + oy + A, 525 + Ay, = A(ag,2, + A,y + ag, %5 + ag,x,),

necht jsou hodnoty « jakékoli. Oznatime-li matici*), jiz tvofi
elementy determinantu 4 literou M, a matici s n{ konjugovanou,
t. j. jejiz tadky se shoduji se sloupci oné — literou M’, lze
posledui ctyry rovnice napsati ve tvaru

*) Sr. moji praci ,0 theorii forem bilinearnych*, v Praze, 1889.
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M (x) = AM (),

z ¢ehoZ vzhledem k libovolnosti hodnot z ihned plyne

M = iM".
Vezmeme-li na obou strandch matice konjugované, mame
M = Mj, ‘
¢imz
M= iM

a tedy vzhledem k 4=0:
A=+1,

Pfi A= 1, mdme aw = aw a involutornd reciprota (25)
jest polarnou; pii A =-—1 méme am = — aw a tedy ovSem
Ay = Gy = Ggy = 0y = 0,

a involutornd reciprocita pak nenf polarna. Tenfo druhy involu-
torny reciproky vatah, jeni se vyznalwje tim, Ze kaidd rovina &
prochdzi svgm sdruienym bodem x, nazdn nullovym systemem ;
Ze vytéenou vlastnost md, vychdzi z rovnosti

= B 0+ agm et a,m) 5, =0,
jejiz spravnost vzhledem k aux -+ aw = O jest patrna.

14. Diskriminant kvaternarné kvadratické formy jest
invariantem jejim indexu 2.

Lze totiz tymZ zpsobem, jakym se stalo L c. str. 23,
ukdzati, Ze, piejde-li linearnou transformaci o modulu D :

@7, x, = b2, + to%, + Ly 1+ g,
kvaternarnd forma
f=Zay x,2, do [ = Zamxixs ,

plati rovnice
DX + (a,ag50550,,) =2+ (@11855433844) s
t. j.
D24 = A
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a ze forma f mimo invariant o Zddného jiného invariantu nema.
Prdvé tak, jako 1. c. na str. 24., plyne ddle i nyni, Ze vyraz
(20) ¢. j.
Ayps Aoy Ay, Ayyy & i
Aiqy Bygy Aoy, Agyy &y :
0 = |Qgq, Ugyy Uy, Qg §.;1
a-ll? a42’ a-l3’ a44’ §4 ‘
&, & & §,0]
jest kontravariantem formy f o indexw 2, t.]., Ze utvoifme-li

obdobny vyraz o z koefficienti ay a z hodnot Z, do nichz
ptechdzeji hodnoty & transponovanou substituct

(28) £y = 18, T+ tandy + 15,8+ T4é,
mdme rovnici
D% =o0.
15. Simultanni invarianty dvou ploch druhého stupné.
Piejdou-li kvadratické formy kvaternarné
f = Zapviry, [ = Za,xx,
linearnou transformaci (27) do forem
f = Zawai = Z anzizs
mdme pfi libovolném 4

W+r - P
hodnota 4, jez annulluje diskriminant levé strany, annulluje téz
diskriminant strany pravé, nebot rovnice Af -+ = O ndlezi
pak plose kuzelové, jest tedy také A f +jf” = O rovnice kuZele.
M4 tedy bikvadratickd rovnice

i’mn Ay, Aay, +ah, Aagy +ah, dagy +oal,
(29) L = ilaz‘ i a:“, Aay, + @y Ay, 1 @y Aa,, + @il —
Aay +- @1 Mgy 1 @, Adgg ‘i" Ay Aagy + @y,
Ay, + @y, Aagy + @l Ay + iy, ey, - al,
¢ili
A+ O 4 DA - @) 4 =
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tytéz koteny jako rovnice

L==> + [()'511 +(;| W) (/m_z'z + ;‘z) (’1“—33 i %u) (4y4@4,

+ a,)] =0
¢ili :
' it + @3 + DA+ @i + 4 = 0.
Vzhledem k hotejsf rovnosti
A4 = D24

soudfme, Ze plati

® =D, ®=DD, 6=D0, 4=D,
t. j., Ze vyrazy @, @, @ jsou simultanni invarianty forem faf;
viraz 4’ jest ovem diskriminant formy f’.

V piiting skutetného vycisleni téchto simultannich inva-
riantéi podotknéme, Ze patrné

30) @/:(%)I_OZZa,‘kA;k, hh=1,2,3, 4)

znatfme-li A, minor diskriminantu 4’ prfsluSny elementu a,, .

Zavedenim hodnoty

1
k=7
by obdobné vyslo, Ze
(31) (O E(Z’MAMC )
kde A, znaéf minor diskriminantu 4 p¥islu§ny elementu a.
Konet&né o
1 (oL
=7 (T) 1=0’

t. j.
‘ D = X + (a,,a,,8455a,,) + X+ (a),a,0;,a,,)
(32) + &+ (a),0505a,,) + X * (a,,0;,0,,a,,)

+ X+ (a,a,,a440a,,) + T +(a,,0,,0,,a,,);

jest tedy @ souttem Sesti determinantd, jeZ vznikaji z diskri-

1
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minantu 4 tim, Ze elementy dvou sloupci nahradime korrespon-
dujfcimi elementy diskriminantu 4.

Ostatné vychdz{ tymz zplGsobem jako 1. c. pag. 85., Ze lze
simultann{ invarianty jakoz i 4’ vyvinouti z diskriminantu o
pomoci invariantivni operace

Q , 0 9

@y5— F @ — e,

1 22~ 7,
Dan g oy,

oznacime-li totiz literou £ tuto operaci, mdme

0=, dw:_;_m(d), @':%m(m,

I._.~_!'__ 4
a'=g Q4 (d).

(Dokoncent.)

Zalozenf ceny na poéest Lobadevskému a od-
halenf jeho pomniku.

Za pticinou sté roc¢nice dne narozenf{ N. J. Lobacevského,
jez se uddla 3. listopadu 1893, utvofila fysiko-mathematickd
Spoletnost Kazatiskd komitét, sloZeny z ruskych i cizozemskych
utencli, za ulelem sebrdani penéZni &istky, jiZ by bylo Ize
zvéniti pamét slavného ruského geometra. Usili tohoto komitétu
mélo pifznivy vysledek: seslo se

9.071 rublid 86 kop. (asi 24.000 frankib).

Po srdzce nutnych vydaji rozdélena zbyvajici ¢dstka timto
zpiisobem :

Jistina 6.000 rubli tvorf zvléstnf fond, jehoz uroky stad,
by se dostalo kazdy tieti rok odmény 500 rubld dflu jednajicimu
o geometrii a specielné o geometrii ne-Euklidové, vyti§ténému
bud v jazyku ruském nebo francouzském, némeckém, anglickém,
vla8ském, latinském.

Poprvé bude cena pritknuta 3. listopadu 1897 a dfla
budteZ zaslana nejdéle do 3. listopadu (22. ¥ijna) 1896 Spolet-
nosti fysiko-mathematické v Kazani.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T01:09:56+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




