
Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky

Eduard Weyr
O homogenních souřadnicích a invariantech v theorii ploch druhého
stupně. [I.]

Časopis pro pěstování mathematiky a fysiky, Vol. 26 (1897), No. 1, 1--31

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/109189

Terms of use:
© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1897

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/109189
http://project.dml.cz


O homogenních souřadnicích 
a invariantech v theorii ploch druhého stupně. 

Napsal 

E d u a r d W e y r . 

Následující úvahy jsou přirozeným způsobem obdobný oněm, 
jež jsem ve sv. XXIV. t. Časopisu uveřejnil a jež se vztahovaly 
ku geometrii v rovině; z té příčiny vytčeny zde mnohdy jen 
výsledky a poukázáno na odvození 1. c. podané. 

1. Homogenní souřadnice bodu. 

Budte x, y, z pravoúhlé souřadnice bodu a 

Vv = x cos av -f- y cos /J„ -f z c o s Vv -~Pv = °> (v = 1? 2> 3, 4) 

normalné rovnice čtyř rovin, z nichž žádná není v nekonečnu 
a jež neprocházejí jedním bodem; předpokládáme tedy, že čtyry 
hodnoty pv jsou konečné a že determinant, jehož v-tý řádek jest 

cos av, cos Pv, cos yv, pv, 

jest různý od nully. 
Násobme vzdálenosti V1? V2, V3, V4 bodu ac, y, z od oněch 

čtyř základních rovin libovolnými stálými c1, c2, c^, c4, různými 
od nully, a zvolme čtyry hodnoty xx, # 2 í #3, x4 úměrné těmto 
násobkům, t. j . položme 

QXV zr cvyv, 

značíce Q libovolnou hodnotu různou od nully; pak zoveme 
^n #21 #3> x\ homogenními (tetrametrickými) souřadnicemi bodu 
x, y, z vztaženými k základnímu čtyřstěnu, omezenému oněmi 
čtyřmi rovinami. 
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Že jsou poměry těchto souřadnic bodem x, y, z úplně sta­
noveny, jest patrno; avšak i naopak jest bod oněmi poměry sta­
noven. Obdržíme totiž, dělíme-li vždy dvě ze čtyř rovnic 

(1) QXV = cv(x cos av -f- y cos fiv + z cos yv —pv\ 

celkem šest rovnic, jež můžeme patrně psáti 
cJi — c2Y2 = O, e1Y1 — ezYz = O, e1Y1 — e4V4 = O, 
e2Y2 — e3Ys = O, e2Y2 - e4 V4 = O, e8Y, - e,V4 = O, 

cv píšeme-li za příčinou stručnosti ev místo podílu — ; rovnice ty 
xv 

stanoví šest rovin jedním bodem procházejících. První tři roviny 
mají společný bod, jímž procházejí ostatní tři, protože čtvrtá ro­
vina patrně prochází průsečnou přímkou první a druhé, pátá 
průsečnicí první a třetí, a šestá průsečnicí čtvrté a páté. 

Řešením rovnic (1) dle hodnot x, y, z, Q nalezneme pro 
x> ý, z podíly o společném jmenovateli 

Лfl 
I CvPvt cv cos ß v , cv cos yv, *v 1 
\ CV COS av, cv cos ß v , cv cos yv, *v\ 

ЛJ — — 

| cv COS av, CvPvi cv cos yv, xv 1 

y — | cv cos av, cv cos ßvђ cv cos yv, xv 1 

O. _ 
\ cv cos av, cv cos ßv, cvPvi x v ! 

I cv cos av, cv cos fiv, cv cos yv, xv \ 

při čemž každý determinant vytčen vypsáním v-ho řádku. Jeví 
se tedy pravoúhlé souřadnice jakožto podíly z linearných homo­
genních funkcí tetrametrických souřadnic o témž jmenovateli. 

2. Souvislost homogenních souřadnic bodu s nehomo­
genními. 

Hodnoty pro pravoúhlé souřadnice nalezené jsou tvaru 

— ^ a ^ _ 2Kxv _ 2cvxv 
( 2 ) X-^Ed^" y - Zdvxv ' *~ Zdvxv • 

Jest zajímavo, že lze naopak každé tři rovnice tohoto 



tvaru vyložiti hořejším způsobem, jen když determinant z šest­
nácti koefficientův a, h} c, d nezmizí, t. j . když platí 

_£ + (ajt&dt) :__ 0. 

Předpokládejme na okamžik, že výrok jest správný, a vez­
měme v úvahu vrcholy základního čtyřstěnu, t. j . čtyřstěnu, 
jehož stěny jsou základní roviny 

xx = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0. 

Pravoúhlé souřadnice těchto základních vrcholů by patrně 
byly 

' /__L h. _M /___ h. £L\ lOL A A\ 
U ' V ~ďj: U ' cV d2Y U ' <ž3' d j ' 

/_*_ A. J__\-
U ' d~* <*J' 

body ty vzhledem k supponované nerovnosti nejsou v jedné ro­
vině. 

Zvolme je za vrcholy základního čtyřstěnu a označme 

X-p X2, X 3 , X 4 

příslušné tetrametrické souřadnice bodu #, y, z, třeba za suppo-
sice, že za stálé faktory volena veskrze jednice. Dle předchozího 
článku pak platí rovnice tvaru 

f 3 ) x - 2A»xr ĽЂV1LV 2ľCvXv 
8 — - - • 

2JĽVҠ.V 

{à) X~ £ЂVXУ y - ĽЂД„ ' 

2ľCvXv 
8 — - - • 

2JĽVҠ.V 

a zároveň budou 
Av Bv Gv \ 

pravoúhlými souřadnicemi základních vrcholův. Máme tedy 

Av Bv Gv T)v 

av ~~ K ~~ cv ~~ ~&v 

a označíme-li literou Kv společnou hodnotu těchto podílů, přejdou 

rovnice (3) do rovnic (2), učiníme-li 



Xy ^ A y , 

a tím tvrzení dokázáno. 
Při tom ovšem předpokládáno, že žádná ze čtyř základ­

ních rovin není v nekonečnu; okolnost, že jeden nebo dva zá­
kladní vrcholy jsou v nekonečnu, t. j . že jedna nebo dvě z hodnot 
cř-., d2, cř3, d4 se rovnají nulle, podanému důkazu patrně nikterak 
nevadí. 

Abychom přihlédli k vyňatému případu, kdy jedna zá­
kladní rovina jest v nekonečnu, t. j . kdy tři základní vrcholy 
jsou v nekonečnu, vyjděme ze základního čtyřstěnu, jehož stěna 
x4 = O jest velmi vzdálena od počátku pravoúhlých souřadnic, 
t.j. předpokládejme, že p4 má hodnotu velmi velkou. Béřeme-li 
za c4 hodnotu velmi malou, bude součin c4Y4 míti mírnou hod­
notu; a učiníce limp4 = oo, limc4 = 0 tak sice, že 

lim (c4p4) — — c, 
máme 

QX4 = lim (c4Y4) = c, 

a tetrametrická souřadnice x4 jest tedy úměrná pevné, jinak libo­
volné hodnotě c. 

Případ ten n. p. nastane, mají-li rovnice (2) tvar 

řCj Xn Xo 

x4 x4 x4 

zde determinant £ ±(axb2c3d4) = 1, a vzhledem k 

d1 = d2 = d3 = 0, d4 = 1, 
jest čtvrtá základní rovina v nekonečnu, kdežto první tři splý­
vají s rovinami souřadnými yz, zx, xy. Tetrametrické souřad­
nice se,, #2, a?3 jsou úměrný vzdálenostem bodu cc, y} z od těchto 
rovin souřadných, čtvrtá souřadnice x4 jest úměrná 1. Tyto 
specialné homogenní souřadnice x„ x2, x4, x4 slují souřadnice 
HEssE-ovy. 

3. Tetrametrické souřadnice roviny. 
Nahradíme-li v rovnici roviny 



pravoúhlé souřadnice x, y, z jich výrazy (2) pomocí homogenních 
souřadnic a odstraníme-li jmenovatele, obdržíme rovnici roviny 
ve tvaru 

(4) ř A + £2#2 + £3#3 + £A = °'' 

a naopak každá taková rovnice náleží rovině, neboť ji lze 
psáti 

'iřiV, + c^V, + c3Ž3 V3 + cJ4V< = 0. 

Hodnoty £x, |2 , £3, £4 slují tetrametrickými souřadnicemi 
roviny (4) a jich geometrický význam, v případě, Jedy základní 
vrcholy jsou všecky v konečnu, jest ten, že jsou úměrný jistým 
násobkům vzdáleností této roviny od vrcholů, základních. 

Poslední rovnici můžeme totiž psáti 

xEcv lv cos av + yScv £v cos pv + zEcv $v cos yv —' Ecvpv = 0, 

pročež, učiníce 

V2 = {SevSv cos av)* + (Zcv Sv cos pvf + (Ecv $v cos yv)\ 
jest normální tvar rovnice roviny (4): 

Zcv^v _ n 

V — 

Vložíme-li do tohoto tvaru za #, y% z souřadnice prvního 
základního vrcholu, tu vymizí V2, V3, V4 a hodnota Yt podává 
vzdálenost v1 prvního základního vrcholu od protější základní 
roviny, t. j . první výšku základního čtyřstěnu. Značí-li tedy kx 

vzdálenost prvního základního vrcholu od roviny (4), máme 

a obdobně obecně 

2. _ cAvi K\ — ý 

, cv s v vv 
Kv — y 

čímž 
t . t . t . t — *i . ^ 2 . _ i _ . ____• 
ťřl • Ь2 • Sз • Ь 4 —• . „ • л #, • л „ ^ 4 

a tvrzení dokázáno. 



Definice souřadnic £ pomocí rovnice (4) potrvá i v pří­
padech, kdy jeden, dva neb tři základní vrcholy jsou v neko­
nečnu. Vezmeme-li speciálně v úvahu případ HEssE-ových sou­
řadnic, můžeme rovnici (4) psáti — děli vše ji xA — 

porovnáme-li s rovnicí 

m -f- vy ~f- w# -f- 1 = O, 

v níž w, v, w jsou obyčejné (nehomogenní) souřadnice roviny, 
značící záporně vzaté reciproké její úseky na osách x, y, #, tu 
shledáváme, že jsou | 1 ? | 2 , | 3 úměrný těmto obyčejným souřad­
nicím w, v, w a čtvrtá homogenní souřadnice | 4 hodnotě 1. 

4. Souvislost homogenních souřadnic roviny s nehomo­
genními jest obdobná oné, která váže homogenní a nehomogenní 
souřadnice bodové. 

Rovina £ má rovnici 

£iv*v = 0, 

t. j . 2£vcvVv = 0, 

čili, seřaděním dle #, y} s 

x£!~v cv cos av + yHlv cv cos Pv -f zZlv cv yv — Zlv cvpv = 0. 

Nehomogenní souřadnice u, v, w této roviny mají tedy 
hodnoty 

£Švcvcosav £gvcvcospv 2gvcvcosyv 

uzz< —r , v r r =-- ••—, w = — 2ivcvpv ' —2£vcvPv ' — Zh*vPv 

jež se jeví jakožto podíly homogenních linearných funkcí sou­
řadnic | o témž jmenovateli. 

Zase platí též tvrzení opačné: Každé takové tři podíly 
o společném jmenovateli 

_ * M * * * M , ' z&vlv 
^ 1 / - ZDVÍV* "/~~ £DVIV 

lze geometricky tak interpretovati, že | značí homogenní sou-



radnice roviny, jejíž obyčejné souřadnice jsou hodnoty w, v, w; 
arci zde nutno předpokládati, že determinant - S ± : ( A 1 B 2 C 3 D 4 ) 
nemizí. 

Vskutku, je-li tato interpretace přípustná, obdržíme, kla­
douce £2 = £3 = £4 = O za souřadnice u, v, w první základní 
roviny, hodnoty 

iVW 
obdobně za souřadnice druhé základní roviny 

A2 5^ Cg 
D 2 ' D 2 ' D 2 ' 

atd. Vzhledem k okolnosti, že zmíněný determinant nevymizí, 
neprocházejí tyto čtyry roviny jedním bodem, a lze je tedy zvo­
liti za stěny základního tetraedru. Zvolme stále cv třeba tako­
vým způsobem, aby příslušné souřadnice 8 roviny se k sobě 
měly jako vzdálenosti kv této roviny od základních vrcholů, t. j . 
zvolme 

1 
1 čili c„ = '* v. V 

Pro nehomogenní souřadnice w, 0, w pak obdržíme výrazy 
tvaru 

2avBv 2JPV8V Z<y, j»H|» 
u~ 2ŮV8V ' v~ £ů9K ' w-'sů9sw 

a souřadnice základních stěn podávají ihned rovnosti 

kv Bv Gv Dv 

Označíme-li společnou hodnotu těchto podílů literou lv a 
učiníme-li dále 

l i : I 2 : £ 3 : ř 4
 = K&i: ^ 2 ^ 2 : ^ 3 ^ 3 : K&4 

z r hlk1: Á2k2: A3/C3 : A4#4, 

máme nehomogenní souřadnice w, t>, w skutečně ve tvaru ( 5 ) ; 
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zároveň patrno, že nynější základní stálé faktory cv jsou dány 
rovnostmi 

A-, zzz , /L zzz , A, z z , A. z z . 
exvx c2v2 czv%

 4 c4v4 

5. Dvojpoměr; projektivné řady a svazky rovin. 
Hoví-li souřadnice bodu x a roviny £ rovnici 

£l#l + &2 + £3^3 + &4 = 0? 

tu bod x leží v rovině £, a rovina | prochází bodem a?. 
Pokládáme-li hodnoty £ za dané, jest to rovnice roviny, t. j . 
charakterisuje všecky body této roviny; pokládáme-li x za dané 
hodnoty, jest to rovnice bodu, t. j . charakterisuje všecky roviny 
procházející daným bodem. 

Souřadnice x + foť patrně hoví každé linearné homogenní 
rovnici, které hoví jak souřadnice x tak x\ t. j . bod x' \- AX" 
leží na každé rovině vedené body x' a se" čili na přímce 
spojivé obou bodů. Snadno tu vychází jako v geometrii v rovině 
(v. tento Časopis, roč. XXIV, str. 8.), že hodnota A jest úměrná 
dělícímu poměru bodu x' -f- Xx" vzhledem k x' a cc", a že tedy 

A 

dvojpoměr bodů x\ x'\ x'-|-A#", cc'-f-ps" jest — , a obecněji 

dvojpoměr bodů cc'-f-Acc", ac'-[-ftec", cc'-f-vcc", x4-\-QX" jest 
1/ A Q A 

Obdobně prochází rovina £' -f- Aí" průsečnou přímkou ro­
vin £' a £", a A jest hodnota úměrná dělícímu poměru oné ro­
viny vzhledem k těmto, jakož přímo patrno z rovnice 

*(*;+«>,=o čin ^ + i 4 z o 
a dvojpoměr rovin ! ' + # ' ' , Č' + f*|", ř' + v|", É' + té" jest 
opět dán hořejším výrazem. 

Rada bodů x' ~f- AX" jest tedy s řadou bodů x' -f- pec" neb 
se svazkem rovin | ' -j- p£" projektivná, jsou-li koefficienty A a (i 
sdružených elementů vázány relací tvaru 

(6) aA^-f &A + ^ - f dzzO; 
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táž relace stanoví projektivnost svazku rovin £' -f A£" se svazkem 

rovin I'+ p £". 
6. Perspektivné útvary. Tyto jsou specialnými případy 

útvarů projektivných a majítudíž jich sdružené elementy stejné 
dvojpoměry; to lze snadno takto dovoditi. 

Mějme nejprve svazek rovin a s ním perspektivnou řadu 
bodovou. Budiž £' -j- A£" libovolná rovina svazku a x' -\- \ix" jí 
přidružený bod; ten v ní leží a máme tedy rovnici 

2 ? ( r v + « p ( ^ + ^ = 0, 
což jest relace tvaru (6), a tím tvrzení dokázáno. 

Ve dvou perspektivných řadách jsou dvojpoměry stejné, 
poněvadž je lze pokládati za perspektivné s týmž svazkem rovin. 

Uvažujme dva perspektivné svazky rovin. Budiž £ společná 
rovina obou a | -+- A£', | -f- ka£" dvě sdružené roviny; tyto se 
tedy protínají na pevné rovině a£ + a'£' -f- a"£" procházející 
společným bodem obou os. Máme tedy 

*K + <*% + a% = 9 (iv + ty + a (iv + ty , 
z čehož 

a = q -\- 6, af = joA, a" = Gp 

a eliminací hodnot Q, a\ 

ah(i — a'\L — a"A .z: 0, 
čímž tvrzení dokázáno. 

Vezměme dále v úvahu svazek perspektivný se svazkem 
rovin. Budiž £ + A£' libovolná rovina svazku rovin a rj rovina, 
v níž jest perspektivný svazek paprskový; pak jest sdružený 
paprsek dán rovnicemi 

-s (!, + *-•;)*., = o, £n*, = o. 

Zvolíme-li však nový základní čtyřstěn, jehož základní ro­
vina xá = O se stotožňuje s rovinou ^, jest onen paprsek dán 
rovnicemi tvaru 

2?| x +A2?ř'a5 = 0 , xA=0. 
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Hodnoty xv x2, x3 bodu položeného v poslední rovině jsou 
patrně úměrný násobkům jeho vzdáleností od stran základního 
trojúhelníku této roviny a jsou tudíž trimetrickými souřadnicemi 
v rovině; ale pak jest zjevno, že X jest hodnota úměrná dělí­
címu poměru uvažovaného paprsku, čímž věta dokázána. 

Badá perspektivná se svazkem a dva perspektivné svazky 
se převádějí ihned na předešlé případy, čímž tvrzení úplně do­
kázáno. 

7. Dvojí geometrický význam linearné transformace sou­
řadnic. 

Pravoúhlé souřadnice x, y, z bodu o tetrametrických sou­
řadnicích xv x2, x3, x4 byly dány formulemi (2): 

Zavxv __ 2K%v __ 2c'vxv 
X~~ Zdvxv

 y^Zdvx~v'
 Z^~Zď^v 

Zavedeme-li na místo xv x2, x3, xá čtyři nové proměnné 
x' linearnou transformací 

(?) *, = Ki< + K& + V - + Ki<' (v = -»2' 3> 4> 
nutno především předpokládati, že determinant 

čili t. zv. modul transformace jest různý od nully, sice by pro­
měnné x nemohly nabýti hodnot libovolných. 

Substitucí (7) přejdou formule (2) do formulí tvaru 

Zla x' ZV x' Ze x' 
• v v v v v v 

• x — ~fV y — ĚďV' 3-£ď¥ 

v v v v v v 

a patrně tu platí 

2± (afiWA) = Z±(ax b2 c3 dA).Z± (tn t,2133144); 
jest tedy determinant po levé straně též různý od nully. Pak 
ale lze dle či. 2. pojímati hodnoty x\x\x\x\ jakožto tetrame-
trické souřadnice bodu x, y, z, vztaženého ovšem k novému zá­
kladnímu čtyřstěnu s novými základními stálými faktory c. Jest 
tedy linearná substituce výrazem transformace souřadnic k jiným 
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základním elementům; totéž platí patrně o linearné transfor­
maci souřadnic roviny f. 

Koefficienty substituční u těchto dvou tranformací souvisí 
velmi jednoduchým způsobem; rovina | má totiž rovnici 

tl^J + !«*- + £ 3*3 + ^ 4 = 0, 
t. j . 

*h (fvl< + V« + V ' + '-*<) = °' 
takže nové její souřadnice | ' jsou: 

fel = *llbl + 2̂1&2 + ^3lb3 + ^4i*4> 
&2 = ^ l + 2̂2̂ 2 + hih + 4̂2̂ 4? 

(8) l i = í i 8 f i + <28& + 3̂3̂ 3 + ^43^4. 
£l = hJl + t*Ji + ^sJs + ^iJi* 

Tato substituce sluje vzhledem k (7) transponovaná a pro­
měnné | transformující se touto substitucí slují kontragredientními 
s proměnnými x. 

Druhý geometrický význam linearné transformace (7) ob­
držíme, pokládáme-li x a x za souřadnice sdružených bodů, 
vzaté vzhledem k dvěma libovolným základním čtyřstěnům. Dva 
prostorové systémy takovým způsobem souvisící se zovou kolline-
arnými. Dle předešlého článku jest patrno, že tímto vztahem 
přísluší bodu, rovině, přímce resp. opět bod, rovina, přímka, a že 
řadám, svazkům a svazkům rovin přísluší obdobné útvary s nimi 
projektivně, a že rovinným soustavám resp. svazkům prostorovým 
jsou přiřaděny obdobné útvary s nimi kollinearné. Linearnou 
substituci (7) můžeme pojímati jakožto počtářský výraz kóllineace 
dvou prostorových soustav. 

8. Reciproký vztah prostorových soustav. 
Při uvažování kollinearného vztahu daného rovnicemi (7) 

obrací se pozornost přirozeným způsobem ke vztahu obdobně 
definovanému, však přiřadujícímu bodu ne bod, nýbrž rovinu. 
Budte x tetrametrické souřadnice bodu, a | ' souřadnice sdru-

V ' v 

zené roviny, vztažené obecně k jejímu základnímu čtyřstěnu, a 
mezi těmito elementy stanovme vztah čtyřmi linearnými relacemi 

(9) £' = a xx. 4- a A xa 4- a 0x0 4- a ÁxA. 
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Takový vztah dvou prostorových soustav sluje reciprokým, 
a jím sdružené útvary a obrazce reciprokými v prostoru. 

Každému bodu x přísluší určitá rovina £'; každé rovině 
Š' přísluší určitý bod #, neboť řešením rovnic (9) dle hodnot 
xv obdržíme 

(10) kxv = A1V i; + A2VI; + A3VI; + A^\ , 

značí-li A determinant ---:±:(«ii«22a38a44) různý od nully a 
khk jeho minor příslušný k elementu ahk. 

Naplňuje-li rovina | ' bod na př. x\ tu naplňuje x rovinu, 
již ovšem přiřadujeme bodu x'\ skutečně ze supposice 

Sx'^ = 0 
v*v 

plyne 
EXv (fl„l*l- + %2X2 + %sh + "vfJ = °' 

t. j . 
x.žJa Hx -\-x9Ea „x -\-Xo£a nx' ~\-x.£a Ax zz 0, 

i vl v ' 2 i>2 v ' 3 y3 v ' * vá v ' 

což jest rovnice roviny £. Máme tedy 

(11) £k zz aî a?; + a2tfc'2 + a3*a?'3 -+- a4&< 

a zároveň patrno, žé 

(12) 2SxS =£x'£ . 
> / v v v v 

Tato rovnice ukazuje, že je-li bod a; v rovině £, jest též 
rovina | ' v bodě a;'. 

Naopak, naplňuje-li bod x rovinu nějakou | , máme 

.sř,*, = o, 
tedy vzhledem k (10) 

~ ^„(A^r, + A2,r. + A3 VI; + A4,r4) = o, 
čili 

•j-h',ZAlviv -f- ft-SAsA + ft-SAr^f., -f- fc-SA^J - 0; 
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tedy naplňuje sdružená rovina v druhém systému bod x'k, 
jehož souřadnice jsou dány rovnicemi 

(13) Axk = AklŠx -f- AkJ2 -f- AkJ3 -j~ AkJ4; 

tytéž rovnice by ostatně plynuly řešením rovnic (11) dle x'k. 
Rovnice (9), (10), (11), )13) jsou počtářským výrazem 

vztahu mezi body a rovinami daných reciprokých soustav 
prostorových. 

Nabývá-li X všech hodnot, naplňuje bod o souřadnicích 
xv-=.yv~\- kzv přímku; jeho reciproká rovina má souřadnice 

£ =; Ea7 (y 4-te) = 2Ja7 y -f lEa7 a =r)' 4- It,' 
*k , v kv yiJv ' v' f v kv^v ' , s kv v lv ' 5v 

(v) {v) (v) 

a prochází tudíž průsečnou přímkou rovin rf, £', tvoříc patrně 
svazek rovin projektivný s řadou bodů x. Tato řada a osa 
onoho svazku rovin slují reciprokými přímkami. Dle předcho­
zího jestpatrno, že, naplňuje-li bod druhého systému řadu r\%\ 
příslušná rovina v prvním systému vytvoří svazek rovin na ose 
yz% opět projektivný s onou řadou. 

9. Geometrický význam jedné nebo dvou rovnic mezi 
souřadnicemi. 

Rovnice mezi homogenními souřadnicemi bodovými #, ome­
zující polohu tohoto bodu, musí býti homogenní; veškeré body, 
jichž souřadnice jí hoví, naplňují plochu, jejíž rovnici v pravo­
úhlých souřadnicích obdržíme, nahradíme-li v dané rovnici hod­
noty xv hodnotami cvYv. 

Obdobně náležejí souřadnice | , hovící homogenní rovnici, 
rovinám, jež jsou tečnými rovinami jisté plochy, jich obálky; 
daná rovnice sluje rovnicí této plochy v souřadnicích roviny. 

Jak v prvním tak v druhém případě závisí bod resp. 
rovina dané rovnici hovící na dvou neodvisle proměnných; 
vážeť na př. v prvním případě homogenní rovnice vlastně tři 
poměry proměnných 

z nichž tudíž dva lze libovolné voliti. 
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Uvažujeme-li na ploše o rovnici ra-ho stupně 

/ (as., as., x„ xj = O 

veškeré body x -\-dx sousední s bodem x, hoví tyto rovnici 

/ + < * / = O t. j . d / = 0 , 
t. j . 

Tím pak vysvítá, že všecky tyto sousední body x-\-dx 
hoví linearné rovnici 

<"> ix.+i,x.+^x-+ix'=°' 
neboť dosadivše jich souřadnice do ní, obdržíme 

což vzhledem k větě Eulorově jest w / + d/a tedy = 0. Rovnice 
(14) jest rovnicí tečné roviny. 

Obdobně procházejí všecky roviny £ + d£ sousední s ro­
vinou tečnou plochy o rovnici 

9> ( l i , £Si l8i &') = O 

jedním bodem — bodem dotyčným této roviny — a jeho rov­
nice jest 

n*>\ d<p v 4- d(p v o. ^ v _±_ ^ v — o 

Je-li plocha dána rovnicí mezi souřadnicemi bodovými: 

/ (#l» ^2J #3> #4/ - 1- O? 

a chceme-li odvoditi její rovnici v souřadnicích roviny, uvažme, 
že pro souřadnice £ tečné roviny dle (4) máme 

t .t .t .t _ y . . v. , v. , v. 
$ i - * a - * s . * 4 — a j ? i - a í C j . J J ^ - ^ -
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Tyto tři rovnice i s předchozí jsou vzhledem k x^x.^x^xA 

homogenní a lze z nich tyto proměnné eliminovati; výslední 
rovnice jest hledaná rovnice plochy. — Eliminace se usnadní, 
nahradíme-li první rovnici touto: 

df . df i df i V n 
1 dxt ' 2 0o?2 ' 3 # 3

 4 3 # 4 

t. j . vzhledem k napsané proporci 

* Á + 2̂̂ 1 + »af» + XA = 0. 
Obdobně plyne rovnice plochy 

9> &.&*•. 0 = 0 
v souřadnicích bodových, eliminací hodnot § z této a z rovnic 

Dop dw dw dw 
A* • /yt • ry\ • /y» y _ • ' • / • ' • ^ . ^ . S , . * , - ^ . ^ . ^ . ^ , 

opět lze první rovnici nahraditi relací 

Dvě homogenní rovnice mezi souřadnicemi bodovými 

( l b ) f\Xif X21 X3-> X4) = U, Ji(^jí ^2? ^3? ^ 4 ) = ^ 

stanoví cáru: průsečnou čáru obou ploch těmito rovnicemi sta­
novených. Poloha bodu čáry závisí na jedné proměnné, n. p. na 

X cc se 
podílu -1-; zvolíce jej, máme pak podíly — a — z napsaných 
rovnic. 

Dvě homogenní rovnice mezi souřadnicemi roviny 

(17) V(flf &, ř8 l f4> = o, ^ ř r i 3, i j = o 

stanoví rozvinutelnou plochu, opsanou oběma plochám, daným 
těmito rovnicemi. Poloha roviny hovící oběma rovnicím závisí 

totiž na jedné proměnné, n. př. na podílu -ě- , a jest tudíž 

obálka všech těchto rovin plocha rozvinutelná. Z toho patrno, 
že čára a plocha rozvinutelná jsou útvary reciproké a zároveň, 
že se stanoviska geometrie roviny nelze rozvinutelnou plochu 
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pokládati za plochu, nýbrž za útvar dvěma plochám společný, 
tak jako v geometrii bodu cárá není plochou, nýbrž útvarem 
dvěma plochám společným. 

Tečna cáry (16) čili limitní poloha spojnice bodu jejího 
s nekonečně blízkým bodem čáry jest ovšem průsečnice tečných 
rovin obou ploch / z : 0 a / ^ O ; má tedy tato tečna rovnice 

'å.-.-* г l ; x ' = 
Keciprokým způsobem jest přímka rozvinutelné plochy (17) 

t. j . přímka společná dvěma nekonečně blízkým rovinám hovícím 
rovnicím (17), dána rovnicemi 

y ty v _ 0 y tyi # _ n . 

přímka ta prochází ovšem dotyčnými body roviny £ s plochami 
9 = 0, (p,=0. 

Kovina, vedená bodem x dané čáry a dvěma nekonečně 
blízkými body jejími, sluje oskulační rovinou čáry v onom bodě. 
Poněvadž její rovnici 

(*& + a2X2 + a3X3 + a4X4 — O 

má hověti jak bod se, tak body sousední 

x + <fe, x + 2dx + cž2cc, 

máme k stanovení hodnot a rovnice 

Zavxv = O, 2Javdxv = O, Uavd
2xv = O, 

a tedy eliminací těchto hodnot ze všech čtyř.rovnic: 

£±{X1x2dx3d
2xi) = 0 

jakožto rovnici oskulační roviny. 
Podobně stanoví tři sousední tečné roviny £, £ + á£, 

£ + 2oí£ + d2£ rozvinutelné plochy bod, patrně společný dvěma 
sousedním přímkám plošným; geometrické místo jeho jest t. z. 
čára vratu rozvinutelné plochy. Jeho rovnice jest 

-S±(fliř1«8cí*É4) = 0. 



17 

Reciprocitou přísluší cáre rozvinutelná plocha, t. j . bodům 
čáry tečné roviny rozvinutelná plochy; spojnici sousedních bodů 
průsečnice sousedních tečných rovin, t. j . tečné čáry plošná 
přímka rozvinutelná plochy čili tečna čáry vratu; rovině, vedené 
třemi sousedními body, bod v třech sousedních rovinách, t. j . 
oskulační rovině čáry, bod na čáře vratu. 

Sestrojíme-li k nějaké ploše plochu kollinearnou, budou 
tečné, roviny sestrojené v kollinearných bodech též kollinear-
nými. Neboť jsou-li / = O a f - ^ O rovnice kollinearných ploch, 
t. j . máme-li 

/ ( # - , - %21 ^31 Xi) -—J V^l> ^ 2 . *^3> # 4 / 

za platnosti transformačních formulí (7), obdržíme derivováním 

ЖL-Ж-t A-Ж-t Л-Ж-t 4-Ж-
Ъx' " " дxг

 h v "f" Ъx2

 г v ^ Ъxs

 h v "Г" Ъx4 

a tedy 

t. j . 

_Ł ——-~ л. — — jŁtл„j\. -4— — — Љt9Vл. 
дx v ? æ -* v > дX9

 2V * 

4- -Џ- Җ X' 4- - ^ - Җ X' , 
I з ^ Зv v I ^ 4V „> 

dx v 2x„, v" 

čímž výrok dokázán. 
Nyní jest patrno, že i tečny kollinearných čar v bodech 

sdružených jsou přímkami kollinearnými. Konečně i oskulační 
roviny jejich v bodech sdružených jsou kollinearně sdruženy. 
Neboť vzhledem k transformačním rovnicím (7) přechází dxv na 
dx , a ď2x na d2x touže transformací (7). Transformujeme-li 
i běžné souřadnice X na X' týmiž formulemi, máme patrně 

U ± (X^dx3d'\) = TU ± (X; x,dx\AdV4), 

čímž výrok dokázán. 

Zcela obdobně lze ukázati, že, vytkneme-li u dvou reci­
prokých ploch dva sdružené elementy, t. j . bod x plochy první 
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a sdruženou rovinu tečnou £' plochy druhé, pak tečné rovině £ 
v onom bodě sestrojené přísluší reciprocitou dotyčný bod #'ro­
viny £'. Přísluší-li totiž reciprocitou, danou formulemi (9), ploše 

/ z= O plocha (p zz 0, t. j . platí-li rovnost 

Л * i . #2, #3, #4) — :Ф«;, i; î feз? Г4), 

máme derivováním 

Ъxv ~ж « 1 * І- з£ a2̂  + ?r, 
aзv 

Dqp 
+ ЗГ4 

t. j . 
ř» = ^IV^I + tt2VЖ2 + a Зîr^з + ^4^4 , 

z čehož dle rovnic (11) patrno, že rovina £ a bod x' jsou sku­
tečně reciproké. 

10. Plochy algebraické, zvlášť druhého stupně a druhé 
třídy. 

Plocha, jejíž rovnice má tvar f x^ x2, x3, x4) zz O, kde / 
značí racionalnou celistvou homogenní funkci n-ho stupně sou­
řadnic x, sluje algebraickou plochou n-ho stupně. Stupen jest 
na volbě základního čtyřstěnu nezávislý, protože se linearnou 
transformací souřadnic nemění. 

Libovolná přímka protíná plochu n-ho stupně v n bodech; 
rovnici / z O a dvěma linearným homogenním rovnicím mezi 
x\-> #2' xv> XA hoví totiž n soustav x. Libovolná rovnice protíná 
plochu n-ho stupně v algebraické čáře n-ho stupně; o rovině 
x4 zz O jest to patrno, protože v rovnici 

/ ( # ! , flC2, # 3 , 0) ZZ O 

hodnoty xv x2, xB lze interpretovati jakožto trimetrické souřad­
nice v oné rovině, a v libovolné rovině to ihned plyne, učiní-
me-li ji transformací základní rovinou nového základního čtyř­
stěnu. 

Dvěma rovnicemi m-ho resp. n-ho stupně stanovena al­
gebraická čára stupně mn, t. j . čára, kterou libovolná rovina 
protíná v mn bodech; jsou to společné body obou čar, v nichž 
rovina dané plochy protíná. 

Plocha, jejíž rovnice v souřadnicích £ má tvar tp zz 0, kde 
<p jest racionalnou celistvou homogenní funkcí n-ho stupně, sluje 



19 

plochou n-té třídy; libovolnou přímkou prochází n tečných rovin 
jejích, a libovolným bodem vedené tečné roviny obaluje kužel 
téže třídy. Že plocha n-té třídy jest též algebraickou, vychází 
ihned dle 61. 9. Stupeň a třídu algebraické plochy lze tedy de­
finovati jako stupeň její rovnice v souřadnicích x resp. £. 

Dvěma rovnicemi m-ho resp. w-ho stupně mezi souřadni­
cemi | stanovena algebraická rozvinutelná plocha třídy ww, t. j . 
rozvinutelná plocha, k níž prochází libovolným bodem mn teč­
ných rovin. 

Plocha druhého stupně má rovnici / = O, kde 

/(#!, ár2, x3, xá) ZZL aixx1 + a22x2 -j- a33x;i -f- aux^ -\- 2a12xxx2 

+ 2al3xxx3 + 2auxlx4 + 2a23x2x3 -f 2aux2x4 -f- 2a34#3#4, 

čili stručněji 

f(x^ x2, x3, «4) = Eahkxhxk, (h, k — 1, 2, 3, 4; ahhz=zakh). 

Připomeňme, že 

1 V 
2 гя, 

av\X\ + ^ 2 ^ 2 + aVBXZ + aî>4#4 

a že dle věty Eulerovy o homogenních funkcích 

*-* 2 to/"' 

Je-li daná plocha kuželem, pak jest tečná rovina její ve 
vrcholu x neurčitá, t. j . souřadnice vrcholu hoví čtyřem ro­
vnicím 

v _ 
Ъx„ 

_ 0 , 

z nichž soudíme, že vymizí determinant 

(18) J — 

a i П a i2> a iз> a i 4 

ӣ2ľ> a 2 2 î a 2 3 ? 
a 2 4 

a з i ? a 3 2 î a 33î a 3 4 

a41> a 42î a 4 3 ' a 4 4 

čili t. z. diskriminant formy /. A naopak, platí-li rovnost J zz: O, 
2* 
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jest daná plocha kuželem; lze totiž pak stanoviti čtyři hodnoty 
xv x2, x3, x4, jež všecky nejsou nullami, hovící rovnicím 

- ^ = 0, (v = l, 2, 3, 4) 

a tyto hodnoty jsou souřadnice vrcholu kuželové plochy. Vskutku 
označíme-li literami yv souřadnice libovolného bodu plochy /, tak 
že f(y) zz 0, jest x -f ly libovolný bod na spojnici xy a výraz 
f(x -f- Xy), rozvineme-li jej dle věty Taylerovy, 

f(x + ly) = f(x) ±l2^9v + -±L Zahk yhk 

patrně vymizí při libovolném L Jest tedy celá spojnice xy na 
ploše /, t. j . plocha / skutečně kužel o vrcholu .!. — Speciálně 
může ovšem kužel býti soustavou dvou rovin; pak jest každý 
bod společné přímky obou rovin vrcholem tohoto specialného 

?/ kužele a jeho souřadnice ovšem řešením rovnic - — 0 . Patrně 
vXv 

lze pak dvě z hodnot xx, x2, xs, xA, těmto rovnicím hovících, 
voliti libovolně; pročež případ ten nastane tehdy, kdy mimo A 
vymizejí i všecky minory tohoto determinantu, kdy však alespoň 
jeden minor druhého stupně jest různý od nully.*) — Konečně 
může kuželová plocha / se skládati ze dvou splývajících rovin, 
tedy / býti čtvercem linearné funkce souřadnic x. Pak jest 
každý bod roviny té vrcholem kužele, a lze tudíž rovnicím 

# = o 
ta* 

vyhověti soustavami xv x2, xa, x4, při nichž tři hodnoty jsou 
libovolné. Případ ten nastane, kdy nejen A se všemi minory 
vymizí, ale kdy ještě i všecky minory druhého stupně jsou rovny 
nulle. 

*) Viz můj spis „O theorii forem bilinearných", kap. III., aneb 
„O řešení linearných rovnic", tento Časopis, roc. XIV. 
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Plocha druhé třídy má rovnici <p = O, kde 

<K£n £2> &> šA) = Zahk£hh, (A, * = 1, 2, 3, 4; ahk=akh). 

Vymizí-li diskriminant .// formy 9, lze opět ustanoviti ro-
2i(p 

vinu ř, jejíž souřadnice hoví rovnicím —~ = 0; je-li pak r\ li-

bovolná tečná rovina plochy <JP, jest každá rovina £ -f- A??, t. j . 
každá rovina přímkou Šy vedená rovinou tečnou této plochy. 
Souhrn tečných rovin plochy <p jest tvořen všemi rovinami ve­
denými tečnami kuželosečky v rovině | obsažené; jest totiž 
kužel opsaný ploše z libovolného bodu kuželem druhé třídy, a 
jeho stopa na rovině | jest ona kuželosečka. — Vymizejí-li mimo 
z/ i všecky minory, aniž by však všecky minory druhého stupně 
vymizely, naplňují všecky tečné roviny plochy <p dva svazky 
prostorové: y se jeví býti součinem dvou linearných faktorů, 
čili dvou bodů. — Vymizí-li konečně d se všemi svými minory 
prvního i druhého stupně, jest <p čtvercem linearného výrazu, 
a všecky tečné roviny procházejí jedním bodem: plocha <p jest 
souhrnem dvou splývajících prostorových svazků rovin. 

11. Polárné vlastnosti ploch druhého stupně a druhé 
třídy. 

Dva body x\ x" slují sdruženými čili konjugovanými 
vzhledem k ploše druhého stupně / — O, jsou-li harmonickými 
k průsečíkům s plochou. Sdruženost tu vyjadřuje rovnice 

-£V -^C - O čili 2x" -JA = O, 
*dx v dx 

v v 

3/ ?/ 
při čemž —-- znamená hodnotu -—, vložíme-li do ní x\, x' x', 

Zx ^xv " -° 8 ' 
v v 

x\ na místo xx, #2, xs, xA. 
Bod x4 -|- A#" spojnice x'x" jest totiž na ploše 

£ahhxhxh = 0, 
platí-li 

1!<*kk (xh + Mh){xk + AaQ = O; 
kořeny A1? A2 této kvadratické rovnice jsou úměrný dělícím po­
měrům průsečíkn vzhledem k x' a x4i a jsou tedy tyto čtyři 
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body při Xx -f X2• = O harmonické. To však vyžaduje, aby koeffi-
cient při X v poslední rovnici vymizel, t. j . aby 

-s«**(« + «X)=o 
čili aby 

E2(avlx[ -f av2x'2 -f aMai; -f av±x\)ď = 0, 

čímž hořejší výrok dokázán. 
Všecky body sdružené s daným bodem x4 naplňují tudíž 

rovinu o rovnici 

v 

t. zv. polárnou rovinu bodu čili pólu x\ Je-li pol x' na ploše, 
stotožní se polárná rovina patrně s tečnou rovinou plochy 
v bodě x\ 

Rovnice polárné roviny jest vzhledem k souřadnicím x a r, 
symmetrická, z čehož ihned plyne, že, prochází-li polárná rovina 

jednoho bodu druhým, prochází také polárná rovina druhého 
prvním. Z toho vychází ihned, že polárná rovina obsahuje do­
tyčné body všech tečných rovin, vedených polem; body ty na­
plňují tudíž kuželosečku, a jí prochází kužel opsaný ploše 
z pólu. 

Naplní-li pol přímou řadu, naplní polárná rovina svazek 
rovin s onou řadou projektivný; bodu x* -f Xx" přísluší totiž po­
lárná rovina o rovnici 

čili 

dxv
y v i VJ 

E^x -\-XE ~f-x" = 0. 
dx„ v ' ?xv v 

Naplní-li pol rovinu, otáčí se polárná rovina kolem bodu; 
bod Xx' -f /*#" -f- fuc'" má totiž polárnou rovinu o rovnici 

XE^-x -\-tiE^-x" -\-vE^f-x" = 0. Zxvv^r dx^ v~v dx^ v 

Sdružené body na přímce tvoří páry involuce, jejímiž dvoj-
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nými body jsou průsečíky přímky s plocho^<>. Sdružené body jsou 
totiž ďle definice harmonické k oněm průsečíkům. 

Interpretujeme-Ii v této úvaze souřadnice x jakožto sou­
řadnice roviny, plynou obdobné výsledky vzhledem k plochám 
druhé třídy, jež stručně vytkneme. 

Dvě roviny £', | " slují sdruženými vzhledem k ploše druhé 
třídy 9 = 0, jsou-li harmonické vzhledem k oběma tečným ro­
vinám plochy, procházejícím průsečnicí rovin. Sdruženost vyja­
dřuje rovnice 

-r.-$- = o či,, « ; ^ = o. 

Veškeré roviny sdružené s danou rovinou procházejí bodem, 
polem jejím; je-li daná rovina tečnou, jest bod dotyčný jejím 
polem. 

Leží-li pol jedné roviny na druhé, leží také pol druhé 
na první. Otáčí-li se rovina kolem přímky, probíhá její pol 
přímou řadu se svazkem rovin projektivnou. Otáčí-li se ro­
vina kolem bodu, naplňuje její pol rovinu. Sdružené roviny 
přímkou vedené tvoří páry involuce, jejíž dvojné elementy jsou 
roviny tečné onou přímkou procházející. Že toto přiřadění 
pólu k rovině jest totožné s oním přiřaděním polárné roviny 
k bodu, ukáží následující dva články. 

12. Plocha druhého stupně neb druhé třídy o nemizejícím 
diskriminantu. 

Snadno lze nyní ukázati, že tyto dva druhy jsou totožné. 

Za souřadnice £ tečné rovnice plochy 

/ = 0 čili Eahkxhxh — O 

v bodě x můžeme vzíti 

±*L 
2 ?«. 

a máme pak relace 
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^1A + 1̂2̂ 2 + 1̂3̂ 3 + 1̂4̂ 4 — ?2) 

^21^1 + 2̂2̂ 2 + tt23*3 + a24^4 : = : $2 ' 

(19) azlxx + a32x2 -f a8sx9 + a34a?4 = £, , 
a 41 X l + ^42^2 + ^43^3 + ^44^4 —* »4 » 

M l + M 2 + Ms + hXé ~ O » 

z nichž eliminací hodnot cc1? ̂ , a?3, cc4 plyne kvadratická rovnice 
mezi souřadnicemi £ 

(20) 

^ ц . ^ ]2 î ^ l З ï ^14 ' »1 

^ 2 1 ' ^221 ^231 ^241 »2 

^ З H ^32? ^ 3 3 . ^ 3 4 ' ^З 

a 41 î a 42 î ^435 a 4 4 î » 4 

Ьi? £21 feЗî ' 4 ' 

0 čili (?(£1,£2,£3,£4) = 0. 

A naopak, platí-li tato rovnice, lze při supposici z / z O , 
vždy vyhověti pěti homogenním rovnicím o neznámých scp cc2, 
# 3 ' ^41 P * 

â ac-. + ^2*2 + ay3a53 + av4a?4 - p£. = 0, (v =: I, 2, 3, 4) 

M l + M« + M 3 + M * — PO Z= O , 

a sice lze (> libovolně voliti, ježto pátá rovnice jest lineárně 
složena z prvních čtyř. To však znamená, že jsou £ souřadnice 
tečné roviny plochý / v bodě x, a že tedy a = 0 jest rovnicí 
této plochy v souřadnicích £. Poněvadž tato rovnice jest vzhledem 
k proměnným £ kvadratická, jest tvrzení dokázáno. 

Vymizí-li diskriminant z/, tu pro tečnou rovinu £ v bodě 
x dané plochy ovšem platí rovnice (19), a tedy hoví £ také 
výslední rovnici (20), ale opak nelze tvrditi, t. j . hoví-li rovina 
£ rovnici (20) nelze tvrditi, že jest rovinou tečnou dané plochy, 
neboť, jakož snadjio ukážeme, jest geometrický význam rovnice 
(20) pak jen ten, že rovina £ prochází vrcholem dané kuželové 
plochy. Budte x'nx\,x'^x\ souřadnice tohoto vrcholu a před­
pokládejme, že na př. x\ není nullou. Násobíme-li v determi­
nantu (20) čtvrtý sloupec hodnotou x\ a přidáme-li k němu prviif 

tři sloupce násobené resp. hodnotami sc'n x2, x\ obdržíme vzhledem 
k okolnosti, že souřadnice vrcholu annulují všecky čtyry derivace, 

Zx„ 
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; ӣW> ^12? Л 13 î 0 , І ! 

, a%\ï aw> ^231 ^* ' 2 

<tf = |«31,a32,a33,0, £3 

I tt4ľ й 4 2 ' ^ 4 3 ' ^ - ' 4 

a n , a12, a13, ç̂  
^21? ^22. ^231 =2 

^ З ľ ^321 ^ЗЗ î ЬЗ 

a 41? й 42 î ^ 4 3 ' ^4 

Násobíme-li v determinantu v právo čtvrtý řádek hodnotou 
x\ a přidáme-li k němu první tři řádky násobené resp. hodno­
tami x\,x2,x'z, obdržíme 

t. j . 

a2ľ> a22> a2Zl »2 
aЗП aS21 a33l »з 

0, 0, 0, Ľx\ì 

x'4
2в = — A44 (2.VŠ )2 

4 4 4 V » . ' - , ' 

v* v ' 

značí-ii A44 minor diskriminantu příslušný k elementu a44. Uvá-
žíme-li, že hodnoty #' jsou úměrný minorůin diskriminantu pří­
slušným k elementům na př. čtvrtého řádku, že tedy lze 
položiti 

A 4 1 , X., — A 4 2 , Xя A 4 3 , XĄ -^44' 

mamě 

^ - Ä . K 4 ) 2 ' 
tak že rovnice a zz 0 jest čtvercem rovnice vrcholu daného 
kužele. 

Interpretujeme-li v této úvaze souřadnice způsobem reci­
prokým, máme tu výsledek, že plocha druhé třídy o nemizejícím 
diskriminantu jest druhého stupně, a že v případech mizejícího 
diskriminantu rovnice o zz 0 repraesentuje rovinu, v níž leží 
kuželosečka, v či. 10. vytčená. 

13. Reciproká funkce; polárná reciprocita. 

Zavedeme-li do kvadratické formy o nemizejícím diskrimi­
nantu 

f zz 2ahkxhxk, (h, k zz 1, 2, 3, 4; a^ zz akh) 
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čtyry nové proměnné £ definované rovnicemi 

(21) ť=i&> 
přejde / na kvadratickou formu cp proměnných | , jež sluje 
reciprokou funkcí dané funkce f 

Označíme-Ii literou Ah^ minor diskriminantu J příslušný 
elementu a^, takže patrně A^ = A^, plyne řešením rovnic (21) 
dle xv 

Jxv — Alv^ + A2vŠ2 + ASv£8 + A4 vř4 , 
a tedy 

/ — Jsxxx -f £2x2 -f £3#3 + ^ = -j 2JAM f A|* ; 

máme pak za platnosti rovnic (21) 

(22) f(xx, x2, x3, x4) — <p (f1? £2, £3, ř4) = — 2A,Ahth • 

Tutéž funkci <p lze obdržeti ve tvaru determinantu eli­
minací hodnot xv x2, x3, x4 z linearných rovnic 

1 ?f * - o 1 y ř - o 1 t Y ř - o 

T ;̂~ -̂°\ y^;-|2~0' T?^-*--0' 

i-^-f ~o 
2 ?x4 *4 "" U ' 

^ífi + **& + ̂ f3 -t xA —f = °; 
tím nabýváme (v. tento Časopis, roč. XXIV., str. 20.) 

/ - <P = — -j <* (ři, £2> í3> ^ ) 

kde <r jest determinant (20), z čehož vzhledem k (21) sou­
díme, že 

(23) a (|., f2> f8. I J = — -SA^f*. 

Jako na místě právě citovaném, bylo by lze i nyní uká­
zati, že reciproká funkce reciproké funkce jest funkce původní, 
t. j . že zavedením proměnných x, definovaných rovnicemi 
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1 cY 
(24) ^ 2 ^ ' 

funkce <p přechází do funkce f. 

Poněvadž rovnice f (x) = 0 a qp (f) = O repraesentují 
tutéž plochu, a poněvadž z rovnic (21) následují rovnice (24), 
soudíme, že přiřadění polárné roviny bodu jest totožné s přiřa-
děním pólu k rovině, jakož jsem již na konci či. 11. podotkl. 

Přiřadíme-li libovolnému bodu x jeho polárnou rovinu 
vzatou vzhledem k ploše druhého stupně f o nemizejícím diskri­
minantu, jest tato souvislost dle 61. 8. reciprocitou, neboť sou­
řadnice £' přidružené roviny jsou dány rovnicemi linearnými 

(25) K = a
vl

xi + "a** + v » + %±x* 
o nemizejícím determinantu z/. Reciprocita tato jest zvláštního 
druhu a sluje polárnou; piifaďění bodu a roviny má zde totiž 
ráz involutorný, t. j . bodu x pí hluší táz rovina i Jcdyž jej počí­
táme do druhého systému prostorového. V případě tomto souřad­
nice £ roviny prvého systému jsou dány formulemi (11) 

(26) gv = alvxx f a2vx2 f aSvx3 -f- a4vxé 

a vzhledem k ah1c = akh platí tedy | = £' , čímž tvrzení do­

kázáno 
Zde se přirozeně namanuje otázka, zda-li každá involutorná 

reciprocita prostorových soustav jest polárnou? Abychom k této 
otázce odpověděli, poznamenejme, že k involutarnosti jest nutno 
a stačí, aby poslední dva výrazy (25) a (26) stanovily tutéž 
rovinu při libovolných hodnotách xv x>2, xB, xá, t. j . aby platily 
čtyry rovnice 

avl + av2X2 + ^SX3 + av^X4 — l ia\vX\ + a2vX2 + aSvX3 + HlFi)l 

nechť jsou hodnoty x jakékoli. Označíme-li matici*), již tvoří 
elementy determinantu z/ literou M, a matici s ní konjugovanou, 
t. j . jejíž řádky se shodují se sloupci oné — literou M', lze 
poslední čtyry rovnice napsati ve tvaru 

*) Sr. moji práci „O theorii forem bilinearných", v Praze, 1889. 
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M (OB) = AM' (a), 

z čehož vzhledem k libovolnosti hodnot x ihned plyne 

M = AM'. 

Vezmeme-li na obou stranách matice konjugované, máme 

M' = MA, 
čímž 

M = A2M 

a tedy vzhledem k z / z O : 

A = ± l . 

P ř i A = l , máme ahk = akha, involutorná reciprota (25) 
jest polárnou; při A = — 1 máme a]hk = — akh a tedy ovšem 

a n = a22 = a33 = au = O, 

a involutorná reciprocita pak není polárná. Tento druhý involu-
torný reciproký vztah, jenž se vyznačuje tím, ze každá rovina £' 
prochází svým sdruženým bodem x, nazván nullovým systémem; 
že vytčenou vlastnost má, vychází z rovnosti 

E*vxv- E ^a vixi + av2x* + av*x* + av^ x
v = °' 

jejíž správnost vzhledem k a^-f a M = 0 jest patrná. 

14. Diskriminant kvaternarné kvadratické formy jest 
invariantem jejím indexu 2. 

Lze totiž týmž způsobem, jakým se stalo 1. c. str. 23., 
ukázati, že, přejde-li linearnou transformací o modulu D : 

(27; xv = tvlx1 ~\~ t.vtfc.Á + tv?xB -f- tv4;, 

kvaternarná forma 

/ = Eahk xhxk do / =: Uahkxhxk , 

platí rovnice 
D2ZJ ± (aua22a33au) —Z± {a^a22a33au), 

t j . 
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a že forma / mimo invariant z/ žádného jiného invariantu nemá. 
Právě tak, jako 1. c. na str. 24., plyne dále i nyní, že výraz 
(20) t. j . 

a n , a1<2, a13, a14, $^ j 
a2ll ^2 2? ^ 2 3 ' ^24 > »2 j 

^31 > ^32? ^3 3> řř34> »3 ; 

^41? ^42? ^43 1 a 44? *4 1 

91 í s 2? 5.3» '4? ^ i 

Jesč hontravariantem formy f o indexu 2, t. j . , že utvoříme-li 
obdobný výraz a z koefficientů ahk a z hodnot £, do nichž 
přecházejí hodnoty £ transponovanou substitucí 

(28) 

máme rovnici 

%v — ^lv^i + hv^2 + ^3vh + ^4v^4 9 

Ђ2ø = ø . 

15. Simultánní invarianty dvou ploch druhého stupně. 
Přejdou-li kvadratické formy kvaternarné 

/ = 2Jahkxhxk, f = Hahkxhxk 

linearnou transformací (27) do forem 

/ - Uahkxhxk, /' =. £ ahkxhxk , 

máme při libovolném A 

hodnota A, jež annulluje diskriminant levé strany, annulluje též 
diskriminant strany pravé, neboť rovnice A/-|-/'r=0 náleží 
pak ploše kuželové, jest tedy také A/ 4-/'z= 0 rovnice kužele. 
Má tedy bikvadratická rovnice 

Xa> ^14 + a\ 

(29) L: 

čili 

Һlu Г

 a\П

 Я a ! 2 + « 1 2 1 Я a i З 

ka.n l- a'21, Яa22 -fa2 2, Яa23 f a ; , , Яa24 f a'24 

Я<*31 + < n Я«32 + a 'я2ł Я ö ř33 + a ' з з i Ябř34 + «'з4 
Яa4i + à'41, Xa42 -f a'42, Яa43 -f a'43ł Яa44 -f a'44 

= 0 

z/Я4 -f Я3 -f ФЯ2 -f 'Я + z/' = 0 
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tytéž kořeny jako rovnice 

L = Z ± [(Aan + a\ .) (Aa22 f a2 2) (Aa33 f < J (A44a44 

+ «;j] = o 
čili 

4V -f- ©A3 4- 0A2 4- 0'A f 2/' = 0. 

Vzhledem k hořejší rovnosti 

J = D2J 

soudíme, že platí 

@=-D2®, <Ž>__ D2_>, @'_=D2©', Ž/':=D2_/', 

t. j . , že výrazy 0,0,®' jsou simultánní invarianty forem/a/'; 
výraz _/' jest ovšem diskriminant formy /'. 

V příčině skutečného vyčíslení těchto simultánních inva­
riantů podotkněme, že patrně 

(30) & = ( /я = o = Ľa"kk'a ' (Һ'k = U 2 ' 3 ' 4 ) 

značíme-li A^ minor diskriminantu _/' příslušný elementu ahk 

Zavedením hodnoty 

* = т 
y obdobně vyšlo, že 

(31) ® = --ЧA*> 

kde Ahk značí minor diskriminantu _/ příslušný elementu ahk. 
Konečně 

* - _ / _ ^ 
2 \^l2|x = o, 

t. j . 
* = - ± («',,a'i.oMa44) + _ ± (ď.,a23«;3a44) 

(32) + - ± (a' I IaMoMo;4) + - ± (ana; 2«; 3a 4 4) 
4 - ± (ana; 2a 3 3a' 4 4) + _ ± (aua22a'3a«;4) > 

jest tedy <& součtem šesti determinantů, jež vznikají z diskri-
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minantu A tím, že elementy dvou sloupců nahradíme korrespon-
dujícími elementy diskriminantu z/\ 

Ostatně vychází týmž způsobem jako 1. c. pag. 85., že lze 
simultánní invarianty jakož i A' vyvinouti z diskriminantu d 
pomocí invariantivní operace 

oan oa12 cau 

označíme-li totiž literou SI tuto operaci, máme 

9 = a(J), 0 = - i íi? (z/), ©' = i - &* (z/), 

(Dokončení.) 

Založení ceny na počest Lobačevskému a od­
halení jeho pomníku. 

Za příčinou sté ročnice dne narození N. J. Lobaeevshého, 
jež se udala 3. listopadu 1893, utvořila fysiko-mathematická 
Společnost Kazaňská komitét, složený z ruských i cizozemských 
učenců, za účelem sebrání peněžní částky, jíž by bylo lze 
zvěčniti pamět slavného ruského geometra. Úsilí tohoto komitétu 
mělo příznivý výsledek: sešlo se 

9.071 rublů 86 kop. (asi 24.000 franků). 
Po srážce nutných výdajů rozdělena zbývající částka tímto 

způsobem: 
Jistina G.000 rublů tvoří zvláštní fond, jehož úroky stačí, 

by se dostalo každý třetí rok odměny 500 rublů dílu jednajícímu 
o geometrii a specielně o geometrii ne-Euklidově, vytištěnému 
bud v jazyku ruském nebo francouzském, německém, anglickém, 
vlašském, latinském. 

Poprvé bude cena přiřknuta 3. listopadu 1897 a díla 
budtež zaslána nejdéle do 3. listopadu (22. října) 1896 Společ­
nosti fysiko-mathematické v Kazani. 
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