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Prispévek k teorii dvou spiazenych
oscilaénich kruhu.!)
. Vdclav Petréilka.

CAST 1L -

Tato préace je pokrafovédnim I. &asti, pojednéavajici o energetickych
pomérech ve dvou spfaZenych oscilaénich kruzich. Jsou v ni diskutovany
vyrazy pro thrnnou energii W, energii W, primérniho kruhu a energii W,
sekundéarniho kruhu pro dva specielni pFipady: :

A. Vlastni frekvence w, a w, obou kruhit jsou konstantni, w; & w,,
® je promé&nné.

1. Diskuse vyrazad W, W,, W, vede k rovnici 5. stupné, kterou
nelze jednodufe YeSiti; proto bylo od FeSeni tohoto pFipadu
upusténo. .

B. Frekvence o je konstantni, méni se bud w, nebo w,.
1. Diskuse vyraza W, W,, W, je provedena

a) za pFedpokladu w, konstantni, w, proménné,
b) za pfedpokladu w, konstantni, w, promé&nné;

a) diskuse vyrazu W,
p) diskuse vyrazu W,.

‘Oba p¥fpady a) i B) vedou ke kfivkédm se dvéma extrémy, jednim maximem
a jednim minimem; :

y) diskuse vyrazu W, vede pouze k Jednoduchym resonan¢nim
© kFivkédm. .

2. Podminky pro maximélni pfenos energle jsou sbanoveny:
a) za predpokladu w, konstantni, w; proménné rovnici (57),
b) za pfedpokladu w, konstantni, w, promé&nné rovnici (59).

V predchazejici I. éasti této price?) zabyval jsem se energe-
tickymi poméry ve dvou spfazenych oscilaénich kruzich. Odvodil
jsem obecné vzorce pro thrnnou energii W doddvanou systému
dvou induktivné spfazenych osciladnich kruht, jakoZ i vyrazy pro
energie dasteéné doddvané jednak kruhu prlmarnimu, jednak kruhu
sekundarnimu v zévislosti na Gtlumech, vazbé a rozladéni obou

1) Vyjde také v Elektrische Nachrichtentechnik.
3) Casop. pro p&st. mat. a fys. Ro&. 59, &is. 2, str. 113 (1930).
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kruht viéi frekvenci vtisténé elektromotorické sily. (Viz vzorce
(11), (12), (13) pro W, W,, W,.)}) Zname-li vyrazy pro energie do-
-davané obéma kruhtim, zndme tim i resonanéni kiivky obou kruhi.

V 1. &asti této prace specialisoval jsem tyto vzorce pro piipad,
Ze se méni w, pii éemz vlastni frekvence w, prvnfho kruhu rovnd se
vlastni frekvenci w, kruhu druhého a jest konstantni. VySettil jsem
pro tento pfipad prubéh resonanénich kiivek W, W, a W, v zi-
vislosti na rozladéni &, roztiidil jsem je na k¥ivky jednoduché a roz-
Stépené a stanovil jsem obory existence obou druhii téchto kiivek.
Zaroveni jsem stanovil podminku pro maximalni pfenos energie W,
z kruhu primarniho do kruhu sekundérniho, jak v oboru jedno-
duchych, tak v oboru rozstépenych resonandnich kiivek.

Tymz zpisobem budeme postupovati i v této praci, kde chceme
odvozené vztahy pro W, W, a W, studovati pro dva piipady:
A) Vlastni frekvence w, a w, obou kruhii jsou konstantni, w; 3 w,,
a ménime w. B) Frekvence w je konstantni, ménime bud w,, nebo w,.

Koneéné pripad, kdy vlivem sprazeného systému méni se

- frekvence w vtisténé elektromotorické sily podle t. zv. ,,rovnice

frekvenci®, a ktery v literatufe byl jiZ celou fadou praci osvétlen,
bude podrobné probran v nasledujici ITI. é4sti této prace.

A Vlastni fréekvence w,.a w, obou kruhii jsou konstantnf;
w; + w,, » je promé&nné. -

1. Diskuse vyraza W, W,, W,.

Ut#ijeme-li postupu citované predchazejici I. &asti price, ne-
vede FeSeni tohoto piipadu k pfehlednym a jednoduchym vysled-
kim, které zde proto ani neuvadim. Body, v nich? existujf extrémy
funkei W, Wy, jsou dény kofeny rovnice 5. stupts, jejiz koefi-
cienty jsou mimo to jedt& dosti sloZité vyrazy. Kdybychom chtéli
stanoviti aspoil podet redlnych resp. komplexnich kofent této
rovnice tak, jak to uéinil Sommer pro' rovnici 4. stupné,?)
dojdeme ke komphkovanjrm nepfehlednym vysledkum které ne= -
majf ani s teoretického ani s praktického hlediska vyznamu. Proto
teoretické vysledky plynouci pro tento pnpa,d z rovnice (8), (9)
a (10) nebudu uvadéti; zato bude tato ¢st doplnéna. podrobnym
studiem expenmentalnim které bude podédno v jiné préci. -

3) Rovnice (l) a¥ (44) Jsou obsaieny v uvedené L ééstn, rovnice (45)
a¥ (60) v této praci. .

4) Sommer: Ann. d. Phys. 58, str. 375 (1919), viz téZ str 384, kde
ukazuje na obtife pfi aplikaci metody (uZité u rovnice 4. stupnsd) na
rovnice vy#ssich stupnu ,
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B. Frekvence « je konstantni, méni se bud w, nebo w,.

1. Diskuse vyrazu W, W, W,.

V této ¢asti budeme vySetfovati vyrazy pro energie W, Wy, W
{viz rovnice (8) (9), (10)) za piedpokladu, Ze w je konstantni
a) ménfme w,, pfi éemZ w, je-konstantni, b) ménime w,. pfi temz w,
je konstantni. -

Pro W byl odvozen (viz rovnici (8)) vyraz
E21R1+ o? L,* R, — '
‘R 2 —_—
R+ (sz wo,,)

Lol ) '

.(45)

LR, 2 1 C
Rl + R \ 2 Lm 1 \2 + (le_m;)_ 1 2 2
- 2 —_—
+ (w g — 02) R2 4 (wL 02)
Zavedeme nyni ozhaéenl ‘ -
ol oy R, R, ,, Ly
(02 - 7], = 63 dl Ll’ dz L 3 k L L b}

které se 1i8i od oznadeni vAI. tasti tim, Ze ve vyrazech pro d, a d,
klademe w misto w,. Pak jsou W, Wy, W, dany vyrazy (viz vyrazy
(8), (9) a (10))

W= B dyd? + Kdyd, + 48 (47)
TR, (K 4 dydy)® + P8 + dp? A+ e — 24208
N B2 d2d? + d2E .
W= &, W ady T 4B+ app e ek ()
W2 = £ k*d,d, (49)

R, TP+ A + dPE + A + B — 2kmE

pii tom dluino podotknouti, %e vyrazy W, W,, W, byly odvozeny
Gplné piesné; lze tedy olekavati, ze krlvky zfskané experimentem
‘pro urdité hodnoty k, d,, d, budou shodné s k¥ivkami vypoétenyml
pro tyto hodnoty z vyrazu (47), (48), (49).

a) Frekvence w, w,y jsou konstantni, w; je proménne’ Vlastni
frekvenci sekunddrnfho kruhu w, ponechame konstantni a sledu-
jeme vyrazy W, W), W, jakoZto funkce 7, &ili jakoZto funkce w,
resp. C); které ménime. Viechny tyto tfi furtkce v zdvislosti na 7
nabyvaj{ jediného extrému a sice maxima v témz bodé -

k2t .

NG %)
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Jest tedy charakter téchto tif kiivek Gplné stejny a typu jedno-
duchych resonandénich kfivek. Maximum nastava zde bud napravo -
nebo nalevo od bodu n = 0, podle toho, je-li £ vét3i nebo men{
nez nula. S rostoucim £ se od bodu 7 = 0 vzdaluje; maximélni
vzdalenosti nabude pro & =d, Je-li £ =0, pak je resonanéni
kiivka W, = f(n) symetricka podle osy W,, ktera jde bodem 7 = 0
a vrcholem resonanén{ kiivky. Rozladéni, pro které klesne W, na
polovinu své maximalni hodnoty W,"=9, je déno vyrazem

k2
no = dy .+ _‘E

Lze tedy pfiextrémné volné vazbé (k2/d, = 0) uziti $ftky resonanéni
‘kiivky W, = f(n) k méfeni Gtlumu primarnfho kruhu. V jakych
mezich je pii tom t¥eba udrzovati k£, o tom je podrobnéji pojednano
sub b) y) (pfi méfenf Gtlumu). = ~

b) Frekvence w, w, jsou konstantni, w, je proménné. a) Diskuse

vyrazu W. Extrémy W jakoZto funkce £ existuji v bodech, kde
dW[d§ = 0, &ili pro kofeny kvadratické rovnice
diné? -+ (dyt — dyidy — kdy) §— (ndydy* + k*dym) = 0,  (51)
jez jsou dany vyrazy ot g .
Elz k__%’ A52= —7:77 . (52)
A tu mohou nastati tii ptipady:

Je-li 7 =0, ¢ili w; =w=w, pak existuje jediny kofen
& = 0, a tudiz jediny extrém a sice minimum v bodé &, = 0, jak
patrno direktné z vyrazu (47).

Je-li < 0, ¢ili w, > w,pak § < 0,8 >0; v bodé 51 ex1stuje
maximum, v bods £, minimum vyrazu W. Kiivka ma pribéh
znézornény v obr. 1, z néhoZ je patrno, Ze extrémy leZi na raznych
strandch od bodu £ = 0. ’

Je-li >0, 8ili o, < w, pak je & >0, & < 0; v bodé &
existuje maximum, v bod& &, minimum vyrazu W, jak ukazuje
.obr. 2.

Zvé&tsujeme-li 7 co do absolutni hodnoty, bliZi se &, k posatku,
kdezto bod &, se od n&ho . vzdaluje. Zvétsujeme-li k, neméni se
poloha bodu &, zato bod &, se vzdaluje od bodu & = 0.

B) Diskuse vyrazu W,. Stejnym zplsobem zjistime, Ze body,
v nichZ existuji extrémy W, = f (£), jsou dany vyrazy

(k2 + 2dydy) + V& + 2dd,)? + 4rpdy?

27
Existuji tedy také pro W, t¥i pfipady:

. 51,2—_—

(53)
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Je-li # = 0, pak existuje jediny extrém a sice minimum W,
v.bodé & = 0, ktere je stale hlubsi a hlubsi, vzrasta-li £.

Je-li n < 0, ¢&ili w; > w, pak & < 0, & > 0; v bodsé &, existuje
maximum, v bods &, minimum W, (viz rovnici (48)).

\"Y o
S '//\

<0
4 » (01)(0
N
3
& o
2

Obr. 1
W . .
5 f\
L=
] / |20
3 w<Ww
2
" o '-trkoa“-omf o og o § )

Obr. 2.

Je-h n> 0 ¢ili w, <w, pak jest & > O & < 0; v bode& &
~ existuje mpaximum, v bod& £, minimum.
-Charakter kfivek je iplné analogicky jako pro prlpad funkee .
y) Diskuse W, Vyraz W, nabyva ]edmého extrému a sice
maxima v bodé
.k
, FAES L
je- h n=0, exmtu]e tento extrem v bod& &, = 0; je-li g < 0, leii 8;'1_

b= (54)
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nalevo od bodu & = 0, je-li > 0, lezi §, napravo od bodu & = 0.
Vzrasta-li k (pti éemz n = konst.), vzdaluji se maxima stile smérem
od bodu & = 0. Vzrusta-li  co do absolutni hodnoty (pfi dem%
k = konst.), nabyvéa & maximalni vzdalenosti od bodu & = 0 pro
n=d,.

Je-li #y = 0, pak je resonanéni k¥ivka W, symetrickd podle
osy W,, ktera ]de bodem & = 0 a tudiZ vrcholem resonanéni kiivky.
Rozladéni, pro které klesne W, na polovinu své maximaln{ hodnoty
W,¢=9, je dano vyra,zem

1 ' 2 :
|§0|_d+d mh(coL2 0) R2+ 2, (55)

kde w?L?/R, je odpor indukovany z kruhu prlmarniho do kruhu
sekundérniho. Uréujeme tedy Gtlum d, z resonanéni kiivky vidy
8 jistou chybou. Je-li d, a d, ¥ddu 10—2, k f4du 10—3, uréujeme d,
jesté s chybou 19, vyjimaje chyby pozorovaci. Je-li pfi tom L,
a L, tddu 10—* Henry, je méfeni zatiZeno touto chybou jesté pii
vazbé L, = 10—7 Henry, &ili fddové pii vazbé L, = 100 cm.
Abychom se vyvarovali uvedenych chyb, plynoucich jiz z metody
samé, je nutno méfiti pfi extrémné volné vazbé. Proto pii méfeni
atlumu volime radéji nékterou jinou metodu.?) Pro k* = dd,, éili
pro optimélni vazbu (viz rovnici (40)) je & = 2d,; je tedy sitka
resonanéni kiivky pro 1 W,¢=9 p¥i optimalni vazbé dvakrat veétif
nez §itka resonanéni krivky pii velmi volné vazbé. Totéz plati
i pro redukovanou resonanéni kiivku W,/W ¢=0,

Je-li n & 0, pak je maximum kiivky W,, které oznadime
W), vidy posunuto (rovnice (54)). Klademe-li

W0 \
W2 ’

V=
lze psati rovnici (49) téz ve tvaru
(@? + 7*) & — 2k*nf + (1 —0) (B + dyd,)* + (' —v) dg®? +

fo——T" Lo/ M (56

CAES )

Oznaéime-li kofeny této rovnice, t. j. rozladéni odpovidajici
téZe hodnoté W, (resp. v), &V a &3, pak je

2k

@ L g@ =77

EW &3 E P

podle rovnice (54) nezéavisle na v. Jeito vyraz } (§D4-£®@) dava

abscissu bodu, délictho &ffku resonanéni kfivky ve vysi v, je z toho

%) Pauli: Zeitschrift fiir Physik, sv. 5, str. 376 a sv. 6, str. 118 (1921),
Zeitschrift fiir technische Physik, sv. 10, &is. 12, str. 592 (1929) :

Casopis pro 4péstov$n£ matematiky a fysiky, Roénlk LIX. - 12

= 251
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patrno, Ze kiivka spojujici tyto body je kolmice vedensa vrcholém
resonanéni kiivky k ose £. Je tudiz resonanéni kfivka vzhledem
k této kolmici symetricka. Jeji asymetrie vzhledem k ose & je ddna
hodnotou &;.

Sitka resonanéni kiivky je ddna rozdilem kofenti rovnice (56) |
K k4 2dd, k4 d 2
(1) — £(2) —
e
Je-li v = 2, &ili klesne-li W, na polovinu své maximdlni hodnoty
W2(51), pa,k je

3 (e — @)= Vl + s

B K+ 2dyd, 72 7
+or d @R A
Odmocnina udava chybu, s jakou je stanoveno d, z resonanéni
kiivky pro n 3= 0. Touto chybou netfeba se blize zabyvati, jezto
mame vidy moznost provadéti méfeni Gtlumu pro 5 = 0, kde je
dana korekce daleko jednodussim vyrazem (rovnice (55)).

2. Podminky pro maximalni pfenos energie.

a) Frekvence w, w, jsou konstanint, w, je proménné. Jsou-li
w, 8 E konstantni, pak jsou energie W, a W, funkcemi pouze veli¢in
nak. Jednd-li se tedy o to vySetfiti podminky pro maximalni pfenos
energie z kruhu primérniho do kruhu sekundéarniho, je tfeba sta-
noviti, kdy W, nabyva maxima jakoZto funkce # a souéasné ma-
xima jakozto funkce k.

Ménime-li w, resp. #, nabyva W, maxima pro hodnotu
_ ke
h = di T & ‘

(viz rovnici (50)), pro kterou existuje také maximum W,;. Dosadme
tedy do W; a W, (rovnice (48) a (49)) za n hodnotu 7, a ozna¢me
tyto hodnoty W m) a Wy,

Nyni je tieba jesté stanoviti podminku, kdy tato maxima
Wyt jsou zdroveil maximy v zévislosti na k. Derivujeme tedy

Wy podle k, polozime tuto derivaci rovnu nule a ziskame tak
~ pro optimalni maximum Wy podminku

2 ‘ > ‘
b6 =1+ 5. -

A% pfedche"xzejici‘ 1. ¢asti této prace stanovil jsem pro maximaln{
pfenos energie za piedpokladu w = w, = w,, ¢ili £ = 5 = 0, opti-
maln{ podminku vztahem k2 = d,d, (rovnice (40)). Tato podminka
" plyne i z rovnice (57), klademe-li podle predpokladu & = 0.




179

Pro tento ptipad (¢ = 0) pii optlmalm vazbé k = ]/dld2 plati

V,=W,=} E*/R,. Za ptedpokladu, Ze & +0a Ze plati rovnice (.)0)

a (57), plyne dosazenim do rovnic (48) a (49) Ze i pro tento p¥i-
pad je splnén vztah

2
Wl(ﬂly ko) — Wz(ﬂl’ ko) — % —_— (58)
R,

b) Frekvence w, w, jsou konstantni, w, je proménné. Uplné ana-
logicky se d4 ukézati, Ze pro maxima energii W,¢0 (kde &, je ddno
rovnici (54)) existuje v zdvislosti na k£ jedno maximum nejvétsi.
Zjistime-li opét extrém W,&) v zivislosti na k, ziskdme pro opti-
malni vazbu analogickou podminku k rovnici (57)

2
ke = didy (14 7 )- (59)
1

Pro vazbu definovanou touto rovnici jest opét
2
| W o ko) = W 60 o) = gf%. , .
Tento fakt ma zvlasté pro pfijimade elektromagnetickych vin
znaénou dileZitost.
Koneéné by zbyvalo jesté vySetiiti prib&h vyrazu
_ W, d k?
TW, dy d+ &
ktery vede za predpokladu o konstantni, w, proménné vidy k jedno-
duchym resonanénim kiivkdm s ]edlnym maximem v bodé & = 0.
Klesne-li ¥ na polovmu své maximalni hodnoty, ¢&ili je-li

k2
- '%' m:
je poloviéni §itka resonanéni kfivky y = f(&) pravé rovna Gtlumu
sekundarniho kruhu ¢&ili £ —d .
o — "2

MizZeme tudiZ timto zpisobem stanoviti Gtlum d, nezivisle na
k na rozdil od rovnice (55).

O vlastnostech kiivek y = f(£) definovanych rovnici (60)
jsem pojednal ve svém ¢&lanku v ,,Rozhledech‘‘ ro&. 7, éis. 4, str.
117 (1928) a proto by bylo zbyteéné odvozené vysledky zde znovu
uvadéti.

Mimo to bych se jesté rad zminil o tom, Ze v3echny rovnice
uvedené v této praci byly odvozeny aplné pfesnd; da se tudiz
obekdvati, Ze odvozené vysledky budou v mezich pozorovacich
<chyb souhlasiti s hodnotami ziskanymi experimentalné. Piedb&Zna
méfeni tento predpoklad velmi dobie potvrzuji; podrobné experi-
mentalni vysledky budou podédny v praci jiné.

(60)

I1. oddélent fysikdiniho dstavu Karlovy university v Praze.
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Contribution 3 la théorie de deux ecircuits oscillatoires céuplés.

(Extrait de l'article précédent.)

- Dans ce travail on discute les formules pour les énergies W, W,,
W, (établies dans le travail précédent (I®r¢ partie)) pour deux cas
spéciaux: A) En supposant que les fréquences propres w,, w, de
I'un et de 'autre circuit sont constantes, w; &= w,, w étant variable.
B) En supposant que la fréquence w est constante et tantot w,, tan-
tot w, est variable.

La discussion des formules W, Wy, W, au cas A) conduit
4 une équation du 5¢me degré qui fournit une solution trés compli-
quée. C’est pourquoi on a renoncé 4 une classification de ces courbes.

Au contraire, la solution du cas B) est trés simple, puisqu’
elle est donnée par une équation quadratique; elle est parfaitement
précise. La fréquence w, étant variable, les énergies W, W, W,
sont données par des courbes de résonance simples, avec un maxi-
mum au méme point (équation (50)). La fréquence w, étant
variable, les énergies W et W, prennent deux valeurs extrémes, un
maximum et un minimum (les équations (51) et (52)), W2 est.
donné constamment par une courbe simple avec un seul maximum
(Péquation (54)). Pour les deux cas (w, variable, w, variable) on
a établi, par les équations (57) et (59), aussi les conditions pour le
transport maximum de 1 énergie du circuit primaire dans le circuit
secondaire.
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