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Translace dvou kruhovych valci vazkou tekutinou.
F. Zdviska.

Znamé Stokesovo feSeni pro rozdéleni rychlosti ve viskosni
a nestladitelné tekuting, kterd se prostird do nekonedna a v niz
se pohybuje koule stilou a velmi malou rychlusti bez otdden,
neds se, jak jiz Stokes sam védél, rozsifiti na translaci kruhového
valce. Potet vedl totiz k vysledku, Ze vliv pohybu valce nevymiz{
ani v nekoneéné velikych vzdalenostech od jeho osy, coZ je patrné
. nemozné. Teprve, kdyz Oseenl) nalezl presnéjsi feSeni Stokesova
problému, ukizal Lamb?). Ze lze stejnou metodou Tesiti i problém’
valce.

V dalsim je Lambovo feSeni rozsifeno na translaci dvou kru- °
hovych valei, které maji rovnobéiné osy a pohybujf se konstantn{
rychlosti U ve sméru k osdm kolmém. Polomér vélci oznaéime a,
vzdalenost jejich os, kter4 se b&hem pohybu neméni, budiz b;
budeme piedpokladati s Lambem, Ze Reynoldsovo é&islo tohoto
pohybu, t. j. oUa/2u, kdeZ g znaéi specifickou hmotu a u koeficient
vnitfniho tieni kapaliny, je velmi malé, mimo to necht je i @ malé
proti b. Ze dvou zakladnich piipadt, kdy totiz rovina os valct
je bud rovnobéina se smérem jejich pohybu, nebo je k nému kolma,
je tu feSen jen pi{pad prvni, druhy. piipad da se fesiti docela stejné.

Udélime-li celému systému (kapaling i-vélcim) rychlost U
opatného sméru, nez je smér, v némz se valce pohybu]i jsou valce
v klidu a kapalina proudi kolem nich tak, Ze v nekoneénu m4,
rychlost U. Zvolime si nyni rovinu kolmou k osdm valci za sou--
fadnou rovinu OXY; osa OX necht prochizi osami obou vélca
a ma stejny smér ]ako rychlost kapaliny v nekone¢nu (viz obr.).
Je-li d&j staciondrni, nezavisf nic na z ani na ¢ a jde o feSenf rovnic

du

W_ %y s,

d 3z '

ov op : )

oY _ 9 A ,
u dx dy T dv,

k nimz ]eété pmstupu]e rovnice kontmuxty

1) Viz na pf. C. W. Oseen: Neuere Methoden u. Ergebnisse in der
Hydrodynamxk Lipsko, 1927.
') H. Lamb, Phil. Mg. (e), a1, 112, 1911.
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Zde je p tlak v kapaling; slozky jeji rychlostl jsouu + U av. Na
povrchu valed je kapalina v klidu viéi nim, tam je tedy » = — U

a v = 0, v nekoneénu musi byti » i » rovno nule.
Jak Lamb ukizal, vyhovi se rovnicim (1) a (1'), je-li
13y . L
2kox X’
1 oy '
2k dy

@

Ly

= 2
| | p= eU&x ‘ (29
pfi ¢emZ funkce ¢ a x musi splﬁoV@ti rovnice

c

S R ¥y
R N Lk
Pii tom je ’ ' ‘

Zavedeme-h misto pravouhlych soufadnic souradmce polzirm rad,
ma reéeni rovnice pro @ tvar

.

Q= Aologr+ 2*(11 cos nd + B, sin nd);

Con=1.

- iaroveﬁ je splnéna. podminka, 7e derivace ¢ podle = a y, ktere se
- vyskytuj{ v rovnicich (2) pro v a v, konvergu;i k' nule, kdyi r roste
-.do nekoneéna, Za 2 klademe S

xwe fr, 19),
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funkce f splnu]e pak rovnici
Af — Iczf =0,
ktera v souradmcich r a9 zni

13y o
r ar( )+ 2 5792‘““0'
Jeji feseni jsou
- Bp(ikr) cos nd, © = By,(skr) sin nd,

kdei B, znadi obecnou Besselovu funkei imaginérm’ho argumentu
tkr, n-tého fadu. Ta musi byti realnd, mimo to musi konvergovati
k nule, stava-li se r nekonedns vehkym Jedind Besselova funkce,
ktera vyhovuje obema témto podminkim, je

N g+l H(l)(zkr), - o

H(l) je t. zv. prvni Hankelova funkce n-tého ¥4du.}) Je zvykem
klastx '

rtl 2 H(l)(zkr) K, (kr); R .

obecné feSeni rovnice pro z ma pak tvar

y = e’”Z (Cp cos nd + D,, sin nd) K, (kr)
n=0

V nasem pripadé kdy ]de o dva valce polozime

9= Am log y —l—Z (A1n cos m?l + Bip sin nd,) + T

| @)
4+ 4’12-0 log 1y + 2—:—” (A2, cos ndy + B, sin nvﬂz)‘,» .
: 2 - : T
y = e""Z (Cin tos nd;, + Dy, sin nﬁg) Ku(kr) + _
R S 1)
e’w 2 (0’2,. cos nﬁ, + Dzn sin nﬁg) K,,(Icrz), 7 :
n=0 . ' \ vf’

vyznam vehém ry, T Oy a 79, je- patmy z pnpOJeneho TAzCE,
Pohyb kapaliny je symetricky vzhledem k roviné OXY; v bodech
_ které jsou k nf soumérné, mé tedy slozka u hodnoty stejné kdeZto
” hodnoty sloikyvhéi se jen znamenim. Z rovnic (2) plyne, %e funkce

3) Vlz na p)‘ Jahnke Emde Funktmnentafeln str 94> Dl E
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- g@aymusibyti symetfické vzhledem kose OX, t. j. nesm{ se zmé&niti .

dosadime-li— 9, a— 9, za 4, a 9,. Ve vyrazech (3) a (4) jsou koefi-
cienty u sin »d,; a sin nd, rovny nule, takZe vznikne

08 nd
<p——A1010g7'1+2A1”—m—3—+

n=1

+ Ay logr, + ZAan,

" n=1
a SN
" .
y = e 2 {C1n Kn(kry) cos ndy + Cpn Kn(kry) cos nd,}.
’ n=0 :

Podminky v nekeneénu jsou tim jiZ splnény a zbyvaji podmin-

ky na povrchu valeidl; z nich plynou hodnoty koeficienti 4 a C'.

K tomu je tfeba rozvinouti vyrazy pro ¢ a y ve Fourierovy fady

_ postupujief jednou po nasobeich dhlu #,, podruhé po nasob-
cich Ghlu 9,. To se provede takto. Je

ry=r] + b+ 2r1bcos19
= (b + 7 e) b+, e—)
V okoli prvnilio valce je r; malé proti b; miZeme tedy psati

log 7, = log b+ §log (1 + ——e"’t) + 3 log(l + 5 e—“’x)

a_oba posledni vyrazy na pravé strané rozvinouti v mocninnou
fadu. Vznikne tak

Iog r, = log b + 2 (——1 =t nb cos ndy.'

n=1
Dale je -
g€t = rieit 4 b
a ,
it
— l _+_ e—tox -—-I
7‘2 : .

kdyz. ‘tuto’ rovnici povysime na n-tou a porovn&me realne dasti
na obou strana,ch “dostaneme

coindy L S0 5 oy,

. m-.-:()
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Fourieriv rozvoj pro K, (kry) cos nd; plyne ze vzorce, ktery poprvé
odvodil Graf.?) a analogickym postupem bychom dosta,h Fourie-
rovy fady i pro dhel 9,. OvSem dalsf podet je dosti sloZity a proto
jej provedeme jen s tou presnosti, s jakou feil Lamb translaci
jediného valce. PoloZime

cos 02
T2

@ = Ay logry + Ay logr, + Au + Ay —
v okoli prvniho vilce je pak piiblizné

@ = Azologb + Amlogr1 +( 2+ A4, b)cos o) +%?cos 29,

1

a
zz A20+choslz91_Aug)§12v9 ’
9 _ 4 smﬁ_A sin 28, . . (5)
3y 10 nTE
Déale klademe ' ' :
x = € {Cyo Ko(kry) + Coo Ko(kry)}. (6)

Ze vzorce, ktery odvodil Neumann®), plyne, je-li r, < b,

Ko(kry) = Ko(kb) Iy(kry) + 22 (—1)* K (kb) In(krl) cos m?,,
n=0 .
kdez
In(kry) = o= Ju(tkry)

a Jp-je prvni Besselova funkce n-tého radu Pro malé hodnoty
souému kry, lze psati
Io(kry) =1 I(kry) = 21“ kry; B
funkce I, vy$éiho ¥4du mozno zanedbati. Je pak
Ko(kry) = Ko(kb) — K,(kb) kr, cos 9.
Mimo to je pro mala kry pmbhine '

Ko(k”l) = log —— kr s

kdez logy = 0°57722 Je t. zv. Eulerova konstanta. Konedné.je
ekr — ek(%bﬁ-n €08 #,) — ew’(l _.I,_ k’l cos 191),
takse celkem mdame : '

4 J. H. Graf: Math Ann. 43, 136 1893, srv. teiF Zévxéka,Ann
d. Phys. 40, 1023, 1913. : o

%) Viz na pi‘ N. Nlelsen, Handbuch der Cylmderfuhktxonen, str.
280, vzorec 4. = . .




168
x—-e,kbu +kr1 cos 291){0“, logy o, + CzoKo(kb) C’,‘,Kl(lcb)kr1 cos 191} ‘
E Odtud plyne_,. provedeme-li podet.se ste]nou pfesnostf jako dosud,

13y _ 1
El-é‘a-‘i——x-—- - 2ke {010 ( +10g krl)+

' Cyo
+ Coo k (Ko(kb) + Ky (kb)) + ? cos 9, + $Cy cos 2191},

_1_ 0% ___!_ kb L 1 .
Sy 5% Cyo Y sin 191 + -Jc sin 2 01). | (7
Dosadime nyni (5) a (7) do (2); pro r, = a mé byti v =—U

av=0. To vede k rovnicim .
s | Cio o [4 2\ Cw _
G+ ( + log y,m)_+ 2o (Ko(kb) + Ky () = U
Alo == 570010 eékb,
4y = F—Cm eift, (8)

Podet pro druhy valec je podobny. Vyrazy pro d3¢/dx a dp/doy
platné v jeho okoli dostaneme z rovnic (5), kdyz v mch indexy 1a 2
- zaménfme. Dile je -

Ko(kry)= Ko(kb) Io(k'rz) + 2 Kn(kb) In(krz) cos 7“92 :
’ ’ ‘=1 -
a s touz presnostf ]ako difive -
o(k"'l) = o(kb) + K1(kb) kr, cos 192,
- koneéné
N R e"“ =gl 1+ kr2 cos 192)
"Tak dospéjeme k- daléim rovnicim -

| “‘1°+0’° e (%+log ka)+c2me—w(Ko(kb)““ Ey(kb) = U,

= o Cpy e iR s
BT Azo 2/0 Czoe i ()
T 1;: ) Az,. == 020 e—'lkb

2k

, "Z rovnic. (8) a (9) lze vypoéistx konstanty Am, Az.), Au, Am, Cl,, |
L C'm Plyne z mch ,
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kb
Aoy — Ky =10 — }+Azo(%+h>g )=~

pu tom psano pro jednoduchost K, a K, misto Ko(lcb) a K,(kb).
Je-li kb, vehke protl 1, lze psatl

Ko(kb) = K,(kb) = ]/— e,

je pak jednoduSeji

2 1 U
A10(2 + log ka)+A2°( V%—EE)Z_'“"

2
4y %’*‘Azo(‘f‘*‘hg%):_

i (1 + Tog )+ o (4 K — gl = —

Odtud se vypobte

S U, 1 N
N {I*kbM (2V”:T."- ;)j’ ;

U |, 1\
An == par (1 kbM),’
' kdet
=+ +lg ka

Z rovnic (8) a (9), plynou pak 1hned hodnoty ostatmch kon.stant
' Vypotteme jesté sily, kterymi plsobi kapalina na délkovou
]ednotku kazdého vélce, mérenou podel osy. Ty dostaneme inte-
graci vyrazu

(—_P+2ﬂ ) x4+ p ( +a;;)y
aneb

. "2’93+/"'-—+,“( +y iai)

'podle 19 v mezich od 0 do 2x. Pro prvm Valec nalezneme . v,

A Pl_‘—27‘9UA10 L . (10)

a.nebO: s : ST

‘ ' Lol o o e

o Cp- P{l lch(2V ﬂﬂ = 1)}‘(10)

kdez o » SRR TR VR
. P, = dmaU.-

o e
}+10g——k—a—~- : ()
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je tlak kapaliny v p¥ipadé, Ze je v ni jediny véilec. Na délkovou
jednotku druhého vilce pisobi kapalina silou -

S
P’=P°(l chM)

Je tedy tlak kapa,lmy u kazdého vilce mensi nez, kdyby byl valec
v kapalmé sdm, mimo to je u druhého vilce, ktery je v predu.
véti nek u vélee prvniho, ktery je vzadu. To souhlasf s obvyklou

zkuSenosti.
%

Sur la translation de deux ¢ylindres de révolution dans un
liquide visqueux.

(Extrait de 'article précédent).

L’auteur étend la solution, donnée par Lamb (Phil. Mag. 21,
120, 1911) pour le deplacement d’un cylindre de révolution dans
un hqulde visqueux, incompressible, au cas de deux cylindres de
révolution, au méme rayon a et ayant les axes paralléles, lesquels
se déplacent dans un liquide visqueux, incompressible avec une
vitesse constante U dans la direction perpendiculaire aux axes.’
A vrai dire, 'auteur traite le cas, équivalent au point de vue
mécanique, de cylindres fixes, le liquide circulant autour des
cylindres de sorte qu’il posséde, a linfini, la vitesse U de sens
contraire. Il s’agit d’intégrer les équations (1) et (1’), ol p désigne
la densité du liquide, u le -coefficient de viscosité, p la pression et
k = oU/2u. Les composantes de la vitesse du liquide paralléles
aux axes de coordonnées (v. la fig.) sont u + U et v. Sur les
cylindres, on doit avoir u = — U et v = 0, & l'infini v = 0 et
v = 0. La solution est donnée par les equatlons (2) et (2) les
fonctions ¢ et 1 qui 8’y présentent sont exprimées par les séries (3)
et (4). Les ceefficients de ces séries sont déterminés par les condi-
tions aux limites et & 'infini; si I'on fait les calculs avec le méme
degré de précision que Lamb, ces coefficients sont donnés par les
équations (8) et (9). Les équations (10) et (10’) donnent les pressions
du liquide sur des portions des cylindres, ayant, le long des axes,
" la longueur égale a I'unité; la grandeur P, qui y intervient, est
-la pression dans'le cas ol il n’y a qu’un seul cyhndre La pression
a.gxssa.nt sur chaque cylindre est moindre que §’il n’y en avait
qu’un seul; la pression agissant sur le cylindre 2 (v. 1a fig.), qui
se trouve en avant, est plus petite que celle que subit le cylindre l
e trouvant dernere celui-la. - :
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