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Translace dvou kruhových válců vazkou tekutinou. 
F. Záviěka. 

Známé Stokesovo řešení pro rozdělení rychlosti ve viskosní 
a nestlačitelné tekutině, která se prostírá do nekonečna a v níž 
se pohybuje koule stálou a velmi malou rychlostí bez* otáčení, 
nedá se, jak již Stokes sám věděl, rozšířiti na translaci kruhového 
válce. Počet vedl totiž k výsledku, že vliv pohybu válce nevymizí 
ani v nekonečně velikých vzdálenostech od jeho osy, což je patrně 
nemožné. Teprve, když Oseen 1 ) nalezl přesnější řešení Stokesova 
problému, ukázal L a m b 2 ) , že lze stejnou metodou řešiti i problém 
válce. 

V dalším je Lambovo řešení rozšířeno na translaci dvou kru­
hových válců, které mají rovnoběžné osy a pohybují se konstantní 
rychlostí U ve směru k osám kolmém. Poloměr válců označíme a, 
vzdálenost jejich os, která se během pohybu nemění, budiž 6; 
budeme předpokládati s Lambem, že Reynoldsovo číslo tohoto 
pohybu, t. j . gUa/2ju, kdež Q značí specifickou hmotu a ju, koeficient 
vnitřního tření kapaliny, je velmi malé, mimo to nechť je i a malé 
proti b. Ze dvou základních případů, kdy totiž rovina os válců 
je buď rovnoběžná se směrem jejich pohybu, nebo je k němu kolmá, 
je tu řešen jen případ první, druhý případ dá se řešiti docela stejně. 

Udělíme-li celému systému (kapalině i válcům) rychlost U 
opačného směru, než je směr, v němž se válce pohybují, jsou válce 
v klidu a kapalina proudí kolem nich tak, že v nekonečnu má 
rychlost U. Zvolíme si nyní rovinu kolmou k osám válců za sou­
řadnou rovinu OXY; osa OX nechť prochází osami obou válců 
a má stejný směr jako rychlost kapaliny v nekonečnu (viz obr.). 
Je-li děj stacionární, nezávisí nic na z ani na t a jde o řešení rovnic 

rT$u $P t A 
gU — = £ + ix Au, 

TT dv dp , A 

gU -— = + U AV, 

k nimž ještě přistupuje rovnice kontinuity 

*) Viz na př. C. W. O s e e n : Neuere Methoden u. Ergebnisse in der 
Hydrodynamik. Lipsko, 1927. 

•) H. L a m b , Phil. Mg. '(6), 21, 112, 1911. 
11* 
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Zde je p tlak v kapalině; složky její rychlosti jsou u + U a v. Na 
povrchu válců je kapalina v klidu vůči nim, tam je tedy u = — U 
a v = 0, v nekonečnu musí býti t* i v rovno nule. 

Jak Lamb ukázal, vyhoví se rovnicím (1) a (!'), je-li 

„___+j__. 
ò# 2#c)# 

v_____ + ±__ 
òt/ 2&ðž/ 

X> 
(2 

při čemž funkce <p a # musí splňovati rovnice 

zfy-=-0, 

Při tom je 

4->-2i-—— 0. 

& 
2/*,' 

(2') 

Zavedeme-li místo pravoúhlých souřadnic souřadnice polární r a ů. 
má řešeni rovnice pro q> tvar 

' ' • ' . , ' - . - • - 0 0 ' 

9? ==-40 log r-f- ^-~~-(An cos nů+ Bn sin nů); 

л-*l 

zároveň je splněna podmínka, že derivace^ podle x a y, které se 
vyskytují v rovnicích (Ž) pro to a v, konvergují k nule, když r roste 
do nekonečna. Za # klademe 



Iбв 

funkce / splňuje pak rovnici 
Af — k*f^O, 

která v souřadnicích r a ů zní 

Její řešení jsou 

Bn(ikr) cos nů, Bn(ikr) sin nů, 

kdež Bn značí obecnou Besselovu funkci imaginárního argumentu 
ikr, n-tého řádu. Ta musí býti reálná, mimo to musí konvergovati 
k nule, stává-li se r nekonečně velikým. Jediná Besselova funkce, 
která vyhovuje oběma těmto podmínkám, je 

i«+i H^ikr); * . . 

H^ je t . zv. první Hankelova funkce w-tého řádu. 8) J e zvykem 
klásti 

* + i ~ H^ikr) = Kn(kr)', 

obecné řešení rovnice pro % má pak tvar 

oó " ;_ 

% = e*
x V (Cn cos n& + Dn sin n$) Kn (kr). 

w = 0 

V našem případě, kdy jde o dva válce, položíme 
* i 

<p = A10 log rx +j£ — (Am cos nůx + Bin sin nůj + 

fc=1 ' ' . - . ; . ' -

°° 1 
+ ^2o log r2 + ^ T — - (A2n cos ft#2 + 5 2 f t sin n# 2 ) , 

-<---t ^ 2 

(3) 

' 2 

n=a 

x=**"Í£ ^Cln cos w^ + Z>lM sin n^l) K^krJ + 
и = 0 (4) 

+ eы ^p (O2л ßos и # 2 + D% sin ñ#2) i Г n í ^ ) ; 
n=-0 

význam veličin r1? r2, ůt a # 2 je patrný z připojeného o t á z c e , 
Pohyb kapaliny je symetrický vzhledem k rovině ÓX*X;v todech, 
které jsou k ní souměrné, má tedy složka u hodnoty stejné, kdežto 
hodnoty složky v lišíse jen znamením. Z rovnic (2) plyne, že funkce 

8) Viz na pí; J a h n k e - E m d e : Funktionentafeln, štíří 94; > 
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<p a £ musí býti symetrické vzhledem kose OX, t. j . nesmí se změniti. 
dosadíme-li— ů± a — ů2 za #x a ů2. Ve výrazech (3) a (4) jsou koefi­
cienty u sin nůx a sin nů2 rovny nule, takže vznikne 

cos nůx ҷ> = A10 log ГІ + J > ^ i* — ^ r ^ + 

+ Ai20 log r2 + ^?A 

Г]n 

n = l 

00 
COS ПŮ2 

2n ~ 
Г 2 n 

n = l 

z ^ e** 2 íCln^»(^i) c o s w * i + G2nKn(kr2) cos n#2}. 
n = 0 

Podmínky v nekonečnu jsou tím již splněny a zbývají podmín­
ky na povrchu válců; z nich plynou hodnoty koeficientů A a, C. 
K tomu je třeba rozvinouti výrazy pro <p a # ve Fourierovy řady 
postupující jednou po násobcích úhlu # l 5 podruhé po násob­
cích úhlu #2. To se provede takto. Je 

r\ = r\ + b2 + 2rxb cos #x = 
= (b + rx ei{>> ){b + r1 e~^). 

V okolí prvního válce je rx malé proti 6; můžeme tedy psáti 

log r2 = log b + \ íog íl + ^eA + -|log/l + £ e~^J 

a oba poslední výrazy na pravé straně rozvinouti v mocninnou 
řadu. Vznikne tak 

oo 

log r2 '== log b + J ^ (—1/n~1 -£jjr c o s W * i - V 

n = l 

Dále je 
r2e

i&* = r^'*1 + 6 

: ?-i('+3-*h 
když tuto' rovnici povýšíme na n-tou a porovnáme reálné části 
na obou stranách, dostaneme 

po 
' " : C O S , » # a 1 ^ L _ - - _ 

tţ 
m=-Q 

ќЛ"3*-.* 
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Fourierův rozvoj pro Kn(kr2) cos nů2 plyne ze vzorce, který poprvé 
odvodil Graf.4) a analogickým postupem bychom dostali Fourie-
rovy řady i pro úhel ů2. Ovšem další počet je dosti složitý a proto 
jej provedeme jen s tou přesností, s jakou řešil Lamb translaci 
jediného válce. Položíme 

, 1 1 ' . A i . A
 c o s #i , A

 c o s #2 

<p = A10 log r± + A20 log r2 + An ——-1 + A21——? ; 
rx r2 

v okolí prvního válce je pak přibližně 
<p = A20 log b + A10 log r± + [-2 + A20

 rA cos ůx + -^ cos 2#x 

a 
Ъcp 

Ъx 

A20 ( ^ cos ůг л cos 2# x 

" b + Л l ° rx

 n rj 

Ъ(p 

ъy~ 
л sin # x ^ sin 2Ůг -A10 ^ Л u f J . 

Dále klademe 

(5) 

* = e** {C10K0(krx) + C20 K0(kr2)}. (6) 

Ze vzorce, který odvodil Neumann5), plyne, je-li rx < b, 

#0(fcra) = £,(*&) L,(M) + 2 ^ (—-)».£.,(**) /„(Ar,) cos ntf„ 

kdež 
In(fo*i) = í ~ n «/fi(ÍÍTi) 

a J n je první Besselova funkce n-tého řádu. Pro malé hodnoty 
součinu krx lze psáti 

I0(kri)=l /#»-,) = i kri; 

funkce I„ vyšáího řádu možno zanedbati. Je pak 
K0(kr2) = K0(kb) — Kt(kb) krx cos ův 

Mimo to je pro malá krx přibližně 

Ko(^) = l o g ^ | r ) 

kdež logy = 057722 je t. zv. Eulerova konstanta. Konečně je 

c** = c*<*6+rícos*-> = 6^(1 + krx cos ůt), 
takže celkem máme 

<) J. H. Graf: Math. Ann. 43,136.1893, srv. též F. Z á v i š k a , Ann* 
d. Phys. 40, 1023, 1913. 

6) Viz na př. N. N i e l s e n , Handhuch der CylinderfuhktionéUi str. 
280, vzorec 4. . 
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x^(\+krx cos ůJc^íog^— + C20K0(kb)- C^K^kb)^ cos # J . 

Odtud plynem provedeme-li počet se stejnou přesností jako dosud, 

aH--.".-H""h*(* + b«íBi) + 

+ £„<,& (K0(£6) + # # 6 ) ) + ^j-cos «x + | C u cos 2#,1, 

Dosadíme nyní (5) a (7) do (2); pro rx"=- a má býti w == — ř7 
a ?; = 0. To vede k rovnicím 

<r 

^ + % « ^ ( i + - ° g ^ ) + % ^ ( * . ( * * ) + K,(kb)) = U, 

2k* -^10 — o 1. ^10 e J 

An^^C10é>*. (8) 

Počet pro druhý válec je podobný. Výrazy pro $<p/$x a $<p/ůy 
platné v jeho okolí dostaneme z rovnic (5), když v nich indexy 1 a 2 
zaměníme. Dále je 

• 0 0 

^K^kr^K^kb) /0(&r2) + £ Kn(kb) In(kr2) cos n&2 

, «= i 

a s touž přesností jako dříve 
K0(krx) = -Ko(*fr) + ^(fcft) kr2 cos #2, 

konečně 

e** -=- é**6 (1 + fcr2 cos &2). 
Tak dospějeme k dalším rovnicím 

é* + ^ e 1 ^ ( | + log-§^-f % ě—*-*<Js:0(*6) — K#6)) = o, 

^ s o - 2 j f c ^ o * , ( 9 ) 

- -: ws -., .•..' " -.-. •" 

E rovnic (8): a (9) lze yypóčfóti konstanty . 4 ^ A20, -4n, ,421, C10 
a O^; Plyne z nich 



169 

A» (* + l o g -ÍSÍ)+ 4 - P<*« + '*-> ~^=- T>-
A^-Kter-H-ty + ^+Jog^--*-, 

při tom psáno pro jednoduchost K0 a JS^ místo K0(kb) a Kx(kb). 
Je-li &6 veliké proti 1, lze psáti 

!Ji, • . - . ; _ _ •• • • • 

Mt+logi)+^(2l/^-š)—?•• . 
A.Š + ^ ( l + log;|J) = - 2 . 

Odtud se vypočte 

,4 - _ _ _ . / i _ _ J _ \ 20 ~ Mf \ i*_/'. 

7t&6 
je pak jednodušeji 

kdež 

'* в t+ k *ӯ ïŞ-
Z rovnic (8) a (9). plynou pak ihned hodnoty ostatních konstarit. 

Vypočteme ještě síly, kterými působí kapalina na délkovou 
jednotku každého válce, měřenou podél osy* Ty dostaneme inte­
grací výrazu v 

(-* + **i)*+ *{&+*)? ' :•;:• 
aneb . • . ._.--, •• '- .- - • 

. - ' 2w , F $m • .• ;d*A -• 
— px + ar f- /* l# —-.+• # — I 

* . >" $r •• r \ $x •*> hx) 
podle ů v mezích od 0 do 2n. Pro první válec nalezneme 

P1^~27IQUAÍO . ^ (IQ) 
anebo 

^'S-^W^-%:i -r 
kdež 

4t7tfzU[-
Bo = 

ł + ̂  : : : - : : : ( , 0 П 
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je tlak kapaliny v případě, že je v ní jediný válec. Na délkovou 
jednotku druhého válce působí kapalina silou 

p. Ҷ 1 kbм\ 
Je tedy tlak kapaliny u každého válce menší než, kdyby byl válec 
v kapalině sám, mimo to je u druhého válce, který je v předu, 
větší než u válce prvního, který je vzadu. To souhlasí s obvyklou 
zkušeností. 

Sur la translation de deux Cylindres de révolution dans un 
liquide visqueux. 

( E x t r a i t de l 'art icle précédent) . 
L'auteur étend la solution, donnée par Lamb (Phil. Mag. 21, 

120, 1911) pour le déplacement d'un cylindre de révolution dans 
un liquide visqueux, incompressible, au cas de deux cylindres de 
révolution, au même rayon a et ayant les axes parallèles, lesquels 
se déplacent dans un liquide visqueux, incompressible avec une 
vitesse constante U dans la direction perpendiculaire aux axes/ 
A vrai dire, l'auteur traite le cas, équivalent au point de vue 
mécanique, de cylindres fixes, le liquide circulant autour des 
cylindres de sorte qu'il possède, à l'infini, la vitesse U de sens 
contraire. Il s'agit d'intégrer les équations (1) et (V), où g désigne 
la densité du liquide, ju le coefficient de viscosité, p la pression et 
k = QU/2{I. Les composantes de la vitesse du liquide parallèles 
aux axes de coordonnées (v. la fig.) sont u -f U et v. Sur les 
cylindres, on doit avoir u = — U et v = 0, à l'infini u = 0 et 
v = 0. La solution .est donnée par les équations (2) et (2'); les 
fonctions <p et X qui s'y présentent sont exprimées par les séries (3) 
et (4). Les coefficients de ces séries sont déterminés par les condi­
tions aux limites et à l'infini; si l'on fait les calculs avec le même 
degré de précision que Lamb, ces coefficients sont donnés par les 
équations (8) et (9). Les équations (10) et (10') donnent les pressions 
du liquide sur des portions des cylindres, ayant, le long des axes, 
la longueur égale à l'unité; la grandeur P 0 qui y intervient, est 
la pression dans le cas où il n'y a qu'un éeul cylindre. La pression 
agissant sur chaque cylindre est moindre que s'il n'y en avait 
qu'un seul; la pression agissant sur le*cylindre 2 (v. l a fig.}, qui 
se trouve en avant, est plus petite que celle que subit le cylindre 1, 

^ë trouvant derrière celui-là. 
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