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Prispévek ke kiivosti ploch druhého stupné.
Napsal prof. Dr. Bedfich Prochdzka.

1. Theorém Meusniérﬁv.

Necht jsou dany t¥i sdruzené priméry P, @, R plochy 2."stupng
P o stftedu o a bod @ budiz jednim z meznych bodii prameéru P.
© Jest zfejmo, Ze roviny e, p diametralnych kuZelosetek 4, B
uréenych pruméry P, @ resp. P, R jsou rovinami sdruzenymz

Teény 7', T'', v bodé a ke kuZelosetkdm A, B sestrojené
a svirajici Ghel y, stanovi teénou rovinu plochy P, rovnobéZnou
8 rovinou diametrdlnou w obsahujici priméry @ a R. Normala
N, v bodé a této plochy sestrojend, protind rovinu o v bodé n.

Rovina t4% protind rovinu « kuZeloseky 4 ve piimce og rovno-
b&né s tednou T'=ab a rovinu B ve p¥imce ok s te¢nou 7"’ = at.

Norméla ag kuZelosetky A4, v bodé a sestrOJena, svird s pri-
‘mérem P thel A’ a s normélou N = an plochy P thel #’. Té% normala

ah kiivky B, v témzZe bodé a sestro;ena, svird s primérem P Ghel
A" a s normélou N thel »’

Predpoklidejme, Ze kuzeloseéka B se beze zmény posinula

ve sméru teny ab="T" kiivky 4 do polohy soumezné *B, tvotci
8 kuZelosetkou B prvek plochy P. V této poloze soumezné protfns
rovina kuZelosetky *B tetnu T =ab v bodé b a kiivku 4 v bodé c.
Je ziejmo, Ze polomérem kiivosti kuZelosetky 4 v bod$.a jest
polomér kruZnice, s kterou spada kruznice K dotykajici se kfivky
té v bodé a a protina,]ici ji v bod& ¢, kdyZ tento bod se neko-
neénd piiblizi bodu a. :

Promitnéme dile bod ¢ na normilu ag ku¥elosetky A do
bodu 7 a na tenu 7'= ab do bodu 5. Nekoneén& malou tsedku
1. stupn® ab oznalme pismenem v', nekonednd malou tsetku
2. stupnd bc pismenem ' -a polomér kruZnice uvasované o’.

-Potom bude polozime-h za tsetku ar rovnou usecku ic,
» = (ab+ &)’ = ar (2g — ar)—zc(2g —w)

- Jezto bod ¢ jest nekoneéné blizkym bodu a, jsou useéky i,
ic nekone¢nd malymi 2. stupnd a mohou byti vasi Gsetkém ab

T
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a 2o’ zanedbiny, z &ehoZ plyne, Ze
ab®

—, (1)

ic

ab® = i - 20" nebo 2o’ =

kteryito vztah miZeme psati, polozime-li podle hotejsiho ab=v"
bc = v’, se zietelem k-tomu, Ze z pravouhlého trojahelnika bce
vyplyva - — ,
ic=>bccosA’ = 1’ cos A, 1)
’ ’ ’ v'2
V2=1"cos A’ .2’ anebo 2 = oos i’ (2)

Z poloméru kiivosti kuZelosetky A Ilze sestrojiti kfivost
normélntho fezu 4, prochézejictho te¢nou T' a plofnou normalou
N a protinajictho ptimku ¢! || gn, kolmou k roving normélniho
fezu "4 v bodé ! soumezném bodu c.

Ze vzn1knuvs1ho tr0]uhe1mka pravoahlého cil') plyne

il = ci.cos %’
a vzhledem k rovnici (1') lze psati
il = 1" cosA cosx’ (3).

Podle vzorce (1) budeme miti pro polomér kiivosti "¢ nor-
malného fezu "4 vyraz —
2n," — _@

_ il
a po dosazeni hodnoty za tisedku il (z rovn. (3))

'1)'2
2me" = 7' cos A’ cos %’ (4)
a védi rovnici (2) . ‘
- = (4)

79
COS %

¢ili polomér kfivosti "p’ Fezu norméilného »4 je roven poloméru
kiivosti g’, Fezu §ikmého A prve kiivky v bodé @ se dotykajiciho,
lomenému kosinem thlu #’, jejZ sviraji roviny obou kfivek.

Ze vztahu tohoto plyne theorém Meusnierdv
o' =™’ cos %',

>~ polomér kfivosti §ikmého ¥ezu plochy 2. stupné je orthogo-
nﬂ.lnim primé&tem polomé&ru kfivosti normélného Fezu jeho se
v uvaZovaném bod¥ dotykajiciho. ,

T 1) Pravy thel nalézéd se p¥i vrcholu I.
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2. Zavislost kfivosti v n¥jakém bod$ o Fezu norméiného na

kFivosti dvou ke prim&ru P=ao sdruZenych ¥ezii diametrilnyeh
A a B plochy 2. stupng P.

Abychom uréili v uvazovaném bodg a kfivost n&jakého Fezu
sikmého M, predpokladejme, Ze jeho rovina o, prochézejici pri-
mérem P protma rovinu tetnou plochy P, v tomto bod& sestro-

jenou, ve p¥{mce ad, tvoiici 8 tetnou ab="T" kuzeloseéky A Ghel
¢, a rovinu o ve piimce ou || ad.
Norméla au této kuZelosetky M v bod¥ a je orthogonilnim

primétem normély N = an na rovinu ¢ a svird s primérem P
thel 4 a s normalou N thel %. Protina-li kuZelosetka M plochy P
kuzelosetku *B soumeznou, shodnou a shodné& poloZenou k fezu
diamentralnému B, v bodg f a rovina ¢ kiivky M rovinu kitvky B

ve piimee fd, rovnobé&Zné s primérem P, a mimo to teénu ce k¥ivky
*B, rovnobé&zné s piimkou db v bodé e, potom, oznadice tsedku

db = v"" a tsedku fe = t'’, obdriime pro polomér k¥ivosti o'’
kiivky *B podle vzorce (2)

' vl’z 5
= s ®)
kde znaéi A’’ jako diive tihel normély ah s primérem P.
Z kosouhlého trojuhelnika abd plyne, Ze
L, v’ sin ¢ ,
=2 e 5
S (g + ) )

a predchozi vzorec pro polomér kfivosti kiivky ¢B lze potom

psati ve formé ‘g i
" vising o

7' sin*(p + y) cos A""

2" = ©

Normélnjr fez "B, teénou Et—’ r=1 krlvky této sestrojeny,
bude miti polomér kiivosti 7p’’, jehoZz velikost vy]a.drime podle
vzorce (4) s pouzitim vzorce (5) rovnicf

' v''2 v"2 sin%p
211.9 = 77 77 77T T II 7e? (7)
7'" cos A’ cos x 7'’ sin?(p + y) cos 1’ cos x

ve které znadi »'’, jak pfedem se stalo, tthel norma,ly ah krwky B
8 normalou N.

Oznadime-li tsedku ad pismenem v a d/ pismenem =, bude
polomér kiivosti ¢ Sikmého Fezu M vy]adren vzorcem (podle
vzoree (2))

v? .
~ 7cosi’ )

ve kterém znadi 2 odchylku ptimky df, rovnobé&iné s primérem P,
od normaly au, sestrojené v bod® a kiivky M. :

20
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Polozme do rovnice (8) za délku v = ad, jak z trOJuhelnika,
abd. plyne, _ v'siny
sin (¢ +v) ,
a za délku v=df, rovnou soudtu tsedek de =1’ a ef =1'’, kterés
Ize ze vzorci (4) a (7) vypoditati:
v'2
279" cos A’ COS %'

!

7' =

-, .
' v'2 sin?p

2”9" sin (¢ + ) . cos A’ cos z’’
Obdrzime za T Vyraz:
V2 n v'2 sinp :
~ 27 cos A’ cosx’ ' 27" sin (@ 4 p) cosA’ cos x’’

T

a pro polomér kiivosti ¢ kiivky M v bodé a

v'2 gin%y
90 — 7 sin?(p + v)
0 = 2 v" §in’p : -
’ ’ ’ + : 1’ 44 cos 1
2mp’ cos A’ cos ¥’ ' 2 "p sin®(¢ -+ ) cos A’’ cos %

Posléze po malé redukci nabudeme pro p
' sin?y

» +
e

sin’y
cos A’ cosx

9=(ﬂmw+w

cos A
"9 cos A’ cos % ")

Pro polomér kfivosti "¢ normalného fezu "M, tetnou ad-
kiivky - M vedeného, oznadéime-li, jak se' jiz nahofe stalo, fhel
norméily au kiivky M s normélou N plochy pismenem x.a s pri-
mérem P pismenem 4, obdriime potom analogicky podle vzorce (4)

vyrax:
sin’y
sin%y

o'’ cosA’’ Cos #

ng =

k)

,,) cos A cos %

( sin®(g + ) +3

7o’ cos A’ cos x

z kterého plyne pro reclprokou hodnotu poloméru knvost1 fezu
norméalného *M

1 _( sinp+y)
"0 \"g’ cos A’ cos x

Oznad{me-li fisetku an normély N pismenem poa tsetku ao
priméru P pismenem. z, potom jest

i+

sin%p cosA cos x
no’’cos A’ cos x’’| siny . (9}

u= ncosl’cosn—-ncosl"cosu — 71 cos A cos %
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a tudiZz i soudin
cos A’ cos »' = cos A’ cos x’' = cos A cos x.

Se zretelem k témto poslednim rovnostem Ize rovnici (9)
zjednodusiti a psati
1_ ( sin?(p4y) | sin?y) 1 (9')
ne - "Q' ne” )sin’w’
jakoZto vyraz, kterym se vyjadiuje zavislost polom&ru k¥ivosti
normalného fezu »M na kfivosti normélnych fezi 4, »B, dotfka-
jicich se v bod& a dvou sdruZenych diametralnych kuZelosetek 4B

a svirajicich thel vy, z nichZ kuZelosetka 4 s kuieloseékou M
ihel ¢ tvori.

-

3. Dupinova indikatrix.

Klademe-li v rovnici (9’)
kro=r% km'=r"2 kmp' =r"" (10)
kde %k znadi libovolnou konstantni tseSku, obdriime rowvnici:
1 sin2(<p+1p)+ sing) 1
” ( r’2 r’"2 ) sin?y’
jakoZto polarni rovnici stfedové kuZelosetky, predstavujici Dupi-
novu indikatrix, plochy 2. stupné P v bodé a. :

Z rovnice této jest ziejmo, Ze jsou teény ab, at kiivek 4, B
v bodé a, uzavirajici Ghel y, sdruZenymi priméry této mdlkatmxy,
v nich se nalézaji poloméry »’, r"’/, jeZ lze z rovnic (10) sestrojiti.

Znamou konstrukei sestrojime osy této indikatrix co do
polohy i velikosti a odvodime v normalnych fezech t&mito osami
poloZzenych hlavni Fezy kiivosti uvaZované plochy 2. stupné P
v bodé @ a ze vztahu k"p = r sestrojime i jejich poloméry kiivosti.

£

Contribution 3 la théorie de la courbdre des quadriques.
(Extrait de Particle précédent.)

L’auteur donne un complément aux considérations générales
contenues dans son manuel de géométrie descriptive (,,Vybrané
stati z deskriptivni geometrie*’, p. 102), conduisant & une démon-
stration simple des théorémes de Meusnier et de Dupm, mais
valable seulement pour les quadriques.
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