Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

Ladislav Truksa
Poznamka k polynomtim Charlier-Jordanovym

Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, Vol. 58 (1929), No. 1-2, 141--148

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108909

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1929

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108909
http://project.dml.cz

Poznamka k polynomim Charlier-Jordanovym..
4 Dr. L. Truksa. '

Limitn{ p¥ipad obecnych J . P. Gra,ﬁleml) odvozen}’rcti ortho-
gonalnich systémi funkei Py(x) o charakt;eristickém vztalu ‘

> y(x) x)cb()w_o mZn

byl pro lim w = 0 — ]edna-h se o soustavu polynom — zevrubné
v matematické analysi vySetfovén.pro rizni y(z), a to jak po
strance funkéné teoretlcke tak i se zfetelem na praktické pouZiti
v numerickém poéitani. Vysetrovam prip&du obecného rtebylo
v8ak jak v ryzi, tak v uZité matematice vénovano znaénéjsi po- -
zornosti pres to, Ze zejména pii approximativnim vyjadfovani
numericky danych funkei — na p¥. pouze pro celistvé argumenty
neodvisle proménné — bud metodou nejmensich étverci anebo
metodou momentd, daile v numerické sumaci, prlslusi praveé
obecnému prlpadu zvlastni dulezitost. Navazu]e na prace Pois-
sonovy a zejména Charlierovy o rozvop pravdépodobnostl v fadu

podle postupnych diferenci funkce

podal v ned4dvné dobé

zajimavy. piispévek v tomto sméru Ch Jordan?) odvozenfm
nékterych vlastnostf obecné orthogonéln{ soustavy polyno mui
Gx(x,.m), je-li.

pla,m) ="l = lim () 9 (1 — p)
nap=m, n=00

a sumadni meze (0, o). O podminkdch rozvoje libovolnych funkei
v Fadu pouZitim t&chto polymomd jedna H. Pollaczek-Geiringerova
v &lanku: Die Charlier’sche Entwicklun_g .-Willkiirlicher Vertei- -
lungen3) '

Z tvaru funkce yp(z, m), jet ]est znsmym Poissonovym hmltmm
piipadem pravdépodobnosti zjevi opakovanych v serifch, vyplyvé

1) Journal f. d. reine u. angew. Mathem., sv. 94, 1883.

1) Sur la probabllxte des épreuves répétées, Bull. d. L Soélété Math‘ h

" de France, 1926. .

3) Skandinavisk Aktuarietidskrift. 1928. Viz té% ¢&l. »Uber die ‘Pois-

_sonsche Verteilung und die Entwickelung willkiirlicher Verteilungen« v das.
Zeitschrift f. d. angew.- Math. u. Mech. 1928. ,
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otividné, Ze' praktické pouZiti téchto polynomi lze ~oSekavati
predevéim pii vy]adrovani frequenénfch kfivek zjevi ziidka se
vyskytu]icich (na pf. ve statistice Grazi, scintillaci radioaktivniho
za¥eni, Brownova pohybu atd.).

Vychazeje z obecného vyjadieni libovolného orthogonalntho
systémi polynomii ve formé determinantu hodlém v dalsim
odvoditi nejprve nékteré vlastnosti polynomd Gi(z, m) v pracich
vy$e zminénych neuvedené; dile budou odvozeny k témto poly-
nomim Gi(x, m), jeZz lze nazvati polyfiomy I. druhu, piislusné
“polynomy II. druhu Hi(z, m). Polynomit té&chto — Ja,ko viech
systémit polynomi II. druhu pfisludnych k obecnym orthogo-.
nélnim polynomiém I. druhu — lze upatfebiti v numerické sumaci
~ analogické Gaussové numerické integraci (mechanické kvadrature).

Oznadme i-ty moment funkce y(z, m)

oo
M= 3 pia, m)
=0

a utvoime determinant

Dy(x, m) = 2% .

xr M, Mn—i-l‘- ce Mopy
Vynésobime-li ‘determinant D,(z, m) soutinem ' y(x, m) a pro-
vedeme-li sumaci v mezich (0, o), obdriime proi=20,1, 2, ...
n — 1 vztah

o

2 p(z, m) x’ (2, m) = 0 = 2 zp(:c m) Ri(x) D,,(x, m),

R; (x) znaé( polynom stupné <. Vzta,h tento muzZeme psatl téZ ve
tvaru , .

2 w(x m) D,(x m) D,(z, m) = 0, s zr, v

Lze sna.dm) dokazati, Ze polynomy Charlier-Jordanovy Gy(z, m)
vyhovujici rovndz posléze uvedenému vztahu mohou se liSiti od
polynomii Dy(z, m) toliko o multiplikativni konstantu.

Jiné . analogické ~vyjadfeni polynomti G,(z, m) ve formé
:determmantu — »zavedeme—h momenty tvaru

Sm' mel (a:——- 1) (:c——2) (x_——'s + 1) p(z, m) s>1
S e=0 IR ’

o
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fe'e) .
amj’z 2 it y(x,m), s=20,1
z=0
jest dano vyrazem ) S ,
‘ 1 Mg My ... Mt
x me M. Mt
Dz, m) = | - z(x—1) ‘ me . . ,

2(@—1) ... (x—n4+1) M Mj... Mo
nebot’ i tu platl evidentné zakladni vztah

Zzp(xm xm)@,(x, m) =0 szr.

-

Provedeme nym vypocet subdeterminantd D, a D,—; piislusnych
k élenam prvni a n-té fadky v prvnim sloupeci.
Z derivace funkce y(x, m) podle m

d w(x m)
“dm Myt Ty

vyplyva pro vypodet nﬁomentu Me relace:
: d

| M1 = (m—s) M+ m T m
a pro Mi(i>0): "

. Cod

+1
Mt = m(m;+(mm;).
Pouzivajice vztahu ' '

. (e

My = D' pl@,m) =1,
obdr#ime z rovnic pfedchézejicich postupné

MY = m, MY = m?,", . M = ms,
Mi =m(mé + sm*—1) = m* (m + sy = m‘ Pi(s)

3= m (m* py(s) + 8 m=1 py(s) + m* T Pl(s)) —m Pz(s)

- Oznadfme-li pi(s) polynom v »s« stupn& »i« s koeflclentem »la:
u nejvyssf mocniny proménné »8¢, plati dale obecné '
' - 9R = m* pi(s).
Po dosazeni hodnot momentuﬂ]l -a vytknut{ soudiniteli. u poly-

nomi p; (s) obdrzime postupnym odeéitamm ra.dkﬁ v determmantu o
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D3 a Dy, a dosazenim vztahu
' A Em; = 1!
hodnoty jejich
Dy =m* 112! .. n!

Definujeme-li nyni polynomy Charher—Jordanovy

G, m) = =D, (2, m),

vypljvé z predchoziho nejprve relace

o !
2 — _n_'_ﬂ p
D Gila,m) pla, m) = — (2)
R . =0
dale rekurentni vztah:
—n—m
Goir(m,m) = " G, m) — ;{ Goi1(z, m). (3)
Vzorec (3) je specielni — polynomim Charlier-Jordanovym od-

povidajici — tvar obecné funkcionalni rovnice, kterou lze odvoditi

. pro libovolny orthogonalni systém polynomu.

Dalsi rekurentni vztah obdriime, vyjadiime-li 1. diferenci

n=1

4 Gu(z, m) = 2 a; Gi(z, m).
i=0
Jeito pro t << n — 2 jest

ZG"(x + 1, m) p(x, m) Gi(x, m) =

=2Gn(x, m)—‘:—b— w(x, m) Gi(x — 1, m) =

=0

oo
*—=2) Gu(x, m) y(x, m) —%— Gi(x — 1, m) = 0,

=0

takZe
Gy =@a; = ...=0@qu_2 =0,

redukuje se vyraz tento na

4 G'n(z,ym) = —;L n—1(x, m),

(4)
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nebot’
n 1

m» : mn—l ’

Op—1 =

jak plyne ze srovnani koeficienti pfi nejvySsi mocniné x. Z rovnic
(3) a (4) plynou také tyto dalsi vztahy:

r—n—m-+1

G, m) = . A G, m) — A Gps(z, m),
A Grii(w, m) — ”_";‘mm Tl na6@m— ©
_r+ly, Gn_l(x, m).
m

Polynomy Gn(x, m) vyhovup linedrni diferenéni rovnici 2. ¥adu,
kterou lze odvoditi jednoduchym zptsobem ze vzorci (3) a (5) ve
tvaru

A2Qy(x, m) — zhl—m

2 A4 Gu@,m) + = Go(w, m) = 0 (6)
resp.
mGu(z + 2,m)— (x +14+m—n) Gu(x +1,m) + (x +1) Gu(x,m)=0.

Funkcionalni rovnice (3) poskytuje nové jednoduché vy-
jadfeni polynomu G,(z, m) ve formé determinantu

Gu(z, m) =
|x——n-—m+l m 0 0
n—1 r—n—m-+2 - m .. 0
, 0 n—2 x—n—m+3... 0
1 0 0 n—3 . 0
= 0 0 0 0
' 0 0 0 c.om
| 0 0 0 ... x—m
r—n—m+1 Vm(n—l_) 0
]/m(n—l) xr—n—m-+2... 0
0 Vm(n—2) 0
L 0 0 0
mr .
0o . 0 ... m _
) 0 ii.x—m (7)

. Z téchto vyjadieni vyplyva té%, %e nulové body polynomi
Ga(x, m) jsou vsecky realné.. Annulovainim determinantu (7) obdr-

Casopis pro péstovan( matematiky a fysiky. Ro¥nik LVIIL. . 10
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¥me totix specielni tvar saekuldrni rovnice!), jez se vyznaluje
vlastnosti pravé uvedenou.

Z rekurentni relace (3) resp. z determmantoveho vyjadieni
(7) plyne dale aplikaci zakladni vlastnosti nekonednych zlomku
fetézovych vyjadieni polynomt G,(x, m) jakoZto jmenovateli
postupnych pfibliZznych hodnot nekoneéného zlomku retézového

1 1] 2| 3|

m m| m| m)
|z—mﬂ_ z—m—1 x—m—2_;x—m——3_

| m m m | m

Postupné &itatele tohoto zlomku H,(z, m) jsou jak patrno poly-
nomy v z stupné o »l« niZ§fho nezli G.(x, m) a vyhovuji téze
funkciondlni rovnici jako polynomy G,(z, m). V souhlase s ana-
logickymi pfipady u jinych orthogonalnich systémi polynomi
se vyskytujicich ozna¢me je polynomy Charlier-Jordanovy II.
druhu.

Pocateéni z nich budtez zde uvedeny:

H, (@, m) =,
Hyz,m) = 2=, (9)
Hs(x’m):(@ m—2)(x—m—1) 2

 Jiné odvozeni polynomt II. druhu H,(z, m) a zaroveti zpiisob
pouziti jich v numerické sumaci naskytd se pfi FeSenf této ulohy:
Stanoviti jest -soudet = ekvidistantnich hodnot funkceﬂF(x)

tvaru
Fi(x) = fi(x) p(z,m) -

v mezich (0, o), je-li f;(z) funkei racionalni celistvou stupné »i¢,
~z danych »« hodnot fi(x) pro argumenty =, @,, . . . @ tak volené,
aby vysledek platil presns, pokud fi(z) jest stupné 2n — 1 nebo
niz&fho.

Postupem a.naloglckym jakym FeSeni podéno jest v pfipadé,
%e y(x,m)=1 v mém pojednini o zZobecnénych polynomech
Legendrovych?), obdriime feSeni tlohy vyjadiené polynomy
Charlier- Jorda.novyml I. a II. druhu ve tvaru :

2n) | .
0~2 pon) e o L0, (10)

RN NCTIT

-4) na p¥. Baltzer, Determinanten, 1881.°
4) (Ia.s mat a fys:, rod. LVIL, &. 4, Praha 1927
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2, znadi abscissy nulovych bodd polynomt G(z, m), & jest jista

hodnota argumentu v mezich (0, o). Polynomy H,(z, m) jsou
v tomto piipadé urfeny vztahem: ‘

Fn(x, m) = Gu(x, m) H, (x, m) — H, (2, m) ZGn(%x —)_w;y, m)
(11)

y=0
Budiz podotknuto, Ze funkce

T(z) = y(a, m) > a;G; (z,m),

=0

kdez

> (@) p(@, m) Gi(z, m)

z=0 -

Do, m) Gz, m)

=0

a; =

vyjadiuje funkei F,(z) = f.(x) v(z, m) aproximativné metodou
momenti. Pro r = n poskytuje T,(x) vyjadfeni zcela presné.
V pfipadé r=mn—1, jest rozdil Fu(z)— Tho(x)=
= a, Qu(z, m) p(x, m), takie ob& kiivky se protinaji v nulovych
bodech polynomu G,(z, m). Se zietelem k této okolnosti jest 7', —1(x)
soutasné kfivkou, jejiz soudet ekvidistantnich hodnot v mezich
{0,00) jest feSenim vySe uvedené Glohy numerické sumace. .

*

" Note sur les polyndmes de Charlier-Jordan.
(Extrait de larticle précédent.) - .

. Pour établir quelques propriétés fondamentales - des poly-
noémes de Charlier-Jordan, & savoir

1 ar mre—"m
G (2, m) = Em dm"w(x m); p(@,m)=—

Yauteur se sert de lexpressmn generale des systémes orthogonaux

par un déterminant. Aprés avoir introduit les moments i, et le .

déterminant D,(x, m) (voir le texte tchéque), il définit Ies poly—
nomes de Charlier-Jordan par larelation (1), ot ®,—, est le mineur
du dernier élément dans la premiére colonne de D(z, m) Il en
déduit I’équation fonctionnelle (3) et les formules de récurrence
%), (5). Il en resulte I’équatxon hnealre du 2e m'dre a dlfferences,
: mles (6) . ol
. “10* -
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Dans la suite, I’auteur donne une autre forme de I’expression
des polynomes G,(z,m) par des déterminants, laquelle suit de
I’équation fonctionnelle (7), et une autre expression, dans laquelle
ces polynémes se présentent comme les dénominateurs des ré-
duites successives de la fraction continue '

‘1 1 2 3
W m - =
z—m  |z—m—1 *]x—m—2_—]x—m——3

Quant aux numérateurs H,(z, m) de ces réduites, qui sont des poly-
némes de ’ordre » — 1, il les nomme, d’accord avec des cas analo-
gues dans d’autres systémes orthogonaux de polynémes, poly-
nomes de Charlier-Jordan de la deuxiéme espéce. L’auteur signale
la fagon dont on peut appliquer les polynémes des deux espéces
dans la sommation® numérique.
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