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K teorii Fuchsovych relacii lin. dif. systémov.
Napisal J. Hro(zec.

V prédci ,Fuchsove reldcie pre linedrne diferencidlne systémy
a polet ich €lenov“!) st urlené tieto reldcie pri tej podmienke,
%e korene determinuijdcich rovnic, patriacich k jednotlivym singu-
l&rnym bodom sd v3etky r0zne a Ze ich redlna Ciastka pohybuje
sa medzi 0 a —1, Co potom plati i pre korene adjungovanych
lin dif. systémov. :

V tomto &ldnku umienil som si po prvé preskiimat moZnosf
takovychto lin. dif. systémov a po druhé poukdzaf na to, Ze pod-
mienka, aby redlna Ciastka koreilov determinujicich rovnic sa po-
hybovala medzi 0 a —1, je nie doleZitd, Ze Fuchsove reldcie v istom
pripade daji sa urlif, jestliZe tdto podmienka sa nesplni a konetne
ukaZem to na jednom priklade pre n=2.

L
Vezmime lin. dif. systém

n
A) %:;y;azk, (k=1,2...l2)
- =1

kde je au(x) O+ x+ ..+ & BY)
Qg = = _—02 e

' T o) (—a)(x-a)...(x—a) A x—a
a viak je: o gk (@)
~ Bilk= "5y

V okoli si'ng. bodu x =a, je:

2

+ ¥ (%),

Q=
= xTa

e e e =3l x—ay, :

takZe normélny tvar lin. dif. systéniu A) ohfadom sing.'bo_du x=ayje:.
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(x—a) P Zy [BS) + (x—a.) 9 (x)] = 0

alebo vo tvaru maitrixov.

. d i » g
K6 (=) (22) — o) [BR) + (Gur—a) RN =0
kde je: S — | je<li i=k
, 70 L, iFk.
A je pre yi lin. dif. rovnica prvého radu a jej determinijuca
rovnica, patriaca k sing. bodu x =a, je?) 4

[y

I (Gar®)—(Bid) =0,
alebo | (B¥ — 64 r®)=0
a jej korene dostaneme z rovnice -

-2 | B — 6ur® =0,
kde je Lk=1,2...n

vy=12...0

1. representuje vlastne ¢ rovnic pre r®), kde je 622, a to
n-ho stupiia, a d4 ndm no koreiiov.

Lk (x) . .
Uddme-li az = >="—~ funkcie, t mto st dané i
*= 9 (x) y »
2k (ay) :
= 133"
9 (@) gy

t. j. i korene r{’ (k=1,2,. n) (v—-l 2,...0).
OpaZne uddme-li korene ) tym @ dané rovnice
Dl()zrl("’)_*_rﬁ( )+ .. +r(”)
DO =r" . r,®” 4 Y

..................

DY =r® O 0,

kde D,® je saket diagondlnych .minorov 1-ho radu; D, je suEet
dialgo(n)Tlnych minorov 2-ho radu atd. determinantu |BR| aD""
B'
Vyrazy 3. representujii no lineémych rovnic pre Bf teda pre

n*c nezndmych a tak zbyva ndm predbeine edte no (n—1) lubo-
volnych B{) konstantnych hodnot.

*) Vid. L. Fuchs: Math., Werke. Sv. L str. 188, -
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Je-li x =oo sing. bodom kanonického systému A), vtedy v okoli

= oo st
¥ DR
U=t Tt

hdeterminujﬁca rovnica, patriaca k tomuto bodu bude, kdyZ ozna-
time g = Bgth: .
[B(Z“’ _ 6mr("+')|=

kde je: "
! ’BSk.H) =— Bm ,

Y=

alebo:

o+41 "
4. S8 =o.

r=1
A preto teda mdme n o+ | rovnic a
‘ ne(n—1)—1
BYY rubovolnych konstantnych hodnot.
Z rovnic 1. a 4. vyplyva zase, Ze je

5. pasd v
r,(¢)=0

v=1 k=1

Uddme-li korene determinujiacich rovnic [fubovolne, musime
- ich predsa tak volif, aby sa na nich poslednd reldcia 5. splnila,
teda m6Zeme ich tak volif, aby sa ich redlna Ciastka pohybovala
medzi 0 a —1 a redlna ¢iastka koreiiov determinujlcich rovnic
adjungovaného lin. dif. systému

B) 1’12%);&(_%)_)»: — é:gu(x) ua (x)

meni sa tiez medzi 0 a —1.4)
Tymto zodpovedajne mdme urdif

b + 00 x + ...+ 05" x
(x—a) (x-a,)... (x—a.)
t. j. konstanty 6, b} .. b~", k tomu mame systém lin. rovnic:
oR + b 0+ o ai + ...+ 0" = B ¢/ (),
i k=1,2,..n,
» = ‘, 2 N 13
4) Vid Fuchsove reldcie atd. Casopis LIL - *

Qi =
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Ia at...q°"!
1a a?2...a,°"!

- e[ T@-a)

!J ‘

1 a a,2...a,°"!

a, a, ,..a, siviak rozne a pretoje D=+ 0; a tak 6%, 6% , .. 65"
a tym i ax (x) dajd sa vidy uréif, uddme-li sing. body a,, q,, ..
... a,00 a uddme-li Iubovolné hodnoty korefiov k nim patriacich
determinujicich rovnic,

Takychto lin. dif. systémov je:

no(n—1)—1

a v3etky tieto lin. dif. systémy patria do jednej friedy definovane;
Riemannom.

II.

. Vezmime lin. dif. systém normdlneho tvaru ohladom sing. bodu
X =ay: '

dy,
(x - "")H} =V,

d
(x— at‘)*a;: =Y+ Vs

(x__av)%;s = 23+,
dyr._ __ &n(x) ny _ n(X) Aty
(x a") ¢(x) (x—a") yl » ‘P(X) (x a") lyl
_ &n-1.a(X) 2 Tin__ &nn(x)
i & = @)y + [(r—1) == 057 (x—anl ya,
kde je:

gin(x) _ O+ x4+ ... + B x!
p(x) (x—a)(x—a). .. (x—a)

- “A=12...n).
Determinujtica rovnica tohoto systému je:
—r®, 1, o, 0, 0,0
0, 1—r®i, 0, 0,0
0, 0, 2—rt,1, 0,0 i

................

Enn(av) v
vy "

Casopis pro pistovéni matematiky a fysiky. Roénlk LVL -2

0 0 0 0  0na-I1-
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t. j. roy(rO—-1) (G —2) ..

) — ® gnn(av)
...(r. n+2)[r n+ 142 (a)] 0 .

a jej korene su:
0,1,2...n—2, n—1—%mn(@)

9 (@)
Pre n=2 mdme systém normdineho tvaru:
d
(x - av)'_“l = Y
_ dyz g_lg_(f_) PRY & (%)
—a) G =—E eyt [ e

a jeho determinujﬁca rovnica, patriaca k sing. bodu x=a. je:

r” [r(V) +g,2((;1 ))] =0,

jej korene si:

r® =0, 0 = | — &)
! ¢ (a)
Adjungovany dif. systém systému 6 je:
_ dZ, _ &1 (%) 3
i (x—a) g2 o —ara
' _ gi_Z_e _ & (x)
. (x ay dx = zl +[ + (x) (x ) za:
jeho determinujica rovnica, patriaca k sing. bodu x =a, je:
—_r'® 0
) gu(@) o=
—1 re
- i + 9’( »)
a jej korene su zase: '
IJ 0 1 __.gii (al’).
. 9’ (av)
Dosadime-li Ze=9(X)pm, (k=1,2),
vtedy adjungovany systém je:
(x—a )ﬂ?—"—%«’ g‘*(‘;)’(x @9 () o
- d(p () m) _
8. * (x a,) - dx
— 1 SulX) (X) ]
== «P(x)u,/ [ 45— 9 () (x @) |9 (xX)
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a korene det. rovnice pre w su:
Los (04')

9’ (av)

a preto systém 8. v tomto tvare nemdZeme pouZif pre- Fuchsove
relicie; av3ak daji sa tieto systémy transformovaf do lin. dif,
systémov stejnej triedy, defmovanej Riemannom.

Vezmime

)

Nh=u 9 x

Yo = Uy 9% (X),
tak zo systému 6 bude

o \duy 9’ (x)
(x—ay) =" % (%) (x—a)u, + u,
du, _ & (x) PRY [ Zss (%)
9.4 (x— a)dx w(x)(x @) u 4|1 (p(x)( a,) —
L9, :
S» tp(x) (x —ay) u2
Determinujica rovnica tohoto systému, patriaca k sing. bodu
X=a ie » )
— 8, —r® 1
0 1— gzls(aV) —Sy—r® =0
9 (av)
a jej korene st zase: (
_ & (@)
- S, 1—s
AN
Adjungovany lin. dif. systém systému 9. je:
dvl — (P' (x) _
: ( u) ¢(x) (x a‘v) 1)1 +
gu (x)
+ =2 9 (x) (x—~ av) s
10. dv
(x "'av) -2 = - +
83 (X) 9 (x) ]
- 1 — (X —a, Sy — Qs v
+[ + oS x-a)ts T x—a) [r,
a jeho determinujiica rovnica, patriaca k sing. bodu x = a,, je:
Sy —r® 0
_ i (av) w1 =0
LT ey T




20

jej korene si zase: .

1+ gn((;;) +s,

& (av)

9’ (av) .

~Chceme-li pre lin. dif. systém 9, pofaZine 10 pouZif Fuchsove
reldcie, vtedy musime s, tak volif, aby bolo:

0 <redlna &astka s, <1,

22 (@)
1< y S ; <2,
7 "9 (ay)

Sy,
a korene pre u, a u, su:
. —l+s, “2+>sv+

%o sa vidy da dosiahnuf.

1L
. Vezmime eSte specidlnejsi prfpad a sice, Ze je
& (x)— = (x),
vtedy lin. dif. systém 6 prejde do tvaru:
(x—-av)Z—y‘ = 2
6 ) (x—a) 7 dy ! = —L;g((;)) (x—a)y+
e w)

Korene determinujticej rovnice, patriacej k sing. bodu x = a, su:

1
rl ) = 0, rz("):- —é— .

Dosadme do tohoto:
Y =, 9% (x),
Ve =1l @ (x),

pak. je:
c-an@=—sZ8 c—a)u  +u
9 )T B gy o

9(x)
;+[1 (sv+ ) LACI I a»)]

?(x)
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Korene det. rovnice tohoto systému, patriacej k sing. bodu x=a, sti:

rM=—s, rM= _.sv+-—£

Adjungovany dif. systém systému 9’ je zase:

s o, 9 (%) g (x)
(x a.,)d —-qu)(x)(x a,) v, + ‘P()(x a,)? v,
10/ dv,
' (x — @) gy dx = Y +
+ [—-— 1+ (3y+ —l—) z((;)) (x—ay)]v,,_

korene det. rovnice tohoto systému, patriace k sing, bodu x=a, sii:
’ 1
r®M=s,, r's¥ =s——
: 2
a korene pre u, a u, su zase:

oV=—1+4s,, oV = —%—*—sv

a tak Fuchsove relécne na lin. dif. systém 9' moZeme vidy pouZif,

jestliZe je: 1
—2-< redlna Ciastka s, < 1;

a tieto si: a, ay
[fax f dz (ui(2)) (Uu(x, 2)) (Vie(x)) =
0. . . .o je-i wFv+Euatidtutx,
_ |23V =1{@) + (AR —dn)} . ., mEv=xEify,
27 =T{(260)+ (A%)- Ou)~ '+

+(AR — 0w}, . kFrv=xFi=p
(G k=1,2).
Chceme-li tieto reldcie pouZif na povodny systém 6/, vtedy je:
(e (x)) (yu P (X), Vi P (x))_
Ghk=1,2 \y9=v(x), yng™ (%)

Na (Vi (x)) zase plati, Ze je:
(9 (x) Vik (x)) = (uix (x))~!

a pri tom je - @ (x) Vix (x) = vy (x).
‘Inak métn'x (Vi (x)) uréme tymto sposobom: Dosadme do dif.
systému 10 5y = (x — @)= g+ (x) 2, .

vy=(x— a,) g ti(x)z,
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tak je:
dz, 1 ¢ (x) & (%)
X —ay)—— =|1— —a)) |z, +=2% v)22,,
Jemag 15 e @) c ey
' d
( v) Z, = — 2.
Systém 6' pre fundamentélny systém je:
d
(x - av) _3_’;_1 = Vi
d 9
e L[
a zase systém 11 po dosadeni z,; = w,,, Zyy =Wy, Zip = - Wy,
2y = — Wy, je
d
(x — a) —dw?lcl— = Wis

awy,  gZulx) N 19'(x)
(x—a)-7 == 2 () (x av)2w21+[ 2q)(x)( av)szl-

‘Tieto dva systémy su v3ak totoZné a preto je:
(”11 ”12) - ( (x —a)levti(x) ¥y, —(x—a)! fpsv**‘(X)yn)
Vg1 Vg2 —(x—a)levti(x) yp, (x — ay)~psvTi(x) yy,

a z toho zase pre (Vi(x) matrix (i, k=1, 2) méme:

(Vu Vx‘l) = ( (x—a)) 1= (X) Yy, —(x— GV)_lq’s”_%(x)y”)
Var Vas —(x— a)) e (X) (x —a,)) ' =i(x) y/

Ui (x,2) su raciondlne funkcie celistvé ¢—2-ho
urlené z dif. systému 9' pomocou vzorcov:

gu(X)—ew@ jecli i k
L (x,2)= X—z
gik (x) — g (2) + p(x) —9() 9 k
ToX-2z (x—2)2 x—z "

a konelne je:

. —2ns,)/—1
| CH B e
(GLk=1,2). B P T Ca1 Cao
_ 0 e +1
kde c,,, ¢35 Csy, C5; S0 fubovolné konstanty, na ktoré plati, Ze je:
€11 Cre 4 0.

Cyy Cop
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Contribution a la théorie des relations de Fuchs des syste-
mes différentiels linéaires.

(Extrait de Particle précédent.)

L’auteur démontre I'existence de systémes linéaires différentiels
pour lesquels on peut déterminer les relations de Fuchs. Le nombre
de tels systtmes est n(o+1)(n— 1) — !; ils appartiennent
a une classe définie par Riemann. ¢+ 1 est le nombre des points
singuliers. Il démontre, de plus, que la condition demandant que la
partie réelle des racines des équations détermindntes soit contenue
entre 0 et — 1, n'est pas essentielle; par fin de compte, il fait
voir, en traitant le cas de n =2, qu'on est 3 méme de déterminer
. les relations de Fuchs méme dans le cas ou la condition précitée
n'est pas satisfaite.
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