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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 100 (1975), Praha

O PERFEKTNICH A KVAZIPERFEKTNICH GRAFECH

Jiki SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 30. listopadu 1973)

Nebude-li jinak vyslovné uvedeno, vSechny grafy v tomto ¢&lanku jsou koneéné
a neorientované, nemaji smycky a jsou bez nasobnych hran. Pojmy, jeZ zde nejsou
definovany, se najdou napt. v [1], [8] a [9]. Je trividlni, Ze neexistuje graf na n
uzlech (n 2 2) takovy, Ze kazdé dva rizné uzly maji riizny stupei.*) M. BEHZAD
a G. CHARTRAND [2] reservovali pro n&j nazev perfektni graf. Dale graf ¢ s alespoil
dvéma uzly nazvali kvaziperfektnim, existuji-li v ¢4 pravé dva uzly u a v téhoZz stupné;
tyto uzly u a v miiZeme nazvat vyznaénymi. Behzad a Chartrand ukazali, Ze pro kazdé
n = 2 existuji pravé dva neizomorfni kvaziperfektni grafy na n uzlech, jeden souvisly
a druhy nesouvisly. V souvislém grafu maji vyznaéné uzly stupeii [‘}n], v nesouvislém
[4(n — 1)]. Pfitom [x] zna&i celou &ast realného &isla x, tj. nejvét3i celé Cislo m
takové, Ze m < x; dale klademe {x} = —[ —x]. N&kolik dalsich vlastnosti kvazi-
perfektnich grafii popsal neddvno L. NEBESKY [7]-

V téchto Fadcich si v§imneme podrobnéji souvislého kvaziperfektniho grafu na n
uzlech, jejz budeme oznalovat @, (n 2 2). Nejprve urdime polet koster k(2,)
grafu 2,.

Véta 1. Plati
— !
Ka,) = "=

{4n}

Dtkaz. PouZijeme znimé determinantové metody — viz napf. [4], str. 92. Je-li n
sudé (tedy n = 2r), postupujeme takto: o&islujeme uzly grafu 9, tak, Ze pro s < r
uzel stupné s dostane pofadové &islo s, vyzna&né uzly dostanou &isla r, r + 1 (v libo-
volném potadi) a pro s > r uzel stupn& s necht ma &islo s + 1. Sestrojime matici
A = (a;;) tak, Ze pro i + j klademe a;; = —1 nebo 0 podle toho, existuje-li v 9,
hrana ij nebo nikoli; déle klademe a;; = stiproi = 1,2,..., n.¥*)

*) Srovnej té% cviCeni 11. 2,3 a II. 2,4 na str. 33 autorovy knizky [9].
**) st u znadi stupeii uzlu u.
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Podle véty 1 z prace [7] ma matice A tento tvar: V hlavni diagonale (shora dold)
jsoupofadééisla1,2,3,...,r,r,r + 1, r + 2, ..., 2r — 1. Prvky vedlejsi diagonaly
jsou &isla —1. Nediggonalni prvky jsou bud 0 nebo —1 podle toho, jsou-li nad vedlejsi
diagonélou nebo pod ni. Nyni libovolny hlavni minor matice A se rovna hledanému
poétu koster. Vypodet dava ’

K(2,) = (_"__r_l)_'

a obdobn4 tivaha pro liché Cislo n = 2r + 1 vede ke vzorci
ua) - =
r+1
Tim je dikaz podén.
U koster grafu 9, zistaneme i v dal$i vét&. Pro struénost vyjadfeni piSeme 4, =~ 4,,
jsou-li grafy 4, a ¢, izomorfni.

Véta 2. Necht & je libovolny strom na n uzlech (n 2 2). Potom existuje kostra A~
grafu 9, tak, Ze A" = &.

Dikaz.*) Pro n = 2 a 3 je tvrzeni zfejmé. Necht n > 4 a pfedpokladejme, Ze pro
n — 2 tvrzeni plati. Zvolme dva sousedni uzly u, v stromu & na n uzlech tak, Ze u
je uzel koncovy a necht w; (i = 1,2, ..., m) jsou vSichni dalii sousedé uzlu v. Kazda
komponenta grafu & = & — {u, v} je strom. Pfi m > 1 dopliime & hranami w,w;
(pro i =1,2,...,m — 1), &imZ vznikne strom &, na n — 2 uzlech; pfi m = 1
klademe &, = &. Podle indukéniho pfedpokladu existuje kostra X * grafu 2,_,
takova, Ze A * =~ &,. Pro kazdé i nechf v tomto izomorfismu, uzel w; pfejde do w}.
Vypustme nyni z & hrany wiw/,, (i = 1,2, ..., m — 1), uzel (n — 1)-niho stupng
v grafu 9,, do ného je 9,_, vnoten, spojme s kaZdym w} a téZ s koncovym uzlem
grafu 9,. Vznikne tak hledani kostra a diikaz je podan.

Ozna&me f,(z) chromaticky mnohoclen grafu 9,. Definice chromatického mnoho-
&lenu se najde napt. ve druhém dile knihy [8], str. 215.

Véta 3. Plati
n [n/21-[(n—1)/2]1 [(n—1)/2]
7.2) = z(z—g) T G-

i=1

Dukaz. Zfejmé je fz(z) = z(z — 1), f5(z) = z(z — 1)*> a pro kaZdé pfirozené
&islo n = 2 plati

) fara(2) = 2z = Dfilz = 1),

*) Béhem recensniho fizeni zjednodusil L. Nebesky dikaz véty 2 tak, jak jej zde s jeho laska-
vym svolenim uvadim.
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jak plyne z této uvahy: Je-li z (dostatedng velké) piirozené &islo a barvime-li pfi-
pustnym zpisobem z barvami uzly grafu 9,.,, pak pro obarveni jeho koncového
uzlu ¥ mame z moZnosti, na jeho souseda v zbyvd z — 1 moZnost a pro obarveni
viech uzld grafu 9,,, — {u, v} celkem f,(z — 1) moZnosti. Z (1) pak uZ plyne
Zadany vztah.

Jesté n€kolik poznamek k vét€ 3. Piedné je vidét, Ze pfi n = 5 neni 9, jedinym
grafem, jehoZ chromaticky mnoho¢len je f,,(z). Dale zname-li f,,(z), uréime chromatic-
ké &islo x(2,) grafu 9, tim, Ze najdeme nejmensi pfirozené &islo z,, pro néz f,(z,) > 0.

Je vidét, Ze
n+1
2,) =
42) = {5 }

ve shodé s tim, co uvadi L. Nebesky [7]. Pfi &isle x(%) jde o barveni uzld grafu ¢
a proto se v literatufe n&kdy obiirn&ji nazyva y(¥%) uzlovym chromatickym &islem
(vertex chromatic number). Hranové chromatické &islo x;(¥%) grafu ¢ (s aspoii jednou
hranou) je minimalni poget barev nutny k obarveni hran grafu ¥ tak, Ze kazdé dvé
hrany se spoleénym uzlem jsou obarveny ruzné. Podle znamé Vizingovy véty pro
kaZdy graf & (s aspoii jednou hranou) je x,(%) = ¢ nebo ¢ + 1, kde ¢ je maximalni
stupefi uzlu v 4. Totdlni chromatické &islo y,(%) je minimélni poget barev nutnych
k obarveni uzlii a hran grafu ¢ tak, Ze kaZdé dva sousedni uzly jsou obarveny rizng,
kaZzdé dve& hrany se spolenym uzlem dostanou odli§né barvy a totéZ plati o kaZdé
dvojici hrana a uzel s ni incidentni. O hranovych a totalnich chromatickych ¢&islech
viz napf. [1].

Véta 4. Plati

a) 1(2,) =n-1;
b) x22,) = 3, x2(2,) = n pro n = 3.

Dukaz. a) Pfipady n = 2 a 3 jsou jasné. Je-li n = 4, oznaime uzly grafu 2,
po fad& uy, uy, ..., u, tak, Zz stu, = n — 1, stu,_, = 1. ProtoZe x,(2,) = n — 1,
staci ukazat, Ze k obarveni vystaime s n — 1 barvami. Nejprve pfifadime hrang€ u,u;
zbytkovou tfidu (mod n — 1), v niZ lezi &islo i (i = 1,2,...,n — 1); budeme ji
znatit 3;. Pak hran€ uu; (1 < i < j < n — 2) pfifadime trxdu 3,+, Je vidét, Ze
toto obarveni spliiuje zadané podminky.

b) PopiSeme jen piipad n = 4 a uzly necht jsou tak oznaleny jako v odstavci a).
Vzhledem ke vztahu x5(2,) = n stadi, obarvime-li uzly a hrany n barvami. Uzlu u,
pfifadime zbytkovou tfidu 3, (mod n) a ka%dé z hran wu; (i=1,2,..,n — 1)
zbytkovou tfidu 3,44 (mod n). Uzly u; (i = 1,2, ..., n — 2) necht dostanou po fad¥
tfidy 3,4, a uzel u,_, tfidu 3, (mod n). Kone&n& kaZd4 ze hran uu; (1 S i <j <
< n — 2) nechf ma pfifazenou t¥idu 3;4 ;42 (mod n). Snadno i zde ovéfime, Ze jsou
splnény podminky pro totilni chromatické Cislo a diikaz je podan.
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Casto studovanymi charakteristikami kone&ného grafu ¢ jsou &isla f(%) a B,(%)
jejichZ definice nyni pfipomeneme. Necht U, je mnoZina nékterych uzli grafu ¥
takova, Ze pro Z4dné x e U,, y € U, neexistuje hrana xy; pak U, se nazyva (uzlové)
nezdvisld mnoZina. Maximalni ze vSech U, necht je oznagena U ,,(%). Nyni poloZime

2 [Unax(9)] = B(¥)

a polet viech U,,.(%), pro n& plati (2), oznagime p(%). V anglické literatute se f(%)
Zasto nazyva (vertex) independence number. Podobné& necht H, je mnoZina n&kterych
hran z ¢ takova, Ze pro ?adné h e H,, k € H, nemaji h, k spoleény uzel. Rikame,
Ze H, je (hranové) nezdvisld a maximalni ze viech H, oznadime H . (%). Klademe

(3) |Hauax(9)] = B1(%)

a potet viech H,, (%) spliiujicich (3) oznadme p,(¥%). Cislo (%) byva nazyvano
(edge) independence number (viz téZ [1], str. 145).

Véta 5. Plati
a) B(2,) = [3(n + 1)]; pro n liché je p(2,) = 1, pro n sudé je p(2,) = 2.
b) B(2,) = [4n]; pro n liché je p,(2,) = 2"~ V/%, pro n sudé je p,(2,) = 1.¥)

Dukaz. a) Nejprve k Cislu (2,). Pro n = 2 a 3 je vztah zfejmy. Necht n = 4
a necht tvrzeni plati pro indexy 2, 3, ..., n — 2. Kdyby bylo

f2,) > [" . 1—],

pak (pti oznadeni uzld jako v dikaze véty 4) vytvotme 2,_, = D — {u,, u,_,}.
ProtoZe z u,, u,—, nejvyse jeden miZe patfit do U,,.,(2,), bylo by téZ

B(D,) > [" B 1],

co? je spor. Ze plati rovnost, o tom se presvéd¢ime, kdyZ Umax(9 \2) doplnime
prvkem u,_,.

Nyni ukdZeme, Ze pfi n = 4 uzel u,_, musi patfit do kazdého Umax(gn)- Predpokla-
dejme opak. Pak ze vztahu u, € U,n.(2,) by plynulo U,.(2,) = {u,,}, coZ neni

moZné. Tedy mame diisledek
n+1
ﬂ(@n—z) = [ 2 ]

*) Srovnej téz dusledek 1 v préci [7].

a to je spor.
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Obratme se nyni k hodnotdm p(2,). Pro n = 2 a 3 je tvrzeni zfejmé. Necht n = 4
a necht n je liché. Dejme tomu, Ze je to nejmensi liché &islo té vlastnosti, Ze p(@,,) > 1.
ProtoZe u,_, patfi do kaZdého U,.(2,), je téZ p(@, — {u,, u,-,}) > 1 (spor).
Podobné pro n sudé.

b) Zase nejprve k &islu B4(2,). Pripady n = 2 a 3 jsou zfejmé a nechf tedy n 2 4.
Nechf tvrzeni plati pro 2,3, ..., n — 2 a necht

B2, > [—;]

ProtoZe nejvyse jedna ze hran incidentnich s u, miZe patfit do Hme(Z,), bylo by
pak téz

PPy — (it 1y 1)) > [ = 2],

2
coZ je spor. Rovnost ve vzorci pro f,(2,) ovétime tim, Ze H,o(Ps — {4 t4n-1}) do-

plnime hranou u,u,_,.
Je vidét, Ze pfi n = 4 jedna hrana incidentni s u, patfi do Hme(Z»). Kdyby Zadna

tam nepatfila, bylo by
n
.Bl(gn—-z) = [5]’
coZ neni mozné.

Studujme nyni p,(2,). Pron = 2 a 3 je véc ziejma. Pfedpokladejme n = 4, n liché
a necht tvrzeni plati pro 2, 3, ..., n — 2. KaZda mnoZina H,., (2,) se d4 dvéma
zplisoby vytvofit z H (2, — {ty» u,—,}) tim, Ze pfidime jednu hranu: Bud pfi-
dame wu,u,_, nebo u;u, kde u; je ten uzel z 2, — {u,, u,_1}, jenZ neinciduje se
7adnou hranou lezici v H,(2, — {ty, u,—}). Je tedy

4(2,) = 2p(2,-,) = 20" V/2,

Je-li n sudé (n = 4), jedinou H,\(2,) dostaneme, doplnime-li jedinou H,,,.(2, —
— {u,, u,,}) hranou u,, u,_,. Dikaz je podan.

NeZ opustime problematiku perfektnich a kvaziperfektnich grafl, jesté nékolik
poznamek. Graf 9@, (pro n = 2) ma pravé dva automorfismy: identicky a dale ten,
jenZ vyznaéné uzly u, v grafu 9, pfevadi jeden ve druhy a ostatni zachovava. To je
snadny diisledek véty 1 z prace [7]. Pfeneseme-li viak definici kvaziperfektniho grafu
i na grafy nekone&né, snadno sestrojime v této tfid€ souvisly graf majici jediny auto-
morfismus (identicky). Dalsi nase poznamka se tyk4 multigrafii. Omezime se na ko-
nedné neorientované multigrafy bez smy&ek, v nichZ kazdé dva uzly jsou propojeny
nejvySe dvéma hranami. Pfeneseme-li sem pojem perfektnosti, je snadno vidét, Ze
pfi n = 3 tu vZdy existuje souvisly perfektni multigraf na n uzlech. Pfi n = 4 neni
jeho struktura uréena jednoznaéng.
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Perfektni a kvaziperfektni grafy nas mohou inspirovat ke studiu pfibuznych otazek.
Definici kvaziperfektniho grafu miZeme. totiZ modifikovat napf. tak, aby v grafu
byly tfi vyzna&né uzly majici stejny stupeii a ostatni stupné& aby byly riizné (viz praci
[3]%)). Jesté v jiné ‘variant& miZe podet poZadovanych vyznaénych uzli byt oviem
i v&tSi neZ tfi. Pfirozené nds miiZe napadnout i otazka, jaké vlastnosti maji grafy
se dvéma pary vyznadnych uzli atd. Nadhozené otazky se daji studovat uZitim znamé
Havlovy véty [6], jeZ &asto v literatufe byva omylem pfipisovana S. L. HAkiMiMU [5].
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Summary
ON PERFECT AND QUASIPERFECT GRAPHS

Jiki SEDLACEK, Praha

A finite graph is said to be quasiperfect if it contains exactly two vertices of the
same degree. M. Behzad and G. Chartrand [2] showed that for each n > 2 there is
exactly one connected quasiperfect graph 2, on n vertices. If x is a real number,
then [x] denotes the greatest integer m such that m < x; further {x} = —[ —x].
Let k(2,) be the number of all trees spanning the graph 9,. A graph ¢ on n vertices
is called tree-complete if for every tree I, on n vertices there is a tree J , spanning

*) Doplnéno v korektuie 4. 12. 1974 C.—G. d’AMBLY publikoval mezitim prici o grafech
s pravé tfemi vyzna¢nymi uzly [Publ. Math. Debrecen 21 (1974), 15—29].
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the graph ¢ such that 7, and 7, are isomorphic. Let f,(z) be the chromatic poly-
nomial of 9,. Let x1(2,) and x,(2,) be the edge chromatic number of 2, and the
total chromatic number of 9, respectively. Finally let 8(2,), 1(2,), p(2,) and p,(2,)
be the vertex independence number, the edge independence number, the number
of all maximal independent vertex sets and the number of all maximal independent
edge sets respectively.

Theorem 1.
_ (=1
k(2,) o

Theorem 2. The graph 2, is tree-complete.

Theorem 3.
n\[7/21- (= 1)/21 [(n— 1)/21
fnz=z(z——) I (- iy
2 i=1
Theorem 4.
a) XI(gn) =n-1;
b) Xz(gz) =3, XZ(@n) =n for nx=3.
Theorem 5.

a) p(@,) = [n ;r 1]; p2,) =1
if n is odd and p(2,) = 2 if n is even.
b) B:(2,) = [—g], pi(2,) = 20112

if n is odd and py(2,) = 1 if n is even.*)

*) See also [7], Corollary 1.
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