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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU PRO NEKONECNY
KLIN, II

JINDRICH NECAS, Praha

(Doslo dne 12. gervna 1957) DT:517.516

Tato druhé ¢ést price navazuje pfimo na &dst pfedchozi.*) Hlavnim
thematem této éasti jsou vlastnosti feSeni biharmonického problému na
nekonedném konvexnim klinu. Zv1a$t& jsou zde studovany vlastnosti
feSeni v blizkosti hranice.

4. Vlastnosti FeSeni

V tomto oddilu se budeme zabyvat vlastnostmi feSeni biharmonického pro-
blému v blizkosti hranice. Bude nés v prvé fadé zajimat chovani ¥eSeni v bliz-
kosti hranice, piislu§né obecnym okrajovym podminkdm, jakoz i jeho chovani
v tom ptipads, kdyz okrajové hodnoty budou mit specidlni vlastnosti (spo-
jitost atp.). Zvla&tni pozornosti podrobime chovéni feSeni ve vrcholu klinu a
v nekoneénu.

Pomocnym aparatem pfi FeSeni vyse nastinénych otdzek bude FeSeni special-
nfho biharmonického problému pro polorovinu. Vzhledem k zisadni odlidnosti
nafeho pojiméani biharmonického problému pro polorovinu od jeho definice
v [5] poddme v tomto oddilu jeho kratky rozbor.

Definice 7. Bud redlnd funkce f(x) riznd od nuly nejvyde pro 0 < e < r < %,

1 .

absolutné spojitd. Necht [[f (r)]? dr < co. Bud ddle g(r) redind funkce riznd od
) El

nuly nejoyde pro 0 < e = r = % a takovd, Ze [[g(r)]? dr < co.

Specidlnim biharmonickym problémem pro polorovinu budeme naziyjvat wlohu
stamovit takovou redlnou funkci, Ze pro ni plati:

1. u(r, ) pro 0 <r < o, |O| < % , md Ey¥i spojité derivace,

2. u(r, ©) je biharmonickd funkce,
*) Viz str. 257— 286 tohoto roéniku Casopisu.
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5. lim [[f0) — ulr, O)F r#dr =0, lm [Talr O)Fredr=0; (o

@_>7 6——>——E
g 2 . 7 au 2
lim f[f(r)—— 9)] dr=0, Ilim f[g (r, 0)] dr =0; (b)
37 P 1
lim f[g(f) 3@( @)] =0,
6—->+—o
(c)
@hn';l“fl:l ?’g(r 0] dr =0;

4. ke kagdému 0 < ¢ < %— existuje konstanta M (@) tak, %e pro 0 < r < oo

plati
1 ou

l@létp:lg—ﬂéﬂf@?), — 35| =M@ .

Viéta 14. Existuje fefent specidlniho biharmonického problému pro polorovinu,
definovaného v definici 7.

Dikaz véty 14 je zaloZen na stejné myslence jako dikaz véty 10. Predné je
ziejmé, Ze f(r), f'(r), g(r) € b, kde u < » jsou libovolnd, koneénd, redlns &isla.
Odtud plyne, Ze

F(n)eH,, nF(n)eH,, Gr+1l)eH,

Polome nyni v (26) w ==, Fy(n)=F(n), Fu®) =0, Gun + 1) =
=0G(n + 1), Gy(n + 1) =0.

Dostaneme:
(n+2)sin[n( )]—}—nsin[n(%—}—@)—{—.?@]
Un, 0) = — 2sin (n + L)z Fn) —
cosn(g—{—@) +cos[ ( +@) +2@]
2sin(n + 1) = G+ 1) (48)

Z (48) plyne, Ze zvolime-li — 2 < u < » < 0, potom
dU
dée
Nyni zcela stejnym zpasobem jako jsme to udinili pti dikaze véty 10, ukdZeme,
ze plati bod 1 a 2 definice 7. Aby byla zarudena platnost bodu 3 definice 7,

Umn,0), —nUn,0), (n, ©)e H,,

400



budte x a v zvoleny takto: —2 <u< — 1< —3} < v < 0. Dostdvame tak

lim f[f(r — u(r, @) re-1dr =0,

o3’

kdyz

ve s>, lim [ [u(r, ) r*e1dr = 0.

O—— 12!-
Zvolime-li nyni x = — }, dostaneme bod (a) definice 7. Podobné je
2
lim f[ r)——— (7, @)] r2etldr = 0,
hm f[a (7, @)] retldr = 0.

Zvolime-li opét © = — %, dostdvdme bod (b) definice 7. Stejné dostaneme
bod (c). Dikaz bodu 4 definice 7 probihé stejné jako dikaz bodu 5 definice 5
pii dikazu véty 10; stadi zvolit za x = — 1.

O feSeni specidlniho problému pro polorovinu dokéZeme nyni

Vé&tu 15. Necht u(r, @) = u(x, y) je Feent specidlniho problému pro poloroviny
{(x = r cos O, y = rsin O). Potom plati:

b

1. lim [u(z,y) — f(¥)PPdy = 0, 4133 f [% (= 9) — f’(y)] dy =

hm f [ (2, y) +g(y)] =0,

jeli 0 <a=<b< .
2. lim w(z, y) = f(y,); pro skoro vSecka y,e (0, o) takovd, v nichZ f(s) a
0 ’

' Y—y,>0
3

h(s) = [g(t) dt maji koneénou derivact, je

ou o e OU _ N p
m (5 y) =), m 26 = — o). Y
Y—=>Vo Y=Y, )
pokud %1 < k, kde k je libovolnd ale pevnd konstanta (z?ostdvdme tzv. dhlové pro-
dlouzent).

1) Funkei g(s) zm&time po pfipad® na mnoZing miry nula tak, aby k’(s) = g(s).
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. ou , . ou _
3. lim =2 (@ y) = F), m 22 (@ 9) = —g),
Y—>Y, Y—>Y,
je-li bod y, > 0 bodem spojitosti f'(y) @ g(y).

Dikaz. Melliniiv obraz naSeho ¥eSeni je ddn vyrazem (48). Origindl vyrazu
(48) vyjadiime vzorcem (42) ponékud upravenym: Klademe

G(’I‘, @) = %[Gl(r, @’ TL’) + Gz("’, @s n)] s
H(r, 0) = 3[Gs(r, 0,7) + Gy(r, 0, 7)] .

Dostaneme tak

G(’I‘, @) =
. z+ico (n+2)sinn(%+@)+nsin [n(%Z~ +@) - 2@]
=" om f 2sin(n £ D)= rmdn,
. Z~2m (49)
#Hi® cosm (g— + @) -+ cos [n (1 + 0) + 2@]
H(r, 0) = — L — 2 r-n dn
’ 270 2sin(n + 1) = ’

kde — 2 < ® < 0. Tyto integraly vypoéitame podle residuové véty. Uvaime
nejdfive » < 1. Oznadme C,, kladné orientované obvody obdélnika D, defino-
vanych takto:

neDy<=>—k—31<Ren<—1, —k<Imn<k.
Protoze je r << 1 a plati odhady typu (28), dostavame
. Z+100
1 1
m— 5 | = 2w f
Ci Z—%00

pro oba integraly (49). Jednoduché pdly integrandi jsou v bodech — 2, —3, ...
Nap¥. pro druhy integral z (49) tak dostdvame

Hr, ©) = 2_1-2 k[cosk(%+@)+eos(k(%+@)—2@)],

o<r<1,/0/<Z-

Po selteni téchto ¥ad a po pfevodu na kartézské soufadnice x = r cos O,
y = rsin @ dostavame

r 1 2 23
G(?’@)?=?€<x2+<y—s>2>2’

7 1 x?
H(?"’)—‘;mz-
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Vzorec (42) bude mit tento jednoduchy tvar:

1 z?
u(r, ) = u(z, y) = f(aﬂ S f(s) ds — ~ fm g(s )552)
kde f(s) = g(s) = 0 pro s =< 0.
Vypotitame nyni Fourier-Planchereliv obraz funkce u(z, y) vzhledem k pro-

ménné y. Budeme se opirat o tuto zndmou vétu z teorie Fourier-Plancherelovy
transformace:

Lemma 3. Necht f,(), f,(x) @ Fi(y) Fyy) e L}(— 0, o). Potom také

5= ffl(x—é)-fg(é) ate IN(—, ) a F(y) = Fy(y) Fily)

(Viz [6], str. 439 an.)
Napt. pomoci residuové véty snadno dostaneme

e}

9 3]‘ e-iny dy /e-"“[l—}—mc] pro n> 0,
e (2 + )2 \e"“[l nx] pro n<O0,

T
-
©

1, e—iny / — xe-n® pro n>0,
— — 2 JEE— dy =
7 (2% + ) N — xene pro n<0.

-~

Oznadme v tomto piipadé

ff(s) e~ ds = F(n), fg(s e~ins ds = G(n) , fwu(x, y)emvdy = Uz, n) .

Dostaneme tak podle lemmatu 3

Uz, n) = e~ 1"*[1 4 |n| 2] F(n) — ze~ " G(n) pro- z>0.
v prostoru L*(— 0, o0) je hm U(z, n) = F(n). To podle véty 3 dokazuje, Ze
hm f [u(z, y) — fly))Pdy = 0. Podobne lze dokézat i ostatni vztahy 1z véty 15.

Dokazme nyni bod 3 v&ty 15. Posutime poditek soustavy soutadnic do bodu
spojitosti [0, ¥o] (tak to ud&ldme i v dal§im). Jednoduchymi vypolty dostaneme
z (52)

«©

ou == | __ & Py —s
oy Y “_!(x2+<y LR fxwr(y a1 4

(53)
Vi 2(0
u(x y) = _2 f__i(-'_q__s_)__f(s)ds_

o

7 (@ + (y — s

s f = ‘:(_y(?‘/— —8)3)2)2 g(s)ds. (54)
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Bud nyni ¢ kladné, libovolné malé é&slo. K tomuto éislu e existuje &islo 6 > 0
tak, Ze

ls] <8=1[f(&) = O] <e, gls) —g(0)] <e.

Zkoumejme nejd¥ive rovnici (53). Je
-

ou 2 s ,
a—y(x,y)———;f(xz—_}_—(_——s)z)—z(f(s)—f(o))ds-k

fw+w—wf@“+

2 8 v
*"Eaf(xw(y—)) e =ronds f(x2+<y—s))(”s)
—FO)ds +
2y — s y —9) _
Nk f<x2+(y—s)2)2(” st g f(x“r(y @+ —srp ¥
— 9(O) ds +

Py —9 22y — $) _ _
T f @raoagp etz f @ g — oy ) — 90D A o

Nechf nynf z — 0 a y — 0. Prvm druhy, paty a Sesty integral z (55) konver—
guji k nule. ProtoZe

2 a3 2 r
n J @+ (y— PP El 8)2)2 9(0)ds =0,

ds = ¢,

6 .
[@—(—)z)—z(f(s)—f(O))ds <

2 f 3
£ J@ Ay — )

@ f
<£4' s ds = 2
) @+ee 0w
)

i f (z2+ s)z (9(8)—9(0).) ds

dostévéme: Pro dosti mal z a y je
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Uplns stejné dokazeme, Ze pro dosti mald z a y je

(w y)+g(0)l ( +1)e,

kdyZ vyuZijeme toho, Ze plati

z(y — 8)?
w f Era—ar =t

Tim je dikaz bodu 3 dokonden.

Abychom dokazali bod 2, vratme se k formuli (52). Upln¥ stejné, jako jsme
dokazali bod 3, se ukéZe, Ze

0

2 a3 B
in? [ G a0 @ = 0.

y—0 )
1 2% g(s) o T
Dale je ziejms l@lﬂ - f Z Ty — o ds = 0, protoze 7Ty — =1

-0 -

Bud nyni A(s) = [g(t) df. Rovnici (52) mlizeme dat tento tvar:

2 2 2 J 2%y — 8) .
won=2 [ arg—roa+? [ G mre e,
B , B ~(56)

Derivujeme-li (56), dostaneme

o]

a—g(x,y)=——8—f(——zw—_i)-—f(s)ds+%f@——3§—2-(-y——;)%h(s)ds,

oy n J @+ (Y — sy @+ (¥ (57)
3u 9 — x* 4 323y —
= @Y= T 8)2)3 f( s)ds +
4 [ 2(y—sP—2(y—3)
e f @+ w—op e (58)

—©

Nechf v bodé nula mé f(s) a &(s) koneénou derivaci. Zvolme ¢ kladné, libovolnd
malé ¢islo. Existuje potom &islo § kladné takové, Ze

ls| < 8= f(s) = F(0) 4+ F'(0) s + (s) . s,
h(s) = h(0) +g(0) s +5(s) s,
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Pii demi |e(s)| < &, [¢(s)] < e. Prepi¥me (57) do tvaru

) = — = f et (1) — HO) — £1(0) 9 ds —
w3(y _y —
-2 f et (1) — 10) — £(0) ) ds

_3 f B9 (0) + 7/(0) s) ds —
- — S

@+

8 @t — 32y — a0 —
—7; f x2+(y 8)2)3 6)8d8+ f (x2+(y_s)2)3 ( (8) ()

-3

2t — 32%(y — )2

—9(0)s)ds + — f T @—oF (h(s) — A(0) — g(0) s) ds +

@

2 [ a*— 32y — s)* ds
+ n f (2% + (y — 8)2)3 (R(0) + g(0) 8) ds +

[4
2 x* — 323y — 8)?
Tz ) @ ey

-

$&(s) ds. (59)

Necht nyni 2 — 0, y — 0. Prvni, druhy, péty a Sesty integral z (59) konverguji
knule. Déle je

2y — 9) _ f PY=8) o1,
3 f<x2+ G L=0 @+ y—ap

2 x‘ — 3x2(y — 8)?
7 J @+ (y—epe

- 0

stds=0, =12,

Protoze platf

]
8 2y — 3) 16[]’ r3s?
l‘?,,fm“@ds <twl) mrep T

]t
+ x2+32)3 ¢ 1+nK ’




é ©

2 4 — 3ty — s)2 . 4 x%s
gaf v <ed| [itpay
0

@+ G — o
; wy| x2s? f a2lyls? 4
+f(x2+82)3d8+3f(—————"x2+82)3d3+30 md&' gﬁ ;-'—K y
0 0

dostdvame

Z@y)f<ﬂ<eﬁ+§yL+m

pro dostateéné malé z a y.
Uplng stejné dokiZeme, Ze lim —ZB (x, ¥) = — ¢(0), pokud je EA
z0 OF z

y—0

‘gk.Tﬁn

je véta 15 dokdzana.
Zkoumejme nynf vlastnosti feSeni biharmonického problému pro klin, jestlize

hi(r) = gu(r) = 0.
Véta 16. Necht u(r, @) € B a necht f,(r) = g,(r) = 0, 0 < r < oo. Potom exis-
tuje &islo ¢ kladné a funkce w*(r, @) definovand pro 0 < r < ©, — % <0<

<‘f’7+a<%, takovd, Ze je w*(r, ©) = u(r, O) pro 0 < r < 0, |@|<%,
a ddle u (7’2)'— P (r,z)—r %0 =0au r,19—”}-2 v(r,9) e
Pii tom je 0 <r < oo, |8 <‘-;’- +3 a v(r, ©) prislusi stejné konstanity v, 8.

Dikaz. Bez Gjmy obecnosti miizeme pfedpokléddat, Ze f5(r) = g,(r) = 0 pro
r = 2. Okrajové podminky pro & = — 502— miiZeme totiZ rozdslit tak, jako jsme
to udinili ve vété§ 10, tj. psdt

falr) = far(r) + faa(r) s galr) = gaa(r) + gae(r) -
Vzhledem k unicité pak plati: u(r, @) = uy(r, @) + u,(r, ©). (Oznageni viz
v dikaze véty 10.) Ve vzorci (26) polozme
Fum) =0, Gun+1)=0, Fyun)=Fyn),
Gu(n + 1) = Gy(n + 1) .

Po tpravé pak z (26) dostaneme
U(n, ) = Zy(n, ) Fy(n) + Z,(n, 0) Gy(n + 1) .
Vypottem analogickym jako pi ditkazu bodu (b) véty 10 dostaneme pro |y =1
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[n Zi(n, ©)] < M(z)|y]® e-lvl (m—\% ~9I)

2

b

\di@ Zy(n, O) \ = M(x)lyls e—l”l (w—[? _Ql)

@e<0 ———{—£> i=1,2,
piti Sem¥ za ¢ mizeme zvolit kazdé dislo mendi nez w a = — % . Nyni miZeme
jiz k dokondeni diikazu véty 16 uzit mechanismu z diikazu véty 10. Podotknéme

Jen Ze odhady 5 definice 5 plati v tomto piipadé pro — — < —@p=06=
+ €.

Podobneho obsahu jako véta 16 je

Véta 17. Bud u(r, @) € B a necht fy(r) = go(r) = 0 pro 0 < r < 00 a f,(r) =
=gr)=0po0<a=r=<b< . Potom

. 1 ou
'11_12 u(r, O) = fi]flo ——(r 0) = }1_510 75@(7,@)=0,
e_>fz’_ 9-»-— 9_.%

je-li g € (a, ).
Dikaz. Biharmonickou funkei u(r, @) napiSme ve tvaru (42). Provedme
nyni bliz&f zkoumdani vlastnosti funkel G {r,0,0),1=1,2,3,4,k=0,1,

por+1a6—>-+ 5. Zkoumejme napi. nejdfive funkeci Gy(r, O, w), kdyz

6 > 3’2_ V integralu (38) provedme substituci » + 1 = m. Protoze integrand

I(n, ©®) mé tu vlastnost, Ze je I(n, @) = I(n, ©), dostadvame

A
Gy(r, 0, @) = Re T msin w + smmw dy ,

= (m + 1)sin (m + l)a-;— éos(m——l)@—(m— 1) sin (m — 1)(—;—cos(m+1) o,
kde 2’ +iy=m,z + 1= x’. Polozme nyni
-3 [(m+1)%+ (m—l)@] -3 [(m—l)% + (m+1)9]

Ay(m, ) = (m + D)5 © —m—1 e

Bl(m,@)=(m+1)sin(m+1)-;icos(m—l)@~(m—1)sin(m—-1)%.
.cos (m+1)6O.
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Pro og@<-‘;—’, 0<r< o bud
<]

Pl f A,(m, O) e-vor-iv dy ,

0

2 1
Sl(r: @, xl) = Re

, 1-2" " B(m, O) — A,(m, O)

.R > @ = r 1 1 -

i(r: 6, #') = Re — f msn o + sinmo dy +

+Re~ f 4,(m, 6) 1 _ L |way
7T ne m sin o -~ sin mw 7 ’

S — e-—imm

Ztejmé je Gy(r, O, w) = S,(r, 0, ') + R,(r, O, «’). Dale plati pro k = 0, 1

d® Bl(m7 @) _ Al(m’ @)

W

-
_— a : = M) y*tle 2
d®* msinw +sinmw | = @)y ’

kde0 <0 < —;)— , ¥y =1 a m(x') je konstanta zavisla pouze na 2’. Vzhledem

k tomu, Ze plati

1 1 =
: . — = = ') ye— e
m sin @ - sin mw ? = M)y

2

e—imm

proy = 1 (m(x') je opét konstanta zdvisld pouze na z'), je prok = 0, 1

dx 1 1 —
46+ 4y(m, 0) msin w + sin meo L om = M) yrrrere .
5 ¢
Dale plati

B, (m, —623) =msinw +sinmow, 4, (m, %) = % g—tom

a odtud plyne lim R,(r, 0, 2') = 0. Zrovna tak vypotteme, Ze

@—»-2—

lim -2 Ryr, 0, ) = lim 2 Ryr,0,2') =0
Inw_é'@ l(rs ,.’.E)— lﬂié; 1(7‘, :x)_‘ .
-7 -5

Vyraz 8,(r, 0, ') miZeme bez obtiz{ vyéislit. Pfesvédéime se tak, Ze pror = 1
je

. . 0 . 0
Gh_fnﬂ Sy(r, O, x) = G)]m}” 6 8,(r, 0, x) = é)]111:0 P Sy(r, 0,2) = 0.
3 -5 -5

- 409



Bez obti3i dostaneme také tyto odhady:

& 2 ) N
‘E%Rl(r:@’x') éM(x’)y-n, ‘g;Rl(r’Q:x) g'M(x)r ‘;
3 ¥ rs L -
%;Sl(fye,x’)‘éﬂ(x’,a)r-‘”, k=01, 1561("'9"';) 53!(9:)1-(-;91;
8

pokudrnone{l —e 1488056 < -c-;- . Bud tedy nyni rq € {a, b). Pak platf

fGI(-g-Q,w)zl—sfl{s)ds=f.--+fo--v (60)
[ H] ] -3

Uva#me nap¥klad prvnf integrsl z (60). Budre (o, ), kdea -2 a’ < ¥’ <b,
Je%>%=l+e’, kde ¢ > 0. Z odhadd (59) pro 0 < v < 4(w) —1
dostévéime

6

oG, { r 1
1'3'@& (’"', 6, w) 23 f1(8)

< M(z)rem [ful8)] 6774

] Q: OJ) ';;fl(s)

o] =

. < U(D) e |ho)] 2,

< M(z) r=r-t [fyfe)| o7t

o 1
i*a:*(%’@ o) 1)

Odtud dostdvime jiZ snadoo

. 1
hn::ofGl(%,Q,w)%h(a)dsmO
8»4-?0

& podobné pro prvni derivaci podle r a &,
Upln¥ stejng Ize ukézat, %e tyték viastnosti mé také integral

e ({,%, 0, m)gms) de,
3

a naprosto analogicky miiZeme postupovat i pfi posuzovin{ ostatnich integ-
réali z (42). Tim je dikaz v8ty 17 proveden.
Z vdt 14, 15, 16, 17 plyne snadno

V&ta 18. Necht je u(r, ©) e B a necht pfisludl funkeim f.(r), gir), § = 1, 2%
Jeli 0 < a5 b < oo, potom plait:

] b
H
1. lim f[u(x, ¥} — hy)Pdy =0, lim f[%;—" (2, y) — f{(y)] dy = 0,

k=0 a R Y
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12

. an 2
lim [;‘; @, ¥) + gl(y)] dy=0,
x>0

@0 a

kde kartézské soufadm'ce %, Y jsou zavedeny tak, z’e o0sa y > 0 je totoznd s ramenem

klinu © = — . Je-li toto¥nd 8 ramenem @ = — — pak plati
b b ’
2
lim f[u(:r y) — fo()PFdy =0, lim f[ 7 (@, y) — f2(y ):l =0,
20 T-»0
z2<0 a z20 a

b

‘U :
lim f (—; (r, y) — 92(.7/)} dy =0.
-0 A..("lb

20 a

2. Ddle plati: lim w(r, ©) == fla(TO) a pro skoro vdechna r, € (6, ) takovd, Ze
€) o ofe (:,

repry>0
P

ha [ g1(s) ds majt koneénou derivaci, a je
2 1

®l g

lim 20, 0) = firo), lim 25 0,0) = L)
qu I¢ 9_’1:43_ 2

"-*"o Tty

Pfi tom body [r, ©] lefi v libovolném, ale pevném trojiihelniku A tak,%e A C K a
AR = [rn, -f (-}] . Funkce g.l’(r) js0u pripadné zménéné na mnoziné miry nula tak,
aby [ {' gy (8) ds) = gé(r) platilo tam, kde derivace je koneind.

3. Je-li bod ry > 0 bodem spojitosti funkei f{(r) @ g%(r), potom

. u . 1

lim T (r, ®) = fi(ro) , lim —

6—»;};.’;- —»:}; 5
T~>Ty ‘D'---»"°

Dikaz. Bud <a, by uvaZovany interval. Stadf, kdy% dokdZeme vlastnosti
2a3 pro 7o € (@, b) vzhledem k tomu, %e za a, b jsme mohli zvolit libovolna &isla
0<a:"b< co. Zfejmd bez Gjmy obecnosti stadi, kdyz budeme zkoumat

F 760 = L0000

pHpa,d @ — .,' .

Budte nyni funkee f;,(r), f,5(r) absolutnd spojité a g,,(r), g,,(r) takové, e

folr) = fu(r) + fia(r) s 91(r) = gua(r) + g1a(r) ;
pak existujf konstanty 0 <2 @’ < a £ b < b’ < o takové, Ze

fiao(r) = 0, 7 none(a’,b’), gm( )=0, rnone(a,d),
f [fia(r)dr < o0, f [g1a(r)]2dr < 0.
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Podle (42) plati

u(r, 0) = u,(r, ) + uy(r, O) + uy(r, O) .
Zde funkce u,(r, @) je definovéna formuli (42), dosadime-li za fi(r) i za g,(r)
nulu, funkce u,(r, ®) formuli (42), kdyz dosadime za fy(r) i za ¢2() nulu a za
fa(r) resp. ¢,(r) funkei f,,(r) resp. ¢1;(r); posléze funkce u,(r, @) je definovina
formuli (42), kdyZ za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(7) resp. g,(r) funkei
f12(7) Tesp. 915(7). Podle véty 16 je funkee u, (r, ©) (a jeji derivace) spojité prodlu-

ziteln4 na rameno klinu @ = —a; a plati

-

g_l_a_%_ll_rw_au @) _ o
W\ ) =7e\"2) T \"2 T

Pror > 0 a podle véty 17 je u,(r, @) (a jeji prvé derivace) spojité prodluZitelns
k nule pro r, € (a’, b").
Zavedme nyni kartézské soufadnice, tak aby osa y > 0 byla totoZné s ra-

menem klinu @ = —C;— Dosadme do (52) za f(s) funkei f,,(s) a za g(s) funkei

912(8). Takto ziskanou funkei nazveme u,(r, ®). Déle od funkce u,(r, @) odedte-
me funkei us(r, @), kterou ziskdme, kdy% v (42) za f,(s) i za g,(s) dosadime nulu,
s () Y. 1 ou, w
za. fy(s) polozime u, (s, — -2—) a za ¢,(8) polozime — — 70 (s, — 3) Vzhledem

k unicité a k tomu, Ze u,(r, ©) € B, plati
ua(”, @) = u4(r, @) - u5(r3 0) .

Opét podle véty 16 m4a funkce u;(r, @) na hornim rameni klinu tytéz vlastnosti
jako funkce u,(r, ©). Funkce u,(r, @) m4 viak vlastnosti dané vétou 15. To jsou
v8ak prave vlastnosti poZadované vétou 18. Tim je dikaz proveden.

Nyni se budeme pongkud bliZeji zabyvat chovanim ¥eSeni ve vrcholu ne-
koneéného klinu. V prvé fadé provedeme bliz§i analysu vztahu mezi konstan-
tami u, v ay, § a pak vyslovime nékteré postadujici podminky pro to, aby prvni
derivace fefeni byly spojité prodluzitelné i ve vrcholu klinu.

Véta 19. Necht u < 0. (Viz definice 5.) Potom nutnd a postatujici podminka
pro to, aby u = y, je: Funkce f(s) jsou absolutné spojité v intervalu {0, ©) a je
f(0) = f2(0) = 0.

Podobné plati: Nechl v > 0. Potom nutnd a postaiujict podminka pro to, aby
v = 4§, je: Funkce f,(s) jsou absolutné spojité v intervalu <0, 0> a je f;(0) =
= f,(00) = O (to znamend, Ze lim f,(r) = lim f,(r) = 0).

Dikaz. Zabyvejme se napf. prvnf ¢asti véty 19. Shodné s dikazem véty 10
pisme f1(7) = f11(r) + f1o(r) atd. Zkoumejme nyni formuli (26), coz je-obraz
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1
funkce u,(r, ©). Misto F;(n) piSme podle (25) — ;21— f g fo(r)dr = — -
[}

.Hy(n + 1). Nyni plati, %e je u = v tehdy a jenom tehdy, jestlize U(n, 0) a
a—% U(n, ©) nemaji pély v bod& n = 0. JestliZe je totiZ tato podminka splnéna,
. d
potom na zéklad® odhad@ z dikazu véty (10) je U(n, @), nU(n, 0), R
.U(n, @) e H, , a odtud jiz plyne podobné jako pfi dikazu véty 10, Ze u = y.
(Viz oznadeni v diikaze véty 10.) Z formule (26) vyplyva, Ze to nastdva privé
tehdy, kdyz f fa(r)dr =0, i =1, 2, co je ekvivalentni s podminkou, Ze
0

funkce f;(s) jsou spojité v pocitku zprava a Ze je f1(0) = f,(0) = 0. Druhé &ast
véty 19 se dokaZe stejné a tim se ditkaz véty 19 dokond.

Chovani biharmonické funkce v rohu popisuje
Véta 20. Bud u(r, ©) ¢ B. Necht plati, Ze f(r) a [gi(s) ds maji v bodé nula
1
koneénou derivaci zprava £;(0) a g;(0). Necht ddle plati, Ze f,(0) = £4(0),

’ w .. W ’ w .
11(0) cos 3~ 9,(0) sin 5 = f2(0) cos Ol 9,(0) sin 3

w

F(0) sin 5 + g,(0) cos o = — £5(0) sin % — ¢,(0) cos % (61)

Predpoklddejme ddle, z':e
1 1
JTfir) — fi(0)2r2a+1dr < 0o, [[gu(r) — g:(O)I2 . 2+ dr < o0,
0 [

kde o« < — 1. Potom plati

. . ou )
limu(r, ) = £,(0), 0] <3, lm = (zy) =£(0),
r—0 z—0 0Y
y—0
. ou
l{fj)l 7 &Y =—a00).
y—0

Predpokldddme pti tom, Ze je [[g:(s) ds]’ = ¢;(0) pro r = 0 @ i = 1, 2. Body
1

[z, y] leZt v néjakém klinu K,, libovolném ale pevné zvoleném, obsazeném v nasem
klinu K, s vrcholovym vhlem 0 < ¢ < w a vrcholem ve vrcholu klinu K; osa y

kartézskych souradnic splyvd s ramenem klinu @ = % . (Amlogické vysledky

w
dostaneme pro rameno 6 = — —| .

4
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JestliZe jsou fi(r) a g,(r), i = 1, 2, spojité v bodé O a plati-li podminky (61),
potom

hmm P (r, @) = f%(O) , lim 7"5_@‘ (r,0) =+ g%(O) .
O— = - O—>= )
r—0 r—0

Dikaz. Najdeme nejdiive konstanty a, d, ¢ tak, aby funkce u(r, O) =
= a + br cos @ + crsin O sphiovala tyto podminky:

Em , 1 ou
ul(O: O) = fl(o) 3 -2 0 :t = .f1(0) ’ — (O :t :I: 91(0) .
2 T 3@ 3
Pak dostaneme pro konstanty a, b, ¢ tyto podminky:

a = f,(0), bcos—+cs1n _fl(O), bcos%—csin%:f;(O),

L@ O ) ® (62)

~bsm—2—+ccos—2-—~g1(0), bsmE—}—ccosE— — g,(0) .

Snadno se presvédéime, Ze pro systém (62) vzhledem k platnosti (61) je
splnéna Frobeniova podminka. Z¥ejmsg je u,(r, @) e B a funkciu(r, @) = u,(r, )
piislu$i konstanta y = «. Postadi, dokdZeme-li tvrzeni véty 20 pouze pro
O —~ % a 0L 0.

Funkei u(r, @) — u,(r,, @) rozdélme opét, podobné jako v ditkaze véty 18, na
nékolik séitanct. Podle (42) je

u(r, 0) — uy(r, 0) = Uo7, o) + Ug(, @) + uy(r, o),

kde u,(r, ©) dostaneme z 42, kdy% za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu, za f,(r)
resp. g,(r) dosadime fy(r) — f(0) — f5(0) 7 resp. gu(r) — g5(0). Funkei u,(r, ©)
dostaneme tak, Ze za f,(r) i za g4(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. ¢;(r) dosadime
F1a(r) resp. gyy(r) (viz oznadeni v dikaze v&ty 10). Funkei u,(r, @) dostaneme
posléze tak, Ze za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g,(r) dosadime
f11(r) resp. g,4(r). Nyni podle véty 19 a 16 je

tr, O)] £ Mr-=, | Z i, 6) ! < Mr-e-1,

ll 76 %, @)’<Mr—“ -1,
Pokud 0<7r=<1a0x0= %, a podle odhadl (59b) platnych pro « <
<z<-—1

1 0u3

lug(r, O)] = Mr-7, f%us(r, @)l < Mr-+1, (r 0) l < Mr—r-1,
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pokud 0 <r=<4,0=560 < 5;— . Dosadme nyni F,(n) resp. Gy;(n + 1) do (48)

za F(n) resp. G(n + 1). Z véty 19 plyne, ze F,,(n) a G(n + 1)e H,,, kde
v (6 <v < 0) je libovolné &islo. Formule (48) dava obraz funkce wus(r, ),
Us(n, $), pro néjz plati

Uyn, 8), —nUsn,9), dUs( 9

e H

{bez jmy obecnosti pedpoklddame, 7e — 2 < oc).
Funkce

2

uf, _ o
or \’ 2

1_6_1%7_60
e\ 2

coZ plyne z (48). Jestlize nyni oznadime u4(r, @) funkei, kterou dostaneme z (42),

ug(r, ¥) = us (r, o + % — _a_)_) = Ug(r, @) e B

mé tyto vlastnosti

S Mrel 0<r<sl,

gl s

< My-e-1,

kdyz za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g,(r) dosadime (r, — 2)

2
Tesp. — — 225 ( ) , Pak pro uy(r, ©) dostaneme podobné jako pro funkei
'“‘2(7”: @) .
lug(r, B)| = Mr—=", a”‘* (r, @)l < My-e*-1,

'1au6 {<Mr*“‘"1, 0<r=<1, 0<0=%.

Zde je o < a* < — 1. Vzhledem k unicitd plati u,(r, 0) = us(r, @) — u4(r, ).
Déle napi§me funkei u;(r, #) ve tvaru (52). Protoze funkee f;(r) — f,(0) —

— 7 {1(0) a [(g(s) — ¢(0)) ds maji v bod& nula derivaci rovnou nule, jsou splnény
1
podminky véty 15 pro funkee f(s) a g(s) z vzorce (52). Protoze je
u(r, 0) = uy(r, 0) 4 uy(r, O) + uy(r, O) 4 us(r, O) — uy(r, 6) ,

dostdvame odtud jiz tvrzeni véty 20.
Zivérecné poznamky
Poznamenejme na zavér, Ze s biharmonickym problémem pro nekoneény
klin je svazdno je§té mnoho zajimavych otdzek. Tak v praci [8] jsou funkce

fir) a gi(r) po astech spojité, o bodech nespojitosti je piedpokladano, Ze jsou
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prvého druhu a Ze jejich hromadnym bodem muZe byt pouze nekonedno.
Kroms toho se predpoklids, ze v pottku funkee f;(r) a g;(r) jsou O(r-+-1), kde
o < A4(w) — 1, a Ze v nekoneénu jsou O(r-4-1), kde 8 > — A,;(w) — 1. Defi-
nice biharmonického problému podand v [8] je klasickd. PoZaduje mimo jiné,

2’2
v okoli podatku O(r-7-1), kde — Aj(w) — 1 <y < 4;(w) — 1, a v okoli ne-
koneéna O(r--1), kde — 4;(w) — 1 < 6 < A;(w) + 1. Je dokdzana existence
a unicita takto definovaného problému.

Zajimavé je role Papkovitovych &isel a Papkovitovych funkei. Tiida fedeni
vySetfovand v tomto pojedndni obsahuje prvky, které maji bud omezeny
Dirichletiv integral, nebo jsou rozumnou limitou takovych prvki. Kdyby-
chom kladli konstanty y resp. é napf. do intervalu 4,(w) — 1, d5(w) — 1, kde
Ay(w) = Re p, (p, je dalsi Papkovitovo &islo s vét¥i redlnou &asti, neZ Re p,),
nebyla by vyse uvedena podminka s Dirichletovym integralem splnéna. Papko-
vidovy funkce (viz poznidmku uvedenou po dikaze unicity) nepatii do Zidné
definované t¥idy B. V préci [8] jsou tyto otdzky probirdny podrobnéji a dika-
zové metody jsou do velké miry zaloZeny pravé na vlastnostech Papkovi¢ovych
funkei.

Je zndmo, Ze na biharmonicky problém vedou tlohy rovinné elasticity.
Okrajové funkee f;(r), g:(r) udavaji vn&j$i zatiZeni (p¥i tzv. prvnim problému
rovinné elasticity). NaSe definice biharmonického problému zahrnuje v sobé
vét§inu prakticky dileZitych p¥ipadd, jako napt. vnéjsiho zatiZeni osamélym
biemenem na ramenech klinu nebo i ve vrcholu klinu, déle pak osamélymi bfe-
meny velikosti 1, které ptsobi v bodech r, =a + bk, kde a =0, b = 0,
k=1,2,... apod.

Pro biharmonickou funkei jistého typu definovanou na nekoneéném klinu se
d4 dokézat v jistém smyslu véta o maximu. Jeji znéni je toto:

aby prvni derivace feSeni u(r, @) byly stejnomérné vzhledem O ¢ (—— 2 w)

Véta 21. Bud funkce u(r, @) ¢ B a u, v ji pFislusejici &isla takovd, Ze plati:

1. — (o) — 1 < pu<v< (o) —1,

2. je-li v > 0, potom mecht f(0) = fy(0©) =0, je-lt u <0, potom mnecht
f1(0) = .fz(O) =0,

3. uF 0%y

Potom existuje konstanta M(u, v) (zdvisld pouze na p, v a nikoli na funkc:
u(r, O)) takovd, Ze plati

0

( 2 p22-1 . a_u e 27‘2“+1 dr
max [u('r, 0)] r 7, or (7‘, ) ’
0
0

it ~ra 2
L ou 2 +1d}SM<u,v){f[§?(r,ﬁ)]r%+ldr+
B[ [7% (7, 9)] rErhdr = y ar 2
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o

2 ~ 2
bl RS S e
(]

1 o : 22+1
+ 736\ ? 4 T

kde x je bud rovno u nebo V.
Dikaz. Stejné jako jsme to uéinili v dikaze véty 10, piSme

1ir) = fu(r) + fia(r) s 9u(r) = ga(r) +gaalr), 1=1,2.
Pifedpokladejme napt., Ze u < 0, v < 0. Rovnost

[ty mrar=—L [funma (63)
0 0

plati pro Re n > 0. ProtoZe f;,(0) =0, ¢ = 1, 2, plati, Ze funkce — 711,‘ ff‘.'l(r)

0
. dreH,; kde § je libovolné &islo vétsi neZ ». Odtud plyne, Ze f;; €h,y.
Rovnost (63) tedy plati pro 4 < Re n < 8. Rovnost

[rarmrar=~L [1imra (64
0 0
plati pro x < Ren < » < 0. Seétenim (63) a (64) dostaneme pro u < Ren <
<r<O
ffi(r) mldr = — —717 fﬂ(r) rmdr. (65)
] (1}

Dosadime-li (65) do (26) a uZijeme-li odhad# zlomkd a jejich derivaci podle &
z diikazu véty 10 a posléze Parcevalovy rovnosti 3 z véty 5, dostaneme tvrzeni
véty 21. Ostatni p¥pady bychom dokézali iplné stejné.

Zavérem uvedme hlavni myslenku, na niZ je zaloZeno ¥efeni biharmonic-
kého problému konvexniho mnohothelnika v [9]. Pro jednoduchost to ukdzeme
pro rovnostranny trojuhelnik.

Rozdélme strany tohoto trojihelnika body 4,, B,, C, postupn& na dv¥ stejné
&asti. Hledejme biharmonickou funkei u(z, y), kterd (zatim v bliZe nedefinova-
ném smyslu) nabyva na hranici trojihelnika hodnotu f(s) (s je délka oblouku
hranice) a jeji derivace podle normaly hodnotu g(s). Pokusme se funkei u(z, y)
vyjadiit jako soudet u (%, ¥) + ug, (T, ¥) + Ue (X, ¥), kde u 4,(x, y) je biharmo-

7 , .
nické funkee na klinu s vrcholem v 4, s vrcholovym thlem 3 ktery obsahuje
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nés trojihelnik. Podobny vyznam necht maji funkce wug,(®, ¥), %c, (%, ¥). Funkci
%4,(, ¥) (a podobné ostatni) vyjadfeme pomoci vzorce (42), kde viak v hornf
mezi integrdlu misto nekonedna pi¥me 4,4,. To znamend, Ze funkee f; (),
g:4(7r), 1 =1, 2, v tomto vzorei povazujeme za neznamé pro 0 < r < 4,4, a Ze:
jsou rovny nule pro r = A,4,. Vyjidifme-li okrajové podminky pro funkci
u(z, y) za tohoto pfedpokladu, dostaneme pro nezndmé funkee f. 4, 9:4, fin, Gips
fics Gics ¥ = 1,2, systém integralnich rovnic. Po bézné tipravé prevedeme tento-
systém na jednu integralni rovnici

F(s) — fF(a) K(s, 0) aoc = G(s) . (66):

b
Operétor [F (o) K(s, o) je totalné spojity v prostoru L,(a, b), kde g je jisté &islo-

> 2. Vzhledem k této vlastnosti plati pro rovnici (66) Fredholmova alterna-
tiva. ReSenim rovnice (66) dostaneme funkce f;4, g:4, a tim ¥eSen{ naseho pro-
blému.
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Pezome

PENIEHUE BUTAPMOHUYECKOW 3AJAUM [JIA
BECKOHEYHOTO KJIXHA

NHOPHKUX HEYAC (Jindtich Negas), IIpara
(ITocrynumno B pepakmmio 12/VI 1957 r.)

B mpepmaraemoii paore mpeciieXy¥oTcs KBe IIaBHEIE IENW: BO-TEPBHIX, KO-
Ka3aTh CYIIeCTBOBAHEE M eJMHCTBEHHOCTh PeUMeHHA OMrapMOHHYECKOU 3ajadn
I OeCKOHEYHOI'0 BHIYKJIOrO KJIMHA M, BO-BTOPHIX, MOKAa3aTh, KAK STOT pe-
3yNIBTAT MOKeT OHTh MCHOONB30BAH IPH pelleHnM: OMrapMOHUYECKOH 3afadd Ha
o0macTaAX, ABIAOIEXCSA NepeceYeHUeM TAKUX KIMHBEB, T. €. HA BHIIYKIHX
MHOTOYTOJIBHAKAX.

Bropocrenernoil nemsio 9T0H PaboTH MOKHO CYHTAaTh pa3padoTky mpeobpa-
30BaHUSA MennmHa B TOM ¢MEICTIe, YTOGE OHO GBLIO He TOJIBKO OPMAIbHEIM, HO
¥ CcaMOOBITHBEIM IPOCTHIM MHCTPYMEHTOM MJI pemeHdA NE(QepeHImaIbEHX
YpaBHEHUH ¢ YacTMYHBIME TPOM3BONHEIMA, W [ajlee KPaTKOe 3aMedaHWe IO
IOBOJY YHCIEHHOTO PeIIEHHA 3afaYd.

IToce BBemeHms o0Omero Xapaxkrepa B 9acTH 2, Ha3BaHHOH ,,BBemenme
CXOMUMOCTH B IPOCTPAHCTBE MEIIMHOBHIX 00pasoB’, JaeTca ompeleleHue
JIEHEHHOT0 NPOCTPAHCTBA MeJITMHOBEIX 06pa30oB H ,,, OpATEHANL A(r) KOTOPHX
XapaKTepPHU3YyIOTCA CIEAYIOMHAM CBOMCTBOM:

sup [ |A(r)pr=-tdr < co.
zepvy 0

B npocrpascrse H,, BBOAUTCA HOPMA TP HOMOIIA COOTHOINCHMA:

o]
|H|= sup [ [|H(z+ iy)rdyl.
ze(p,”) -
Hanee nmorasauo, uro H,, asnaerca mpocTpaHcTBoM Bamaxa. AmanmrmdecKme
¢yexoun H w3 H,, o61agaloT HEKOTODEIME HHTeDEeCHEHIMA CBOHCTBAME, KOTO-

pHle ICHOIB3YIoTCA B fanbEeimeM: lim H(z 4 4y) = 0 paBHOMEDHO, €CIIE TOIBKO
Y>> .
zelu - & v —ey, npudeMm & > 0 HOCTATOYHO MAau0, MHTETPAJBI

_fmlH(x + iy)[2 dy

PaBHOMEPHO CXORATCA AiA Z € {u, v>.

B wacrz 3, masBamHO# ,,Onpenenenue OmrapMoEmYecKoHd 3amadm Aas Gec-
KOHEYHOTO KIIAHA, CYMECTBOBAHAE PENMIEHUA M er0 eJUHCTBEHHOCTH' ', JaeTcd
TpeskAe BCEero ONpefeleHWe OMIrapMOHHIECKOH 3ajadm. B kiamEOBEIHOE 06-
JacTH BBOAATCA NONAPHEE KOOPAAHATH 7, O, IpmYeM IOJIAPHASA OCh COBIANAET
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. @ .
¢ OmccexTpmcod yria o xiamEa. Ha cropome @ = 5 BaaHBl NeHCTBHTeNLHEI

rpaH@YHEE YCIOBUA
w
N —
w .
a Ha cropoHe O = — 5 yerosms

u(’r: _—'l(;_)) =f2(T), %%('r: _%)‘) = —gy() .

Dynxnun f,(r) npeanonaraioTcsa abcoMOTHO HeIPePHIBHRIME, ¥ BMecTe ¢ QYHKIHA-
aMz ¢;(r) DOTMKHEBL YHOBIIETBOPATH CIEAYIOMEM TpeOoBaHUAM:

S| -

Jz[ﬂ(f)]2 retldr < oo, flfg'i(r)]2 Pl dr < oo,
° 0

[IOE» T dr <o, [[g(nEr*Hdr<oo, i=12.
1 1

Ipurom "mcia u  » Jemar B mETepBaie (— Ay (w) — 1, A;(w) — 1) e 4,(w)
sABJIsgeTcs NeHCTBATENHLHOM YacThI0 T. Has. gmeyia Ilamxosmua p,(w). Tar xaw
A(w) > 1, 10, Haup., yEEOUA f{(r) He MOMKHA GBHITH HHTEIPUPYEMOIL ¢ KBaxpa-
ToM Ha mHTepBane <0, 1>. 10 IpUBOMUT K HEOMUTAHHOMY Ha HEPBHIA B3IJIAX
3aKIIOYEHNIO, 9TO HaJIMYpe YTJIOBOM TOYKW PACIOEpPSET MHOYKECTBO I'PDaHHYHBEIX
sHavenuil. Pemenmem GurapMoEmIecKoil 3aaqd, COOTBETCTBYIOMeEN QYHKIUAM
fi(r), g:(r), MBI HasEIBaeM Takyl HefcTBATENBHYIO QYHKIEIO u%(r, &), KoTopas
ABIseTca OHrapMoHmYecKoidl BEHYTpE KiImHOOOpasHOH 00nacTE @ OpUHEMAET
TpaHWYHEIe 3Ha9eHUA B CIEYIONEM CMEICIe:

lim fl [u(r, ©) — f(r) R 1dr = 0,
o 0

6.—«)?

lim [lu(r, ©) — AP dr = 0,

9-—>T

1
: 1 ou 2 2y+1 —
tim f[n@(r, @)—m(r)] AHdr=0 mrn

9—»; 0
Krome TOTO0, MBI IpeanoJjiaraeM, 4YTO JIOKAJIbHO PAaBHOMEPHO, T. €. IJsI ]@l é

o
=< Dl 0 < r =< 1, IMEIOT MeCTO HepaBeHCTBA

|

1 ou

-y-1
rao| =M@

¥

l < M(g)r7-t,
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7 aro Aja 1 < r uMeoT MecTO Te K€ OLEHKW, eCjId TOJbBKO HOCTOSHHYIO ) 3a-
MeHETE 0. ITpuTOoM Ml Tpebyem, YTOOBI IOCTOSIHEEIE ¢ B 0 BXONWIN B MHTEPBAJI
(— A1(w) — 1, A4(w) — 1). loxazeiBaeTes, 90 CYmecTBYeT OTHO B TOIBKO ONHO
pemeHye onpefeleHHON TakuMm ob6pasoM 3amadw. Ilpm pacmuwpernme mHTEpBana
{(— A(w) — 1, 2;(w) — 1), B KOTOPOM COTepyRaTCA UHCHIA M, ¥, ¥, 0, EAHHCTBEH-
HOCTDH peIlleHWs yiKe He MMena OB MecTa, Kak 3TO CJIeNyeT W3 CYyINecTBOBAHHSA
T. Ha3. yrroui [Tanxkosmya. [ 9uCIIeEHBIX pacueToB ¥ [l JOKA3aTelbCTBA
€WHCTBeHHOCTH OBIIN BBeJeHH 1eThipe yrrnuy ['prra mius manHOM Ipo6aeMsH,
MONyYeHHble IyTeM (OPMAallbHOIO MCIOJIL30BAHMA TEOPEMBI O CBePTKe (KOH-
Boronmu). MHTepecHO, YTO IPH NOKA3aTeJIbCTBE €NAMHCTBEHHOCTH WMCIOIB3Y-,
I0TCSI CBOYCTBA pemeHHs, TECHO CBA3aHHEE ¢ 3aBHCHMOCTBIO pemeHds OT 006-
JIACTH.

B gactm 4, osarmasnemnoil ,,CBoficTBa pemeHHs‘, IpesxIe BCETO NOKA3EI-
BaeTcs CYMecTBOBAHEE DENICHUSA CHeNWalbHOW OMTapMOEWYECKOM 3ajavd IiA
monynyockocts. Ha ocHOBaHHZ ¢BOHCTB 9T0H 3afady JOKA3BIBAIOTCSA CBOHCTBA
pemenns OHrapMOHHYECKOW 3agadd I OECKOHEYHOIO KJIMHA, KAaK HAND.:
BO3MOIRHOCTb HEIPEPHIBHOIO IPOJOJIZKEHHSA Ha IDAHUNEe peIleHAs K QyHKIIH
fi(r) (3a ucwmouenmeM, camoe GOlIbIIEe, BOPIIHHEI), BO3MOIKHOCTH YIJIOBOTO
NPOJOKeHHs IepBHX IPOW3BOAHBIX MOJA HOYTH BceX TOYEK HA CTOPOHAX
KJIHHA COOTBETCTBEHHO K QYHRmEAM f;(r)  ¢,(r), a Takmxe BO3MOKHOCTbH He-
IPEePHBHOTO IPOROIKEHHsI IEPBHIX IPOW3BOJHBIX B TeX TOUKAX, B KOTODHIX
$yuaunmu f;(r), g,(r) mempepmBEEL [Ipm HEKOTOPHX HOGABOYHKEIX YCIOBHAX,
MeRAY OpoumM o0ecOeumBaIOIUX BEIIOJHEHHE YCIOBEH COIIacOBaHMA (KOTO-
pHle Yy IPAMOYTOIBHOI0 KIHHA CBOTATCA K COOTHOMEHHAM

H(0) = £3(0), f:(0) =—gi0), i=12),

JOKa3aHA BOBMOKHOCTH HEIPEPHBHOTO IPONOIKEHHA PENIeHWs B BepIImHe, a
3aTeM ¥ OepBHIX NPOM3BONHHX; B IOCJENHEM cllydiae pedb HIET, KOHEYHO, 00
YTIOBOM HOpPOJONKEHHH. B 2T0H 9YacTE HOKA3BIBAIOTCA emme W HajibHeAmue
CBOMCTBA pemeHHs, KaK, HAp., BOSMOKHOCTh aHAIHTHYECKOTO IPOXOIIKEHHUS
GurapMoHERYeCcKON (YHKIOUE depes CTOPOHY KIMHA, eClIE QYHKOWS I ee IeDBHe
IPOE3BORHEE IO YAy paBHE HymO. (BrpakeHnm ,,QyHEKOUA OPHHHUMAeET rpa-
HUYHBIE 3HAYeHUA'' HYKXHO NOHEMATh B HAIleM HMHTEIPAllbHOM CMEICIE.) IJTO
TPOJOIKEHAe ONPENesIeH0 Ha KIXHe ¢ GOJBIIAM yIIOM OPH BepIIMHe W ABIIET-
cfl pemieHmeM OUTapMOHMYECKOM 3ajadud.

B ,,3axmounTeIBEEIX 3aMeJaHHEAX'® JOKa3BIBA€TCH HEPABEHCTBO, BHIpajka-
IoIee IPaBAILHOCTH PEIIEHHA B ABHOM BEAe. PafoTa 3akaHIXBaeTCsa KPATKAM
YIOMUHaHHEEM O APYTEX acOeKTaX paccMATPEBAEMEX 3a7ad, PABHO KaK 4 O pe-
ImIeHHU OUTrapMOEMYeCKOH 3afauyl AJIA BHIYKIHX MHOTOYTOJBHAKOB — B3TH
BOIPOCH pasdmpalmck B MHOA pafore aBTOpA.
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Résumé

SOLUTION DU PROBLEME BIHARMONIQUE POUR LE COIN
INFINI

JINDRICH NECAS, Praha
(Regu le 12 juin 1957)

Le présent travail a pour son but principal de démontrer d’un cété I'existence
et l'unicité de la solution du probléme biharmonique pour le coin infini convexe
et de montrer de l'autre c6té comment on peut résoudre, en s’appuyant sur
ces résultats, le probléme biharmonique dans les polygones.

Le but secondaire de ce travail est de développer la théorie de la transforma-,
tion de Mellin d’une telle maniére qu’elle ne soit pas seulement un appareil for-
mal mais au contraire autonome pour la solution des problémes en question.
Il y a aussi dans ce travail une courte note sur la résolution numérique de ces
problémes.

Apres Iintroduction, on définit dans la seconde partie portant le titre ,,L’in-
troduction de la convergence dans I'ensemble des transformées de Mellin“,
Pespace linéaire H,, des transformées de Mellin dont les originaux %(r) sont
caractérisés par la propriété

sup je|k(r)|2 r2-ldr < 0.
zelu,?) 0

L’espace H, est normé au moyen de la norme
uy

\H| = sup [ [|H(z+ iy)}dylt.
Ze(p,?) -
On montre ensuite que ¢’est un espace de Banach. Les fonctions analytiques H
de H,, jouissent de quelques propriétés intéressantes que I'on utilise dans la
suite, par exemple: lim H(z + iy) = 0 uniformément pour ze {u + &, » — &>
Y| >
& > 0 étant suffisamment petit, les intégrales [ |H(z + 1y)|*dy convergent
—®
uniformément pour ze (u, »>.

La troisiéme partie intitulée ,,Définition du probléme biharmonique pour le
coin infini, existence et unicité de sa solution’* apporte tout d’abord la défi-
nition de notre probléme. On introduit dans le coin en question les coordonnées
polaires r, @ dont I’axe polaire coincide avec la bisectrice de ’angle w du coin.
Les conditions aux limites sont les suivantes:

u (r, %) = fi(r), %_u (T, 22)—) = g,(r)

D)
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et
u(""‘—) falr) ':T%(T,-%)—_‘_gz(r)'

Les fonctions f,(r) sont supposées absolumet continues et les fonctions f;(7),
g(r), 1 = 1, 2, sont soumises & ces conditions-ci:

1

JIfi (P dr < o0, f1 [g.(r)]2 r** dr < w0,
0 0

[ee]

JIfi@Pr**dr < o, f[gi(f)]z ™ dr < 0.

1

Les nombres u et » sont contenus dans l'intervalle (— A,(w) — 1, 4;(w) — 1)
ol 4,(w) est la partie réelle du nombre de Papkovié. Comme 4,(w) > 1, inté-
1

grale [[f;(r)]? dr peut diverger. C’est un fait un peu surprenant: le point angu-
Q

laire fait élargir 'ensemble des conditions aux limites.

La solution du probléme biharmonique correspondant aux fonctions f;(r),
gi(r) est une fonction réelle, biharmonique & I'intérieur du coin et les conditions
aux limites sont remplies au sens suivant:

lim fl[u(r, O) — f(Nprr-tdr =0,

o 0
O— —

2

lim f[u(r, 0) — f(]Er®-1dr =0,

[
00— &

2

2
hm f [1 ou (r, @) — gl(r)] rr+ldr =0, ete.

En dehors de cela on suppose que pour |@] < ¢ < %, 0 <r =1, les estima-

tions suivantes soient valables
— | EMp)r-rt, | =5z | S Mp)r-r?,

tandis que pour r =1

ou < M(p) r-2-1 1 ou

ou ldadl I —6-1
or | = ’ r 00 = Mg)r

On exige que les nombres y, d soient dans U'intervalle (— 4,(w) — 1, 4;(w) — 1).
On démontre qu’il existe une et une seule solution du probléme ainsi défini.
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On perdrait cette unicité en élargissant l'intervalle (— 4;(w) — 1, 4;(w) — 1)
contenant les constantes u, », v, 6.

Pourla résolution numérique et pour la demonstratlon de l’umc1te on a intro-
duit les quatre fonctions de Green qu’on obtient par I’emploi formal du théoreé-
me sur la convolution. Leurs valeurs numériques ainsi que leurs graphiques sont
joints.

La quatriéme partie portant le titre ,,Les propriétés de la solution® commen-
ce par la résolution d’un probléme biharmonique spécial pour un demi-plan. On
se sert alors des propriétés de la solution de ce probléme pour en déduire les
propriétés de la solution du probléme biharmonique dans le coin, par exemple:
la possibilité de prolonger d’une maniére continue la solution au bord en les
fonctions f,(r) (& I'exception peut-étre du sommet), la possibilité d’un prolon-
gement angulaire des dérivées pour presque tous les points du bord en les fonc-
tions f;(r), g.(r) etc. Dans cette partie on démontre encore d’autres propriétés
dela solution comme: la possibilité d’un prolongement analytique de la function

biharmonique, les conditions aux limites étant par exemple pour @ = — :

2
hr) =g(r)=0.

Ce prolongement est défini dans un coin plus grand et qui contient le coin
original, il représente aussi la solution du probléme biharmonique défini au-
paravant.

Dans les notes finales on démontre une inégalité qui exprime la justesse de la
solution.

Le travail finit par une note sur d’autres questions, voisines & celles qui ont
été traitées dans le présent travail, et sur la solution du probléme biharmonique
pour les polygones convexes. Ces questions-1a forment I’objet d’un autre travail
du méme auteur.
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