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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 94 (1969), Praha

PROBLEMY Z TEORIE MINIMALIZACE BOOLEOVSKYCH VYRAZU

KAareL CuLik, Praha *)
(Doslo 23. kvétna 1968)

1. GvoD

V inZenyrské praxi se uloha minimalizovat booleovsky vyraz fesi stdle velmi Casto.
Proto se také objevuji stdle nové a nové postupy feseni této ulohy a to vétsinou postu-
py inZenyrské, tj. prakticky pouZitelné, ale ne vZdy vedouci ke skute¢nému minimu.
Na druhé strané se pomérné malo objevuji nové vysledky, které by pfineslo soustavné
matematické studium jednotlivych diléich otdzek, jak je to b&Zné v jinych oblastech
matematiky. Toto pojedndni je pfispévkem k soustavnému studiu teorie minimalizace
booleovskych vyrazii. Pfi tom jsou zde problémy piedevsim kladeny a jenom ve vy-
jimeénych ptipadech jsou predloZena jejich dil¢i feSeni. Na kladeni problémi, na
pokusech o jejich feSeni a na jejich obméndch je piedvedena celd ¥ada heuristickych
metod a obratil, které se v soustavném matematickém vyzkumu Casto pouZivaji a to
v nejrozmanitéjSich ¢dstech matematiky a které patii k matematickému femeslu.

Vlastnim podnétem k soustavnému studiu teorie minimalizace booleovskych vy-
razi byla potieba sestavovat velkd mnoZstvi pfikladi na ulohu minimalizace, ale
pfikladii, které by byly dostate¢né representativni, tj. takové, v nichZ se objevi viechna
mozZnd uskali, protoZe jenom takovéto pfiklady jsou vhodné pro zkousku z logiky
(v 1. ro¢niku elektrotechnické fakulty VUT v Brng). Ukdzalo se jako velice potfebné
znat alespon né&jaké postacujici podminky proto, aby zvolené souciny proménnych
byly minimdlnimi implikantami néjaké booleovské funkce. A samoziejmé by bylo
dobré zndt i podminky, které by byly postadujici a soucasné nutné. Podobné by bylo
velice Zddouci umét pfimo ze zaddni booleovské funkce rozeznat, md-li tato funkce
jedinou nebo vice minimdlnich disjunktivnich (neboli sou¢tovych) forem, apod.

Vsechny podobné otdzky se v literatufe zafazuji do vyrokové logiky nebo do teorie
koneénych Booleovych algeber. AvSak ani ndzvoslovi ani oznaceni neni dosud jed-
notné. Zde je obojiho pouzito podle [1], [2], kdelze také najit Fadu dalSich definic a
vét, které s uvaZovanou tematikou souvisi.

*) Jde o doplnéndu prfednasku, kterd byla vypracovina pro katedru aplikované matematiky
elektrotechnické fakulty VUT v Brné a kterd tam byla pfednesena na vyzkumném semindfi
ve ¥k. roce 1967/68
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Je tfeba jenom pripomenout, Ze v logice obvyklé operace disjunkce, konjunkce
a negace se zde nazyvaji (booleovskym) soutem, soucinem a inversi a zna&i se symboly
+, . a’. Kromé toho se uzivd symbolu = pro rovnost dvou booleovskych vyrazii
z hlediska jejich vyhodnoceni (tj. f = g, kde f a g jsou booleovské vyrazy, kdyZ pfi
vyhodnocovani obou vyrazii pro viechna moznd dosazeni 0 a 1 za v§echny proménné,
se vidy soudasn& pro f i g dostane bud 1 nebo soudasng& 0), zatimco symbolu = se
uzivd pro rovnost vyrazli srovndvanych jako fetézy zdkladnich symbolii nad danou
abecedou. Tedy = je matematickd, zatim co = je metamatematickd rovnost. Pfiro-
zené Ze se béZné uzZivd vyrazovych proménnych.

2. MINIMALN{ DISJUNKTIVN{ FORMY

Dosud kaZdy postup pro nalezeni viech minimdlnich disjunktivnich (souctovych)
forem dané booleovské funkce sestdval ze dvou &dsti. V prvni se najdou vSechny
minimdlni implikanty dané funkce a ve druhé se z minimédlnich implikant vybiraji
takové, Ze jejich soucet vyjadiuje danou funkci a pfi tom soulet délek vybranych
minimdlnich implikant je minimdlni moZny. Zatimco pro prvni ¢dst jsou zndmy dosti
ucinné algoritmy, napf. Quinetiv nebo jeho modifikace podle McCluskeye, neni pro
druhou &dst zndm Zddny jiny algoritmus neZ probrédni viech moZnosti (samoziejmé
kromé zvl43t jednoduchych ptipadd), napf. pomoci tzv. tabulky minimdlnich impli-
kant. Lze oviem udat Glinny algoritmus pro nalezeni vSech neredukovatelnych
disjunktivnich forem (tj. takovych sou¢td minimdlnich implikant, které vyjadfuji
danou funkci a pfi tom Zddnou z nich nelze vynechat, protoZe soucet zbyvajicich
danou funkci jiZ nevyjadfuje). Ale pfi hleddni minimélnich disjunktivnich forem je
tieba probrat vSechny neredukovatelné, a tato ¢dst je pravé velmi neucinnd, tj. zdlezi
skutené v prebrdni viech mozZnosti. OvSem pro vétsi pocet proménnych je i uziti
algoritmu pro prvni ¢ast dosti pracné a zdlouhavé.

Pfi sestavovani representativnich piikladti na druhou &4st pfedchoziho postupu
nezbyva nic jiného, nezZ namétkou volit rizné booleovské funkce, nalézt vechny jejich
minimédlni implikanty a pak na tabulce zjistit, zdali jde o representativni pfiklad nebo
nikoliv (jist€ neni representativni ten pfipad, kdyZ napf. viechny minimdlni impli-
kanty nebo alespori jejich pfevdZnd vétsina jsou nezbytné, tj. musi byt pojaty do kazdé
neredukovatelné disjunktivni formy dané funkce), nebot pak uZiti tabulky je velice
snadné. Kdyby bylo zndmo jak Ize zvolit elementdrni soudiny, aby byly mnoZinou
vSech minimdlnich implikat né€jaké booleovské funkce, daly by se uvazované ptiklady
mnohem snadnéji sestavovat. Zfejmé v tomto pfipad€ jde o ndsledujici

Problém 1. Najdéte postacujici, ale co nejslabsi a snadno ovéFitelné podminky
(pFipadné najdéte nutné a postacujici podminky), kdy zvolend mnoZina elementdr-
nich soucinii je mnoZinou vSech minimdlnich implikant néjaké booleovské funkce.

Piedevsim je ziejmé, Ze kaZzdd mnoZina elementdrnich soucini {E,, E,, ..., E,,},
n = 1, kterd je mnoZinou viech minimdlnich implikant n&jaké booleovské funkce, je
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n
vZdy mnoZinou viech minimdlnich implikant booleovské funkce " E;. Proto v problé-

i=1

mu 1 stadi zji§fovat, zdali zvolend mnoZina elementdrnich sou¢int {E,, E,, ..., E,}
n

je mnoZinou vech minimdlnich implikant booleovské funkce Y E;.
i=1

O dvou elementdrnich soucinech E; a E; fikejme, Ze se lisi v jediné inversi, kdyZ
existuje takovd proménnd x, Ze E; = xSP a E; = x'SQ (nebo Ze E, = x'SPa E; =
= xSQ), kde S, P, Q jsou elementdrni soudiny takové, Z¢ S obsahuje viechny spo-
le¢né prom&nné obou vyrazii E; a E; (krom& proménné x), P obsahuje ty promé&nné,
které se vyskytuji v E;, ale se nevyskytuji v E; a Q obsahuje ty proménné, které se
vyskytuji v E;, ale nikoli v E;. Pfi tom S i P i Q mohou byt prdzdné, tj. neobsahuiji
Zddnou proménnou. Napt. yz'tw a y'z’, nebo x'yz'w a xyz'w se lii v jediné inversi,
ale xyz’ a x'y'z’ nikoli. P¥i tom nerozli§ujeme soudiny li§ici se jen pofadim ¢&initeld,
(a podobn¥ nerozli§ujeme ani soudty lifici se jen pofadim ¢lentt).

Bezprostifedn€ z Quineova algoritmu plyne

Lemma 1. MnoZina elementdrnich souinii {E,, ..., E,}, n 2 1, je mnoZinou vsech
minimdlnich implikant néjaké booleovské funkce, jestliZe spliiuje podminky
(1) E; a E; obsahuji tytéZ proménné proi,j =1,2,...,na
(2) E; a E; se nelisi v jediné inversi proi,j = 1,2, ..., n.

Tyto postadujici podminky jsou vSak pfkili§ silné. To je vidét napf. z toho, Ze jsou
postadujicimi podminkami pro to, aby mnoZina vSech minimdlnich implikant byla
pfimo mnoZinou vech ¢élenti Gplné normdini disjunktivni formy dané funkce.

Druhym krajnim pfipadem podminky typu (1) je podminka
(3) E; a E; nemaji Zddnou prom&nnou spole¢nou pro i # j; i,j = 1,2, ..., n.

Lemma 2. Mno%ina elementdrnich soucinii {E,, E,, ..., E,}, n 2 1, kterd spliiuje
podminku (3), je mnoZinou vSech minimdlnich implikant booleovské funkce Y E.

. i=1

Diikaz. Bez ujmy na obecnosti lze pfedpoklddat, 7e v Zddném soucinu E; se
nevyskytuje Z4dnd inverse pro i = 1, 2, ..., n (jinak lze vSechny invertované promén-
né prosté nahradit novymi neinvertovanymi, coz plyne z (3)). Pfedpoklddejme tedy,
e {E,, ..., E,} spliiuje (3) a necht e, e,, ..., ey jsou viechny elementdrni soudiny

n
Giplné normélni disjunktivni formy (tj. undf-y) booleovské funkce ¥ E;.

i=1

Indukci dokaZme, Ze ke kazdé implikanté f funkce Y E, Ize najit takovy elementdr-
i=1

ni soulin E;, Ze E; < f, tj. Ze E; vznikne z f vypulténim n&kterych prom&nnych.
Podle definice undf-y je zfejmé, Ze ke kaZdému i, 1 < i S N existuje j, | £j < n
takové, Ze E; < e;. Déle vyuZijme toho, Ze Quineovym algoritmem lze z ey, e,, ..., ey

dostat postupné viechny implikanty funkce )’ E; uZitim zndmého schématu. Jsou-li
i=1
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tedy f, a f, libovolné dv& implikanty funkce )’ E;, které uvedenou podminku spliiuji
i=1

a které se 1isi v jediné inversi, tj. f; = gx, f, = gx’, kde pfipadn& g miZe byt prdzdné
(t. f1 = x, f, = x'), pak také g musi spliiovat uvedenou podminku. Kdyby totiz
E; ¢ gprokazdéj =1,2,...,n,pak by E; ¢ gx’' prokazdéj = 1,2, .., n(nebot'Ej
neobsahuje nikdy inversi) a to je spor. Tim je dil&i tvrzeni dokdzdno. Z n&ho viak
bezprosttedn& plyne, Ze {E,, E,, ..., E,} je mnoZinou viech minimdlnich implikant
booleovské funkce Y. E;.

i=1

Je viak zfejmé, Ze i podminka (3) je pfili§ silnd a neni ani podminkou nutnou,
protoZe napf. mnoZina {xy, x'y'} ji nespliiuje, ale pfi tom je mnoZinou viech mini-
malnich implikant funkce xy + x’y’ (coZ plyne i z lemmatu 1).

Kdyz je tfeba zjistit, jakym zpiisobem pfili§ silné postadujici podminky zeslabit,
vzdy je uZite¢né najit néjaké podminky nutné a potom smérem k nim postalujici
podminky zeslabovat.

S ohledem na Quineilv algoritmus je pfirozenym zeslabenim podminky (2) pod-
minka

(2*) jestlize E; a E; obsahuji tytéZ proménné, pak se nelisi v jediné inversi pro
Lj=1,2,...,n.

Lemma 3. MnoZina vS§ech minimdlnich implikant {Ex; e E,,}, n = 1, booleovské

funkce Y. E; splituje podminku (2*) a podminku (4).
i=1

4) E; & E; platiprokazdé i+j; i,j=1,2,...,n.

Diuikaz. Nutnost podminky (4) plyne pfimo z definice minimdlni implikanty
(kdyby totiz E; = E; pro n&jaké i + j, tj. kdyby E; = E,E, kde E je soucin obsahujici
alespoii jednu proménnou, pak E; nemiZe byt minimdlni implikantou).

Nutnost podminky (2*) plyne pfimo z Quineova algoritmu. Kdyby totiZ tato
podminka neplatila, existovaly by takové minimdlni implikanty E; % E;, Ze E; =
= E*x, E; = E*x'. Potom ovSem také E* je implikantou a tedy E; a E; nejsou mini-
malni, coZ je spor.

Av3ak ani spojeni obou podminek (2*) a (4) neni postadujici podminkou pro to,
aby uvaZovand mnoZina elementdrnich soudini byla mnoZinou vSech minimdlnich
implikant n&jaké booleovské funkce. To plyne z ndsledujiciho piikladu: mnoZina
{xy, xy'z, x'yz'} spliiuje ob& podminky, ale booleovskd funkce xy + xy'z + x'yz' =

= xyz + xyz’ + xy'z + x'yz’ md za mnoZinu vSech minimdlnich implikant
{xy, xz, yz'}.

Jiny zplsob jak pokrodit ve studiu mnoZin viech minimdlnich implikant booleov-
skych funkci — Casto v matematice pouZivany s velkym uspéchem — je, pokusit se
najit zdkon, podle néhoZ se pfiddvdanim dalSich elementdrnich soudini k mnoZindm
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viech minimdlnich implikant dostanou jiné mnoZiny vSech minimdlnich implikant
booleovskych funkci. Jde tedy o to pokusit se charakterisovat utvary sloZit&jsi pomoci
jednodussich (napf. co do po&tu minimdlnich implikant nebo co do jejich délky).
Pro to lze poloZit nédsledujici

Problém 2. Necht {El, .. E} n = 1 je mnofina vSech minimdlnich implikant
booleovské funkce Y E; a necht E,, | je dalsi elementdrni soucin obsahujici jenom

takové proménné, které se vyskytuji v nékterém E; 1 =i £ n. Najdéte néjaké
nutné pFip. postacujici pFip. nutné i postacujici podminky, kdy {E, ..., E,, E,,1}
n+1
Jje opét mnoZinou vSech minimdlnich implikant booleovské funkce z E,.
i=1
JestliZe se upusti od poZadavku, aby pfiddvany elementdrni souéin E, , ; neobsaho-
val Zddné nové proménné neZ ty, které se vyskytuji v n€kterém soudinu E;, kde 1 <
< i £ n, a naopak se Zddd, aby obsahoval jenom nové proménné, je odpovéd
snadnd.

Lemma 4. Nechf {Ey, .., E,}, n 2 1 je mnoZina vSech minimdlnich implikant

booleovské funkce Z E;a necht'E,, , je elementdrni soucin, ktery neobsahuje Zddnou
i=1
proménnou vyskytujici se v kterémkoliv E;, 1 £ i < n. Pak {E,,...,E, E, .} je

n+1
mnoZ¥ina vSech minimdlnich implikant booleovské funkce Y. E;.
i=1
Dtikaz. Pro jednoduchost zase predpoklddejme (bez Wijmy na obecnosti), Ze
v E, . se nevyskytuje Zddn4 inverse. Necht x, ..., x; jsou vSechny promé&nné, které

se vyskytuji v souéinech E,, ..., E, a necht ka, ees Xy jsou proménné které se

vyskytuji v E, ;. 1, tj. Epeq = Xgyq --. Xy Je-li Z e; undf-a pro Z E;, pak Z [edxk+1 +

+ Xpog) oo (Xn + xpe0)] + [(xg + xl) (xl + x;)- E,+4] po roznasobem bude

undf-ou pronfE ;- Odtud v3ak je ihned vidét, Ze Quineliv algoritmus se uZije na ob&
i=1

uvedené skupiny souéinti v indf-& nezdvisle na sobg, takZe skutetn& {E,, ..., E,, E, .}
n+1

bude mnoZinou viech minimdlnich implikant booleovské funkce ). E;.
i=1
Jest& jiny zphisob jak z jednodussich mnoZin viech minimdlnich implikant booleov-

skych funkci dostat mnoZiny sloZit&jsi je ndsobeni jednotlivych implikant navzdjem.
Jako uZiteCné se ukdZe

Lemma 5. Necht M = {E,, ..., E,}, n 2 1 je mnoZina elementdrnich soucin,
necht x je proménnd, kterd se nevyskytuje v Zddném E; proi = 1,2,...,n a necht
= {xE,, ..., xE,}. Pak M je mnoZinou vSech minimdlnich implikant booleovské

N .

funkce Y, E, tehdy a jen tehdy, kdy¥ M* je mnoZinou vSech minimdlnich implikant
i=1n

funkce x(), E)).
i1
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N n
Diikaz. Snadno se ukdZe, Ze ) e; je uindf-ou funkce Z E; tehdy a jenom tehdy,
i=1 i=1

N n
kdyZ Y (xe;) je undf-ou funkce Y, xE,. Odtud v3ak je patrné, Ze Quinetv algoritmus
i=1 i=1
Ize pouZit na ob& undf-y zcela paralelné, tj. Ze né€jaky elementdrni soucin f je impli-
kantou funkce Y E; pravé tehdy, kdyZ xf je implikantou funkce x( ), E;). To viak
i=1 i=1

zahrnuje pozadované tvrzeni.

Koneéné dalsi Casto uzivany zpiisob feSeni uloh je specialisace na jednodussi
pfipady. Zde pujde o mnoZiny implikant majici maly pocet prvki. V téchto jednodu-
chych ptipadech se dd ocekdvat uplné feSeni problému 1. Je ziejmé, Ze kazdy jednotli-
vy elementdrni souéin je mnoZinou vSech minimdlnich implikant néjaké booleovské
funkce (plyne to napf. z lemmatu 1). Takovyto jednoduchy vysledek se dostane i pro
dvouprvkové mnoZiny minimdlnich implikant.

Lemma 6. MnoZina elementdrnich soucini {El, E2} je mnoZinou vSech minimdl-
nich implikant booleovské funkce E, + E, tehdy a jenom tehdy, kdyZ? jsou splnény
podminky (2) a (4). :

Dikaz. Nejdfive ukaZzme nutnost podminky (2), protoZe nutnost podminky (4)
plyne z lemmatu 3. Dokazujeme sporem. Necht {E, E,} je mnoZinou viech mini-
madlnich implikant n&jaké booleovské funkce, tj. také funkce E, + E,,anecht E; a E,
nespliiuji (2), tj. E; = SxP a E, = Sx'Q, kde S miZe byt poptipadé prizdnéa Pa Q
nemaji Zddnou proménnou spoleénou. Potom zfejmé SxPQ a Sx'PQ jsou elementdr-
ni souliny undf-y pro E; + E,, takZze SPQ je rovné€Z implikantou pro E; + E,
a ptitom E; ¢ SPQ, E, ¢ SPQ, z &hoZ plyne, Ze {E,, E,} nemiZe byt mnoZinou
vSech minimdlnich implikant pro E; + E,.

Zbyv4 ukdzat postacitelnost obou podminek. Necht tedy {E,, E,} spliiuje (2) a (4),
tj. E, = S,P, E, = S,Q, kde S; a S, jsou elementdrni souciny obsahujici tytéZ
proménné, tj. viechny spoleéné proménné v E; a E, a kde P a Q zase nemaji Zddnou
proménnou spole€nou. Rozli§me dva pfipady:

a) Bud S; = S, = S, tj. spolené &isti obou soudinii jsou stejné. Potom vsak
ani P ani Q nemiiZe byt prdzdné, protoZe plati (4), takZe opakovanym uZitim lemma-
tu 5 {SP, SQ} a {P, Q} sougasné bud jsou nebo nejsou mnoZzinami viech minim4lnich
implikant n&jaké booleovské funkce. Ale potom z lemmatu 2 plyne na$e tvrzeni.

b) Nebo S, % S, a dokonce se S, a S, li§i alespoil ve dvou inversich. Ale kazdy
elementdrni soucin v undf-€ pro E, + E, zfejmé obsahuje bud E, nebo E, a dokaZme
zase indukci, Ze totéZ plati viibec pro vSechny implikanty funkce E, + E,. Necht
tedy jeji implikanty gx a gx’ uvedenou podminku spliiuji. Zfejmé& pak bud ob€ obsa-
huji E, nebo ob& E, (jinak by se nemohly lidit v jediné inversi), odkud ihned plyne,
Ze také g musi uvedenou podminku spliiovat. Tim je soucasné ukdzdno, Ze E, a E,
jsou jedinymi dvéma minimdlnimi implikantami pro E, + E,.

345




Obecné viak podminka (2) neni nutnd pro to, aby n&jakd mnoZina elementdrnich
souéind byla mnoZinou v8ech minimdlnich implikant n&jaké booleovské funkce. To
plyne z pfikladu funkce xyz + xyz' + x'yz + x'y’z, jejiz mnozina viech minimdl-
nich implikant je {xy, yz, X'z}, v niZ xy a x'z skuteZn& (2) nespliuji.

. 3. CASTECNE USPORADANI IMPLIKANT
Nakonec se jesté pfirozené nabizi studovat mnoZiny vSech minimdlnich implikant
pomoci prostfedkil koneénych Booleovych algeber nebo obecnéji pomoci prostiedkt
¢dstecné uspofddanych mnoZin.
Jedi M = {E,,...,E,}, n > 1, mnoZinou implikant n&jaké booleovské funkce
N
zadané svoji tndf-ou Y e, pak uzdvérem implikanty E;se nazyvé mnoZina ¢(E;)
i=1

definovand podminkou

6) ¢(E)=1{e;; E;c e, j=1,2,..,N}

a uzdvérem mnoziny implikant M se nazyvd mnozina (M) = U ¢(E;).
i=1

Potom vztahem inkluse mezi uzdvéry je mnoZina vech implikant dané booleovské
funkce &dste¢n& uspofdddna, tj. klademe E; < E;, kdyZ ¢(E;) > ¢(E;). Potom zfejm&
minimélni implikanty jsou minimdlnimi prvky v tomto ¢dste¢ném uspofddéni.

Problém 3. Udejte nutné a postacujici podminky, kdy konecnd cdste¢né usporddand
mnofina je isomorfni mnoZiné vsech implikant néjaké booleovské funkce.

4, MINIMALN{ IMPLIKANTY

Pti sestavovani representativnich pfikladti na Quineliv algoritmus jde o to najit
takové booleovské funkce, které maji minimdlni implikanty rtiznych délek. Rovn&z
z tohoto diivodu je Zddouci fesit problém 1, ale navic se nabizi zodpovédét problémy
tykajici se riznych &iselnych charakteristik.

Problém 4. Jaky je maximdlni moZny pocet p(n) minimdlnich implikant booleov-
skych funkci n proménnych? Jakyp je maximdlni moiny pocet w(n) minimdlnich
implikant délky k booleovskych funkci n proménnych, kde 1 < k < n? Jaké pod-
minky musi spliiovat posloupnost nezdpornych celych éisel (my, m,, ..., m,), aby
existovala booleovskd funkce n proménnych, kterd md prdvé m, minimdlnich impli-
kant délky k = 1,2, ...,n?

Pfedeviim jde o odhady zdola a shora uvaZzovanych &isel. Takové odhady se vzdy
dostanou na zdkladé volby specidlnich ptikladd. Z¥ejmé plati p(n) < 2" a p(n) <
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< () 2* pro 1 < k £ n. Napf. pro k = 2 je p,(3) = 6, u5(4) = 12, kdyZ posledni
odhad se opird o ndsledujici ptiklad mnoZiny minimdlnich implikant: {x,x5, x}x,;
X2X3, X3X33 X3X4, X3Xa3 XaX1, X4X 15 X1 X3, X1X35 XX, X3Xa)

Jinym poZadavkem bylo najit takové booleovské funkce, které nemaji Zddné
nezbytné minimdlni implikanty a zejména takové, které mayji vice neZ jednu minimdlni
disjunktivni formu. Proto byl poloZen tento problém:

Problém 5. Udejte nutné a postacujici podminky, kdy 2ddna minimdlni implikanta
booleovské funkce neni nezbytnd. Udejte nutné a postacujici podminky, kdy dand
minimdlni implikanta dané booleovské funkce je jeji nezbytnou implikantou.

Hned je vidét, Ze nutnou podminkou pro to, aby booleovskd funkce o k = 1
proménnych neméla Zddnou nezbytnou implikantu je, aby kazdd jeji minimdlni
implikanta méla délku <k, tj. aby Z4dn4 minim4lni implikanta neobsahovala viechny
proménné.

Lemma 7. Necht {E,, ..., E,} je mnoZina viech minimdlnich implikant booleovské
n

funkce ZEi. Pak E; je nezbytnou implikantou tehdy a jen tehdy, kdyZ neexistuji
i=1

takové indexy iy, i,, ..., i rizné od i, kde k = 1, Ze o(E;) = @y{E;,, ..., E;.}.

Dtuikaz. Necht z e; je undf-a pro E E; a necht napr E, je nezbytnou implikan-

i=1 i=1
tou. Kdyby uvedend podminky neplatila, tj. kdyby existovaly takové indexy iy, ..., i,

7e ¢(E,) = @{E,,, ..., E,} pak by oviem tim spie ¢(E;) < ¢{E,, ..., E,} a oviem

Z E, = Z E;. Pak vypusténim n&kterych minimdlnich implikant z mnoZiny {E,, ...
i=2

. E.} lze dostat podmnoZinu, kterd urCuje neredukovatelnou formu neobsahu-
jici E, a to je spor.

Jestlize naopak E, neni nezbytnou implikantou, pak existuje neredukovatelnd
k

forma kterd neobsahu]e E,, napft. Z E;,kdei; # 1 proj=1,2,..., k. Pakoviem

'j’

Z E;, = Z E, = Z e;, odkud 1hned p]yne 2e ¢(E,) < ¢{E,, ..., E,}, coZ je poza-

dovana podmlnka.

Podminka nalezend v lemmatu 7 je vSak zajimavd jen teoreticky, protoZe pfevadét
minimdlni implikanty na odpovidajici ¢leny tindf-y je mdlo u€inné.

Vzhledem k hleddni specializovanych a u€inné&jiich algoritmit neZ je Quinetv je
dulezité fesit

Problém 6. Udejte nutné a postacujici podminky, kdy se z mnoZiny vSech mini-
mdlnich implikant dané booleovské funkce dd vybrat vice neZ jedna minimdlni
disjunktivni forma. Udejte nutné a postacujict podminky, kdy booleovskd funkce
md prdvé k riznych minimdlnich disjunktivnich forem.
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5. SYMETRIE BOOLEOVSKYCH FUNKCI

Ve vySe uvedeném piikladu s 12 minimdlnimi implikantami jde o booleovskou
funkci majici 6 minimdlnich disjunktivnich forem. Na prvni pohled se vtird domnénka,
Ze zde budou vyznamnou roli hrdt symetrie booleovskych funkci.

Je tfeba, aby nedochdzelo k nedorozuménim, rozlisit dvoji pojeti funkce. Funkce
n-proménnyeh, n = 1, bez pojmenovdni (proménnych), je mnoZinou (n + 1)-tic,
kterd spliiuje podminku, Ze neexistuji dv& rizné (n + 1)-tice, které by mé&ly prvnich n
prvku stejnych. Tedy lze fici, Ze tato funkce n-proménnych je zaddna tabulkou
s (n + 1) sloupci, které jsou pevné uspofddané (posledni (n + 1)-ty sloupec je
sloupec funkénich hodnot). Jestlize viech n prvnich sloupcii neboli prvnich n mist
v (n + 1)-ticich n&aké funkce n proménnych bez pojmenovdni promé&nnych po-
jmenujeme navzdjem riznymi proménnymi X, X,, ..., X,, dostaneme funkci n pro-
ménnych s pojmenovdnim proménnych.

Dvé funkce bez pojmenovdni jsou stejné, kdyZ jsou stejné mnoZinové, tj. tabulku
jedng lze prevést v tabulku druhé vymeénou fadki.

Naproti tomu dvé funkce s pojmenovdnim jsou stejné, kdyZ maji tytéZ proménné
a kdyZ jednu Ize pfevést v druhou vhodnou zimé&nou prvnich n sloupci (v&etng zdhla-
vi v némZ jsou promé&nné) a pfipadné i zém&nou rddka.

Tedy napf. v tabulkdch 1. a 2. jsou dvé€ stejné funkce s pojmenovdnim,

Tab. 1 Tab. 2
x y x'+y y x x4y
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
Tab. 3 Tab. 4
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1

ale v tabulkdch 3. a 4., které vznikly z tabulek 1. a 2. prost€ vymazdnim proménnych,
jsou dvé rizné funkce bez pojmenovani.

Ztejm& z jediné funkce n proménnych bez pojmenovéni lze dostat nekone&ng
mnoho réznych funkci n prom&nnych s pojmenovdnim (podle volby promé&nnych)
a pfedepiSeme-li n riznych proménnych, jimiZ maji byt sloupce pojmenovany, pak
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Ize dostat nejvyse n! riznych funkci s pfedepsanym pojmenovanim (kolik jich bude
riiznych zdleZi prévé na symetriich). Ale také naopak od jedné funkce n proménnych
s pojmenovanim Ize dostat nejvyse n! riiznych funkci bez pojmenovani.

Funkce n proménnych bez pojmenovdni je symetrickd vici i-té a j-té sloZce, kde
1 £ i, j £ n, jestliZe vyménénim i-té slozky j-tou a naopak v kazdé (n + 1)-tici
dané funkce dostaneme funkci, kterd je stejnd s vychozi, tj. mnoZina (n + 1)-tic
se nezméni. S ohledem na tabulku lze fici, Ze funkce je symetrickd vidi i-tému a j-tému
sloupci, kdyz jejich vymé&nou vznikne tabulka, li§ici se od ptivodni jen vyménou fadki.
Je tedy vidét, Ze funkce bez pojmenovani, zadand tabulkou 3 neni symetricka,

Je-li funkce symetrickd vii¢i i-tému a j-tému sloupci a také vuci j-tému a k-tému
sloupci, pak zfejmé je symetrickd i viiéi i-tému a k-tému sloupci. Tedy bindrni relace
symetri¢nosti vii¢i dvojicim sloupcti je ekvivalenci a proto se mnozina vsech sloupcit
(¢ili mnoZina pfirozenych &isel 1,2, ..., n, kterd uddvaji pofadi sloupcii v tabulce
v uspofdddni zleva doprava) jednoznaéné rozloZi na neprdzdné a navzdjem disjunktni
podmnoZiny navzdjem symetrickych sloupcii. Necht T je mnoZina viech sloupctt (&ili
pfirozenych &isel 1, 2, ..., n) a necht Ty, T, ..., T, jsou jeji podmnoZiny, patfici uva-
Zovanému rozkladu, které lze nazvat komponentami symetrie dané funkce. Z pted-
chozich definic je hned vidét, Ze plati

Lemma 8. Jsou-li Ty, ..., T, viechny komponenty symetrie dané funkce bez
pojmenovdni, pak tato funkce je symetrickd viiéi i-té a j-té sloZce tehdy, kdy? existuje
index h, 1 £ h £ t takovy, 2eie T,aje T, '

Je-li nlibovolnd permutace mnoZiny T = T, U ... U T,, pak vyménou i-tého sloupce
za n(i)-ty pro kazdé i e T se dand funkce nezméni (tj. vznikld tabulka se lisi od dané
jen pofadim fddka) tehdy a jen tehdy, kdyZ = = myn, ... m,, kde =; je n&jakd cyklickd
permutace na komponenté symetrie 7; dané funkce proi = 1,2,..., 1.

Odtud je patrno, Ze mnoZina komponent symetriec dané funkce je zobecnénim
pojmu symetrie vii¢i dvéma slozkdm ¢i sloupciim. UvaZované permutace slozek &i
sloupcti Ize nazvat automorfismy symetrie dané funkce. Je potom zfejmé, Ze mnoZina
vSech komponent symetrie dané funkce je systémem transitivity grupy vSech auto-
morfismi, kterd je zfejmé& pfimym soucinem prdvé symetrickych permutacnich grup
definovanych na jednotlivych komponentach symetrie.

Je ihned zfejmé, Ze piejdeme-li od dané funkce bez pojmenovini k né&jaké ji odpo-
vidajici (tj. z ni vzniklé) funkci s pojmenovénim, Ze vSechny pfedeslé pojmy a tuvahy
lze opakovat i v tomto pfipadé, takZe Ize hovofit o symetrii vii€i proménnym x a y,
ddle, Ze relace symetri¢nosti definované na mnoZiné viech proménnych P je zase ekvi-
valenci a koneéné€, Ze podmnoZiny P; pfislu§ného rozkladu lze nazvat komponentami
symetrie dané funkce. JestliZe vime napf., Ze i-ty sloupec byl pojmenovdn promén-
nou x; pro i = 1,2,...,n, pak mezi T; a P; je uréeno jedno-jednoznalné pfifazeni
a zfejmé funkce s pojmenovdnim je symetrickd vii€i proménnym x; a x; pravé tehdy,
kdyZz po vymé&n€ samotnych sloupci pojmenovanych x; a x; v n&jaké tabulce (t.
bez vymény jejich zdhlavi x; a x;) dostaneme tabulky téZe funkce s pojmenovdnim.
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Ve zvoleném piipadé proménné x,, ..., x, jsou olisloviny a tedy dovoluji zvolit
jedno vyznaéné uspofdddni, totiZ podle velikosti indexdt. V tomto pfipadé€ se obvykle
mezi vemi moZnymi tabulka uvaZované funkce s pojmenovédnim voli jedna vyzna¢nd,
totiZ ta, jejiZ i-ty sloupec je prdvé pojmenovdn proménnou x; pro i = 1,2, ..., n.
Je tedy zfejmé, Ze v tomto pripadé se dd najit pfirozené jedno-jednoznaéné piifazeni
mezi funkcemi s pojmenovanymi proménnymi X,, ..., X, 2 odpovidajicimi funkcemi
bez pojmenovdni.

Aviak funkce s pojmenovanymi proménnymi byly zavedeny proto, Ze se zaddvaji
nikoliv tabulkou, ale n&jakym funkénim vyrazem, ktery zdleZi na zvolenych zdklad-
nich funkcich, z nichZ ostatni skldddme. Zde jde pfirozen€ o booleovské funkce a tedy
o booleovské vyrazy. Je totiZ ihned zfejmé, Ze promé&nnymi booleovského vyrazu lze
nazvat viechny ty proménné, které se v ném vyskytuji. Pak ovSem je patrno, Ze existu-
je pfirozené pfifazeni mezibooleovskymi vyrazy a booleovskymi funkcemi s pojmeno-
vanymi promé&nnymi, totiZ vyhodnocenim kaZdého booleovského vyrazu (obsahuji-
cim n&jaké proménné) dostaneme jedinou booleovskou funkci se stejnymi promén-
nymi jako md dany vyraz (to je piipad vyrazu x’' + y v tab. 1 a 2), ale obecné, tj.
n&kdy, dostaneme vice neZ jednu booleovskou funkci bez pojmenovanych promén-
nych (to je pfipad dvou riiznych funkci v tabulce 3 a 4).

Konecné je tfeba si uvédomit, Ze zjisSfovat rozmanité symetrie dané booleovské
funkce, tj. viechny mozZné dvojice sloupcti, vii¢i nimZ je dand funkce symetrickd, je
velice zdlouhavé. KdyzZ k tomu pfipojime, Ze navic velmi ¢asto jsou booleovské funkce
zaddny booleovskymi vyrazy a tedy pfi zjiStovdni symetrii je pfedev§im tfeba sestavit
jejich tabulky, pak je Zddouci najit n&aké jiné podminky (neZ defini¢ni), které se
tykaji pfimo booleovskych vyrazii a které by bylo moZné provéfovat snadnéji.
Potiz zde miZe byt v tom, Ze kazdd booleovskd funkce s pojmenovanymi proménny-
mi miiZe byt vyjadiena nekoneéné mnoha riiznymi booleovskymi vyrazy a my chceme
o jejich symetriich rozhodnout podle kreréhokoliv z nich. Proto je pfedev§im tfeba
najit n&aké takové vlastnosti booleovskych vyrazfi, které se neméni pti prechodu
k jinym vyraztim, které vSak vyjadfuji tutéz funkci.

Lemma 9. Nechf n je libovolnd permutace booleovskych proménnych (x,, ..., Xp)
a necht f* pfip. g* je booleovsky vyraz, ktery vznikne o booleovského vyrazu f
PFip. g tak, ¥e misto kaZdého vyskytu proménné x; se dosadi n(x;) proj = 1,..., n.
Jsou-li x4, ..., x, spolecné proménné vyrazii f a g a je-li f = g, pak f* = g*.

Dtkaz. Bez Gjmy na obecnosti pfedpokldddme, Ze mezi proménnymi xg, ..., X,
se vyskytuji viechny proménné vyskytujici se v f nebo v g (v opaném piipad& chybé-
jici proménné pfiddime k proménnym x,, ..., X, a # rozsifime tak, aby kaZdou pfi-
danou proménnou pfevddéla v sebe).

Jestlize ve vyrazu f misto kaZdého vyskytu proménné x; dosadime booleovskou
konstantu i; pro kazdé j = 1, ..., n, pak dostaneme tyZ booleovsky vyraz (bez pro-
ménnych), ktery dostaneme z vyrazu f* jestlize v n€ém misto kaZdého vyskytu pro-
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ménné 7(x;) dosadime booleovskou konstantu i; pro j = 1, ..., n (protoZe f* vznikne
z f dosazenim n(x;) tam, kde bylo x; pro j = 1, ..., n). Po uvedeném dosazeni vyja-
dfuji fi f* touZ booleovskou konstantu. AvSak toté7 platii pro vyrazy g a g*, v nichz
dosazujeme i; za x; a za n(x;) pro j = 1, ..., n. Nyni viak je zfejmé, Ze z f = g plyne

f*=g*

Véta 1. Booleovskd funkce s pojmenovdnim je symetrickd vii¢i proménnym x a y
tehdy a jen tehdy, kdy? pro néjaky booleovsky vyraz f, ktery tuto funkci vyjadfuje,
plati toto: je-li f* booleovsky vyraz vznikly z booleovského vyrazu f tim, fe kaZdy
vyskyt proménné x prip. y v f se nahradi vyskytem proménné y pFip. x, pak f* = f,
tj. f* i f vyjadFuji tutéZ booleovskou funkci.

Diikaz. Necht pro néjaky booleovsky vyraz f, ktery vyjadfuje danou booleovskou
funkci s pojmenovanim, plati f* = f. Pak staci si uvédomit, Ze z libovolné tabulky
s pojmenovanymi sloupci, kterd vznikla vyhodnocenim vyrazu f (a kterd je tedy vlast-
né& danou funkci), dostaneme — vyménou jejich sloupcii, pojmenovanych prom&nnymi
x a y — tabulku, kterd vznikne vyhodnocenim vyrazu f*. To oviem znamend, Ze
dand funkce je symetrickd vici proménnym x a y. A podle lemmatu 9 toto rozhodnuti
o symetrii nezdvisi na volbé& vyrazu f, nebof pro libovolny jiny vyraz g, ktery vyjadfuje
danou funkci, plati f = g, odkud plyne, podle lemmatu 9, f* = g*. AvSak pomoci

= f, odtud plyne i g* = g, takZe pfedchozi uivaha povede k rozhodnuti o sy-
metri€nosti i pfi volb€ vyrazu g.

Necht naopak dand booleovskd funkce s pojmenovdnim je symetrickd viici pro-
ménnym x a y, tj. necht pro (n&akou) jeji tabulku s pojmenovanym zahlavim plati,
Ze vyménou sloupcii x a y (bez vymény samotného zdhlavi, tj. promé&nnych) vznikne
tabulka, kterd se od pivodni li§i jen pofadim fadkd. AvSak dand tabulka je tabulkou
(n&jakou), kterd vznikne pfi vyhodnoceni libovolného vyrazu f, ktery danou funkci
vyjadfuje, a ddle novd tabulka je zfejm& (n&jakou) tabulkou, vzniklou vyhodnocenim
vyrazu f*. To znamend ovSem f* = f.

UZite€nost véty 1 je v tom, Ze dovoluje dokazovat obvyklymi prostfedky booleovy
algebry rovnost nebo nerovnost mezi vyrazy f a f*, misto aby se pfimo pracovalo
s pEislu§nymi tabulkami.

Problém 7. Jaky tyj) symetrie booleovskych funkci je postacujici podminkou pro
to, aby tyto funkce mély vice ne? jednu minimdlni disjunktivni formu?

Ze v obecném piipadé jakdkoliv symetrie neni nutnou podminkou pro to, aby boo-
leovskd funkce méla vice nez jednu minimdini disjunktivni formu, plyne z ndsleduji-
ciho ptikladu. Booleovskd funkce xz' + yz’' + xyz’ + xy'w md dv€ minimdlni
disjunktivni formy: kromé jiZ uvedené je to druhd xz’ + yz’ + xyz’ + xz'w. Obé se
od sebe 1i§i jen v poslednich minimdlnich implikantdch xy'w a xz'w, ale dand funkce
patrn€ neni symetrickd vici y a z a patrn€ ani vidi jinym dvojicim proménnych.

Naproti tomu napf. booleovskd funkce dand vyrazem xyz’' + xyz’ + xy'z +
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+ xyz" + xy'z’ + xy"z, kterd je zfejmé& symetrickd vii kazdym dvéma proménnym,
md mnoZinu viech implikant {xz’, xy’, yz’, xy’, yz’, xz'} a md prdv& dv& minimdlni
disjunktivni formy xy" + yz' + zx" a xy' + yz' + zx'.
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Summary

THE PROBLEMS IN MINIMALIZATION THEORY OF BOOLEAN
EXPRESSIONS

KareL CULIK, Praha*)

There are proved several partial results and mentioned the particular motivations
concerning the following problems:

Problem 1. Find easy verifyable, as weak as possible, sufficient conditions when the
given set of elementary conjunctions is a set of all prime implicants of a boolean
function with given variables!

Problem 2. Let {E 1> -+ E}, p 2 1, be the set of all prime implicants of a boolean
function with variables x,, ..., x,, n = 1 alet E,,  is an elementary conjunction over
the same variables. Find the necessary or sufficient (or both necessary and sufficient)
conditions when {El, .oes Ep, Ep+1} is the set of all prime implicants of a boolean
function again!

Problem 3. Find the necessary and sufficient conditions when a partial ordered set
is isomorphic to the set of all implicants of a boolean function which is partially
ordered by the requirement ,,to be part of !

Problem 4. Determine the maximal number u(n) [or pg(n)] of prime implicants
[having the length k] of boolean functions with n variables [1 < k < n]!

*) This paper was supported by the Faculty of Electroengineering of the Technical university
in Brno and was prepared and read in the research seminar at its department of applied mathe-
matics in 1967/68.
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What are the necessary and sufficient conditions when the given sequence of integers
(my, ..., m,) satisfies the following requirement: there exists a boolean function with n
variables having exactely m, prime implicants of the length k for k = 1,..., n?

Problem 5. Find the necessary and sufficient conditions when the given prime
implicant of a boolean function belongs to each minimal disjunctive form of it!
Such a prime implicant is called necessary. Determine the necessary and sufficient
conditions when the given boolean function does not have any necessary prime
implicant!

Problem 6. Find the necessary and sufficient conditions when the given boolean
function has more than one minimal disjuntive form [or has exactely k > 1 different
minimal disjunctive forms]!

Problem 7. What types of symmetry of a boolean function are and what are not

sufficient condition for the existence of more than one minimal disjunctive form of
that function?
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