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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 94 (1969), Praha
ULOHY A PROBLEMY

-

ReSeni iilohy &. 3 (autor Jan Mafik) z ro¢. 81 (1956), str. 247.

Uloha: Rozhodnéte, zda plati tato véta: Budte G, H oteviené konvexni mnoZiny
v obydejném trojrozmérném (event. n-rozmérném) prostoru. MnoZina H bud ome-
zend a necht H ¢ G. Nechf funkce f md omezené spojité (resp. omezené) derivace
proniho Fadu na mno%iné G — H. Potom je funkce f stejnomérné spojitd (na G — H).

1. Oznateni. Pro ce E,, R > 0 bud Q(c, R) = {x; Ix - cl < R} (koule). Symboly
M, M°, hr M rozumime uzdvér, vnitiek, hranici mnoZiny M < E,. Body prostoru E,
(n> 1) budeme n&kdy psdtve tvaru[x, y],kde x € E,_,, ye E;.Prox, ye E,bud x. y
skaldrni souéin x a y; xy bud pro x =+ y asetka o koncovych bodech x, y; prox = y
bud xy = {x}. Konvexnim t&lesem v E, rozumime kompaktni konvexni mnoZinu
s neprdzdnym vnitfkem.

2. Lemma. Bud M neprdzdnd oteviend mnoZina v E,, parcidlni derivace proniho
Fddu funkce f budte omezené v M. Potom existuje a > 0 s touto vlastnosti: je-li
x,yeM,Xy = M, pak |f(y) — f(x)| £ ofy — x|.

Dakaz. Necht pro kazdé zeM a i = 1,2,...,n plati |0f(z)[ox;| £ «;. Necht
jsou splnény pfedpoklady lemmatu. MiZeme pfedpoklddat, Ze x + y. Pro t € 0, 1)
polozme z(t) = x + #(y — x). Pro kaZzdé te (0, 1) zfejm& existuje n-rozm&rny
otevieny interval I,, ktery obsahuje bod z(f) a splituje vztah I, = M. ProtoZe je €0, 1)
kompaktni, existuji &isla 0 = t, < t;, < ... < f, = 1 tak, Ze oznatime-li z; = z(t,),
je kazdd usetka z;_,z; obsaZena v n&kterém I,. Nechf z; = [z}, 2%, ..., z7]. Ze
zndmé véty (napf. V. Jarnik: Diferencidlni po&et II, Praha 1955, véta 182) plyne, Ze

|f(zi) "f(zi—1)l = “1j§:1|z{ - Z{—xl = \/(") lzi - Zi-1!
(i=1,2,..., k). Je oviem
150) = 1] = | 506G = 1] £ 300 ) a2 = 20t = a0 o) |y = .
Nyni poloZime @ =a J(n) + 1.

3. Lemma. Bud K konvexni téleso v E, (n > 1), c € hr K. Potom existuje w € K°
takové, 2e K < {x; (x — ¢).(w = ¢) 2 0}
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Dukaz MuiZeme pfedpoklddat, ze ¢ = 0 (= [0,0,...,0]). Bud N = {v; ve E,,
K < {x; x.v £ 0}}, N, = {x; —x € N}. Snadno zjistime, Ze N, je neprdzdnd konvexni
mnoZina. ProtoZe K je konvexni t&leso, je K® neprdzdnd konvexni mnoZina. Pfedpo-
klddejme, Ze K° n N, = 0; odvodime spor. Pro mnoZiny K° N, pouZijeme zndmé
véty o oddé€lovani konvexnich mnoZin (napf'. F. Valentine: Convex Sets, New York
1964, véta 2.9). Z této vity plyne, Ze existuje 0 + v, € E, a A€ E, tak, ze K° <
c{x;x.v; £} aN, < {x; x.v, = 1}. ProtoZe 0 € N,, je A < 0. Ze spojitosti skaldr-
niho soucinu a ze vztahu 0 e hr K° plyne, Ze 1 = 0. Je tedy A = 0. Protoze K je
konvexni t&leso, je K° = K a tedy zfejmé K < {x; x.v, < 0}. Odtud plyne, Ze v, € N,
tedy —v, € N;. To oviem znamend, Ze —v,.v, = -lvllz = 0. To je spor, nebot
v; #+ 0. Existuje tedy we K® n Ny. Pro toto w je zfejm& K = {x; x.w = 0}.

Lemma je dokdzano.

4. Lemma. Bud K konvexni téleso v E, (n > 1), ce hr K. Existuje 4 > 0 s touto
vlastnosti: Je-li 0 <6 < A a uy,u,€Qc,8) — K, existuji body ul,u, tak, %e

mnoZiny u uy, ujus, uuy jsou obsazeny v Q(c, 8) — K.

Dutkaz. Necht w md stejny vyznam jako v lemmatu 3. Nejprve pfedpoklddejme,
Zec=0aw=][0,9], $ > 0. Polozme K, = {y;[x, y] €K} pro xeE,_,; déle
polozme K’ = {x; x€ E,_,, K, n K® # 0}. ProtoZe K je konvexni téleso, existuji
pro kazdé x e K’ &isla a, < B, takovd, Ze K, = {a,, f,>. Z lemmatu 3 plyne, Ze pro
takovd x je o, = 0 a ddle pro x = [0,...,0]€E,_; je 0 = a, < § < B,. Odtud
snadno plyne, Ze existuje 4 > 0 tak, Ze Q(0,4)NE,_, < K’ a Ze pro [x,y]e
€Q0,4) -~ Kjey < a,.BudnyniO < 6 < 4,u; = [x;, y;]€Q0,8) - K,i =1,2.
Existuje zfejmé ¢; < 0 tak, Ze u; = [x;, ¢;] € (0, 6), a protoZe y; < a,, je uu; =
< Q0, 8) — K. Je oviem uje Q(0, 8) n {[x, y]; y < 0}, coZ je konvexni mnoZina
disjunktni s K, a tedy ujuj = ©(0,8) — K. Pro ptipad, Ze ¢ =0 a w = [0, 8]
(9 > 0), je lemma dokdzdno.

V obecném piipad€ poloZzme 3 = ]w — cl > 0 a sestrojme isometrické zobrazeni ¢
prostoru E, na E, takové, Ze ¢(c) = 0 a ¢(w — ¢) = [0, §]. Takové zobrazeni jist&
existuje. Nynf aplikujeme prvni ¢dst dikazu.

5. Véta. Budte G, H oteviené konvexni mnoZiny v E,. Bud G + O, mnoZina H bud
omezend a necht H = G. Bud f funkce na G — H s touto vlastnosti: existuje o > 0
tak, Ze plati

(1) [f() = f(x)| S oy — =],
kdykoli x,ye G — H, Xy = G — H. Potom je funkce f stejnomérné spojitd na
G- H.

Dukaz. Je-li H = 0, je mnoZina G — H konvexni a z (1) tvrzeni ihned plyne. Bud
tedy H % 0. Je-lin = 1, je oviem G — H sjednocenim dvou disjunktnich otevienych
intervali. Odtud a z (1) je platnost tvrzeni zfejmd.
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V dalgim pfedpokldddme. ¢ H + @ a n > 1. Oznaéme M = G — H. MnoZina M
je oteviend a H je konvexni t&leso.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni véty neni sprdvné. Potom existuje ¢ > 0 a body x,,, x,
(m = 1,2,...) z M takové, Ze pro kazdé m je

®) bem — 0] <,
m

©) i lEARECAIETS

Tvrdime, Ze posloupnost {x,,,} je omezend. Kdyby tomu tak nebylo, existoval by, jak
snadno zjistime, otevieny poloprostor P disjunktni s H tak, Ze pro nekone&n& mnoho
indexd m by platilo x,, € P, x,, € P. Pak by oviem byla mnoZina PAn M =PnNnG
konvexni a tedy vzhledem k (2) a (1) bychom dostali pro dostate¢n& velké m spor
s (3). Posloupnost {x,,} md tedy alespoii jeden hromadny bod. Oznadme ho y. Je
y € M. Existuje posloupnost {x,,} vybrand z posloupnosti {x,}, pro niz x,, — y.
Pi¥me y, (resp. y;) misto x,,, (resp. x,,)- Je tedy

(4)' Ve >y
a vzhledem k (2) také
) Ve -

Bod y ziejmé& nelezi v H. Kdyby viak neleZel v H, byl by prinik dostate¢n& malé koule
o stfedu y s mnoZinou M konvexni a vzhledem k (4), (5), (1) bychom dostali spor s (3).

Z pfedpokladu, Ze f neni stejnom&rné spojitd v M, tedy plyne, Ze existuji posloup-
nosti {y,}, {yi} bodtt z M a bod y € hr H tak, e plati (4), (5) a Ze pro kazdé pfiroze-
né k je

(6) [f) = f)| z e

Ziejmé existuje 4, > 0 tak, Ze Q(y, 4,) — H = M. V lemmatu 4 polozime K = H,
¢ = y a sestrojime pfislu¥né &slo 4 > 0. Ddle poloZme § = min (4, 4,, $ea™").
Ze (4) a (5) plyne, Ze existuje pfirozené &islo i tak, Ze y; € Q(y, 8), y; € Q(y, 6). Pted-
poklady lemmatu 4 jsou spln&ny, poloZime-li y; = uy, ¥; = u,, y = ¢, H = K. Nyni
podle tohoto lemmatu sestrojime body u}, u5. ProtoZe kazdd z mnoZin u uj, u,u,,
uuy lezi v Q(y, 8) — H = M, je podle (1)

If) = FO)| = 1F(s) = f(d)| + |f(ur) = fQus)| + |f(u3) — ()] < «. 65

Vztah l f(») — f(¥3)| < ¢ je viak ve sporu s (6). Je tedy f stejnomé&né spojitd na
G — H. Véta je dokdzdna.

€.

IIA

6. Poznamka. O mnoZindch G, H necht plati pfedpokleidy véty 5. Z lemmatu 2
a véty 5 zejména plyne toto: Necht funkce f md omezené derivace prvniho fddu na
mnoZin& G — H. Potom je funkce f stejnom&rné spojitd (na G — H).

Ivan Netuka, Praha
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