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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973). Praha 

POZNÁMKA K ČLÁNKU V. PETRŮVA 

PAVEL KALÁŠEK, Ostrava 

(Došlo dne 1. června 1971) 

Buď C prostor spojitých funkcí na intervalu <0, 1> s obvyklou metrikou. V práci 
[2] je ukázáno, že existuje množina 5 c C , prvé kategorie v C tak, že pro každou 
funkci / e C - B a pro každé t e (0, 1) je 

(1) f(t) = lim sup f(* + h)-f(t-h) = + o o ^ 
/>-o 2h 

fs(t) = hm mf •--- -—--- '- = - c o . 
h-*o 2h 

V práci [1] je uvedena konstrukce takovéto funkce. 

V této poznámce udáme jednoduchý obecný postup ke konstrukci takové funkce, 
z něhož vhodnou specialisací plyne zjednodušení podstatné části důkazu uvedeného 
tvrzení v práci [2] a i jednodušší konstrukce, než je uvedena v [1]. 

1. Buď g(f) spojitá funkce definovaná v (—co, -foo), periodická s periodou 1, 
0 ^ g g 1 a nechť existují kladná čísla a, p, y tak, že platí 

a) 

(2) \g(h) - g(h)\ á cc\h - h\ 

pro všechna t u t2, 

b) pro každé t existuje číslo h^t) (i = 1, 2) tak, že /? š h,(t) < 1 a platí 

(3) 2y h^) < ( - l ) i + 1 (g(t + h^)) - g(t - h,(t))) , i -, 1, 2 . 

Buď 1 < 4 < B a položme 
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Funkce f je zřejmě spojitá. Označme hik(t) = hi(Bkt)JBk pro i = 1, 2, fc = 1, 2,. . . 
Je tedy 

W £ -M0<£. 
Zvolme ř pevné. Pro i = 1, 2, fc = 1, 2, . . . je dle (2)-(4) 

( lV+i/O + M0)^/(^M0) > r^Y kr*(B\* Bk f 1 > 
V ' "" / X VAZ n = 0 \AJ 2/?n=Í+i ^ 2hi>k(í) \Aj n = 0 VA/ 2Pn = k+lAn 

/B\k / _ jxA 1 \ 

\Aj V B - A 2P(A - 1)J ' 

což je pro B > A(l + 4oc/y), A > 1 + 2/jSy jistě větší než i(BJA)k y. Platí tedy (1), 
tj. funkce f má v každém bodě horní symetrickou derivaci +oo, dolní — oo. 

2. Buď q>(h) kladná funkce definovaná v intervalu (0, + oo), lim <p(h) = 0. V práci 
h-+0 + 

[2] je ukázáno, že množina A těch feC, pro něž pro každé t e (0, 1) je 

f(t + h)~ f(t - h) t v . f(t + h) - f(t - h) 
hrn sup J-± '- ^ L = + oo , hrn inf J-± '-—=--- '- = - co 

n^o+ cp(h) n-o + cp(h) 

tvoří residuel, tj. C - A je prvé kategorie. Z [2] (str. 338-339) vyplývá, že k důkazu 
tohoto tvrzení stačí ukázat, že pro každé přirozené n > 1 je množina Bn těch feC, 
pro něž existuje t e <l/n, 1 — l/n>'tak, že pro všechna h e (0, l/n> platí 

f(t + h)-f(t-h)šn<p(h) 

řídká v C. Stejně jako v [2] ukážeme, že množiny Bn jsou uzavřené. Protože polyno­
my jsou husté v C, stačí jako v [2] ukázat toto: 

K danému přirozenému n > 1, danému polynomu p a k danému r > 0 existuje 
fe C tak, že |f| < r a p + fe C - Bn. 

Buď M > 0 takové, že \p(t + h) - p(t - h)\ S 2Mh pro všechna te <l/n, 
1 - l/n>, 0 < h < 1/n a buďf(ř) = g(Bkt)\Ak, kde g je funkce z odst. 1, 1 < A < B. 
Označme \l/(h) = sup <p(w). Je tedy \j/ neklesající, lim \l/(h) = 0. Buď te(\\n, 

0<n_\h n->0 + 

1 — l/n>. Potom je 

P(t + huk(t)) + f(t + hUk(t)) - p(t - hUk(t)) -f(t - huk(t)) ^ 

<KM0) 

= U0)W в 
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Volíme-li tedy A a Ba přirozené číslo k tak, aby 

'BY 4M 

УA) > yB ' 

1 yB 
— > n , 

ф(Bk) 2Ak 

B~k <-, A~k < r, 
n 

má funkce / požadované vlastnosti (snadno nahlédneme, že dokonce pro každé 
pevné k lze zvolit A a B tak, aby tyto podmínky platily). 

3. Zbývá tedy ukázat jednoduchou volbu funkce g z 1. Volme 

a(í) = f min (3{í},l -{,}), 

kde {t} označuje zlomkovou část čísla t. Volíme-li ht(t) (i = 1, 2) jako nejmenší klad­
né číslo, pro něž je 

g(t - hx(t)) = g(t + h2(t)) = 0 pro ^ min ({r}, 1 - {ř}), 

g(t + hx(t)) = g(t - h2(t)) = 1 pro ostatní ř, 

zjistíme snadno, že stačí volit a = 4, /? = | , 7 = | . Touto volbou funkce g dostaneme 
výše uvedeným postupem zjednodušení příslušných částí prací [1] a [2]. 
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Summary 

NOTĚ TO A PAPER BY V. PETRŮV 

PAVEL KALÁŠEK, Ostrava 

This páper describes a simple generál proceduře for the construction of a conti-
nuous function within the interval <0, 1> which for every t e (0, 1) meets the condi-
tion (1). A suitable specialization of this proceduře simplifies the substantial part of 
the proof of the theorem presented in [2]; it also permits a simpler construction of 
the function than is described in [1]. The finál part of the páper presents a simple 
concrete example of such a function. 
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