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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 98 (1973), Praha

POZNAMKA K CLANKU V. PETRUVA

PAVEL KALASEK, Ostrava
(Doslo dne 1. ¢ervna 1971)

Bud C prostor spojitych funkci na intervalu <0, 1) s obvyklou metrikou. V préaci
[2] je ukazano, Ze existuje mnoZina B = C, prvé kategorie v C tak, Ze pro kaZdou
funkci fe C — B a pro kazdé te(0, 1) je

f(t+h)—f(t—h)= too
2h ’

(1) f%(t) = lim sup
h—0

s SR = ft=h)
() = ]ll’:l_’lélf 5 =

®© .

V préci [1] je uvedena konstrukce takovéto funkce.

V této poznamce udédme jednoduchy obecny postup ke konstrukci takové funkce,
z néhoZ vhodnou specialisaci plyne zjednoduseni podstatné &4sti ditkazu uvedeného
tvrzeni v praci [2] a i jednodussi konstrukce, neZ je uvedena v [1].

1. .Bud ¢(¢) spojita funkce definovana v (—oo, + o), periodicka s periodou 1,
0 £ g £ 1 a necht existuji kladna &isla a, f, y tak, Ze plati

a)
@ la(t,) = g(t2)] < aft, — 12
pro viechna t,, t,,

b) pro kazdé ¢ existuje &slo () (i = 1, 2) tak, %e f < hy() < 1 a plati
3 2y ht) < (=1)"** (g(t + h(9)) — g(t — h(9)), i=1,2.

Bud1 < A < B a poloZzme

1) = g”o y(j:t) ‘
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Funkee f je zfejm& spojitd. Oznadme h; ,(t) = h(B)[B* pro i = 1,2, k = 1,2, ...
Je tedy

1
@ li:; S o) < .

Zvolme tpevné. Proi = 1,2,k = 1,2, ... je dle (2)—(4)

(= 1)+t (4 hia() = St = higl®) y(g)k —kfa <§>,. B e

2h, (1) A) 2B n=ay A"

B\* aA 1
>{=)(y-— - ,
A B—A 2p(A-1)
coz je pro B > A(1 + 4afy), A > 1 + 2[py jist& v&i nez 1(B[A)* y. Plati tedy (1),
tj. funkce f ma v kazdém bodé& horni symetrickou derivaci + oo, dolni — oo,

n=0

2. Bud ¢(h) kladna funkce definovana v intervalu (0, + o), lim (/) = 0. V praci
R0+
[2] je ukédzéno, Ze mnoZina 4 t&h f e C, pro n&z pro kazdé 1 € (0, 1) je

timsup LEEN =S =) _ oy i g P =S B)
ho¥ o(h) B0+ o(h)

— 0

tvofi residuel, tj. C — A je prvé kategorie. Z [2] (str. 338—339) vyplyva, ze k ditkazu
tohoto tvrzeni sta¢i ukazat, Ze pro kazdé pfirozené n > 1 je mnoZina B, téch fe C,
pro n&Z existuje t € {1/n, 1 — 1/n) tak, Ze pro viechna h e (0, 1/n) plati

f(t+h)y—f(t—h) g n ¢(h)

fidka v C. Stejné jako v [2] ukaZeme, Ze mnoZiny B, jsou uzaviené. ProtoZe polyno-
my jsou husté v C, stadi jako v [2] ukazat toto:

K danému pfirozenému n > 1, danému polynomu p a k danému r > 0 existuje
feCtak, Ze |f|<rap+feC — B,

Bud M > 0 takové, Ze |p(t + h) — p(t — h)| < 2Mh pro vSechna te (1/n,
1—1/n),0 < h < 1/nabud f(t) = g(B*)/A, kde g je funkce z odst. 1, 1 < A < B.
Oznaéme Y(h) = sup ¢(u). Je tedy ¥ neklesajici, lim y(h) = 0. Bud te(l/n,

O<nsh B0+

1 — 1/n). Potom je

p(t + hy (1) + f(t + hy (1) = p(t — hy (1) = f(t = By () 5
(hy (1)) -
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Volime-li tedy 4 a B a pfirozené &islo k tak, aby

B\* 4M 1 9yB
’ 1) > B’ YT
A yB Y(B*) 24
-k 1 —k
B < —, A <r,
n

mé funkce f poZadované vlastnosti (snadno nahlédneme, Ze dokonce pro kazdé
pevné k lze zvolit 4 a B tak, aby tyto podminky platily).

3. Zbyva tedy ukazat jednoduchou volbu funkce g z 1. Volme

g(t) = 3min (3{z}, 1 — {r}),
kde {} oznauje zlomkovou &4st &isla ¢. Volime-li (1) (i = 1, 2) jako nejmensi klad-
né islo, pro néz je
g(t — hy(t)) = gt + hy(t)) =0 pro 3 <min({t},1 - {r}),
g(t + hy(t)) = g(t — hy(t)) =1 pro ostatni ¢,

< Touto volbou funkce g dostaneme

zjistime snadno, e stadi volita = 4, f = 3,y =
Fislusn ych &asti praci [1] a [2].

vySe uvedenym postupem zjednoduseni piis
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Summary
NOTE TO A PAPER BY V. PETRUV

PaveL KALASEK, Ostrava

This paper describes a simple general procedure for the construction of a conti-
nuous function within the interval (0, 1) which for every ¢ € (0, 1) meets the condi-
tion (1). A suitable specialization of this procedure simplifies the substantial part of
the proof of the theorem presented in [2]; it also permits a simpler construction of
the function than is described in [1]. The final part of the paper presents a simple
concrete example of such a function.
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