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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 89 (1964), Praha

ROZKLAD ELEMENTARNI KRIVKY NA JORDANOVY KRIVKY

Iia CernY, Praha

(Doslo dne 5. listopadu 1962)

Dokazuje se, Ze (orientovanou) uzavienou kfivku (v rovingé), kterd sama
sebe protind jen konecnékrit, lze ,,rozloZit*‘ na systém (orientovanych)
Jordanovych kfivek tak, Ze kazdé dve kfivky xy, x, systému maji jen kone¢ng
mnoho pruselikd a Ze vnitfek x; je obsaZen bud ve vnitiku nebo ve vnéjsku
%5- Uvedeny systém Jordanovych kfivek je sestrojen efektivné.

1. MnoZinu viech realnych &isel budeme oznacovat E, otevienou (resp. uzavienou)
Gaussovu rovinu E (resp. S). Krivkou budeme rozumét kazdé spojité zobrazeni ¢
(jakéhokoliv kompaktniho) intervalu o, 8 = E; do E. Body ¢(x), ¢(B) jsou krajni
body kiivky ¢; ¢(a) resp. ¢(B) je ptitom jeji pocdtecni bod (p. b. @) resp. koncovy
bod (k.b. ¢). MnoZinu [¢] = ¢(<a, B)) nazveme geometrickym obrazem k¥ivky ¢;
oznatime jesté (¢) = o((a B)) = [@] — {o(x), (B)}-

Je-li ¢ kfivka, definované v {«, f), bude = ¢ znamenat kfivku, definovanou pro
te {—pB, —a) vztahem

(1) (=) (1) = o(-1).

Je ovem pb.(=¢) =kb.¢, kb.(=¢)=pb.o, [~¢] =[¢], (=¢)= (o).
Prechod od ¢ k = ¢ nazyvame zménou orientace k¥ivky o. .

Jsou-li @, ¥ dv& k¥ivky, definované v {a, B> resp. v <y, 6>, pfi¢emZ k.b. ¢ =
= p.b. Yy, bude w = ¢ + ¥ znamenat k¥fivku, definovanou v intervalu {a, B +
+ 6 — y) pfedpisem: ‘

_ e pro tela, B,
@ 6O(t)—< (it —B+7y) pro tedB,B+56—7y).

Misto ¢ 4 (=) budeme (v pfipadg, e k.b. ¢ = k.b. ) kratce psat ¢ ~ . Ana-
logicky se definuje ,,soutet” ¢; + ¢, + ... + ¢, (pro libovolny kone&ny pocet
,stitanci®). Je-li ¢ = @y + ¢, + ... & @,, nazveme kaZdou z k¥ivek ¢, &dstf .

Je jist& ziejmé, co rozumime slovy po Edstech linedrni kfivka a prostd kFivka. Je-li
p.b. ¢ = k.b. ¢, budeme fikat, Ze k¥ivka ¢ je uzavrend. Je-li ¢ uzavrena k¥ivka, defi-
nované v {«, f, a jsou-li parcilni zobrazeni ¢ | <o, f) a @ | (x, B> prost4, budeme
tikat, Ze ¢ je Jordanova kfivka.
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Geometricky obraz prosté (resp. Jordanovy, resp. nekonstantni po &astech line4rni)
ktivky budeme nazyvat obloukem (resp. topologickou kruZnici, resp. lomenou arou).
Krajnimi body (po&dteénim a koncovym bodem) geometrického obrazu n&jaké kfivky
¢ budeme rozumét krajni body (po&atedni a koncovy bod) této kfivky.

Je-li ¢ Jordanova k¥ivka, definovana v intervalu <{«, 8>, a jsou-li z;, z, dva rizné
body z [¢], z1 = ¢(t), z, = ¢(t,), budeme sisekem Jordanovy krivky ¢ mezi body

zy, 2, nazyvat k¥ivku ¢ | <ty, 1,>, je-li t; < t,, ak¥ivku ¢ | (t, BY + ¢ | <o, 1) (kde

prvni resp. druhy s¢itanec odpada, je-li t; = fresp.t, = a), je-lit; > t,. Usek Jorda-
novy k¥ivky ¢ mezi body z,, z; budeme nazyvat usekem komplementdrnim k tseku
této kfivky mezi body z,, z,.

Index bodu z € S vzhledem k uzavrené k¥ivce ¢ (ind,, z) necht je (pro ze S — [¢])
definovén obvyklym zpisobem (viz napf. [1]). Je-li M = S — [¢] souvisl4 neprazd-
na mno#na, je ind, — jak zndmo — konstantni na M; jeho hodnotu na M ozna-
¢ime ind, M. .

Podle Jordanovy véty (viz [1]) je pro kaZdou Jordanovu k¥ivku ¢

(3) S —[¢] =Inte UExte,

kde Int ¢ (vnitFek @) a Ext ¢ (vnéjSek ) jsou neprazdné disjunktni oblasti, jejichZ
spolegnou hranici je [¢]. Oblast Int ¢ je pfitom omezend a ind,(Int @) = + 1
(podle toho, zdali kfivka ¢ je kladné nebo zdporné orientovdna), oblast Ext ¢ je ne-
omezen4 (obsahuje bod o) a ind,, (Ext ¢) = 0. Kazdou oblast Q < S, jejiZ hranic je
topologickd kruZnice, nazveme Jordanovou oblasti.

Budeme fikat, Ze dv& Jordanovy k¥ivky ¢ a y se protinaji podstatné, je-li
@) [e] nInt ¢ + 0 + [¢] nExt ¢ 1)

Poznéamka 1. Jak snadno nahlédneme, plati toto tvrzeni: K tomu, aby Jordanovy
kfivky @ a  se podstatné protinaly, je nutné a stadi, aby kaZdd oblast K, pro niZ je
[¢] = H(K),?) méla spolecné body jak s Int Y, tak s Ext y. Podle Jordanovy véty je
[¢] = H(Int @) = H(Ext ¢); odtud vyplyva, Ze protinaji-li se kfivky ¢, ¥ podstatné,
protind kazdd z mnoZin Int @, Ext ¢ kaZdou z mnoZin Int , Ext . Ctenaf se snadno
presvéddi, Ze plati také obrdcené tvrzeni.

2. V dalS§im budeme potfebovat fadu vét z topologie roviny:

1) Ze vztahu (4) vyplyva symetrickd podminka
(C)) [wlN Intg =0 = [y] N Exte.

Kdyby totiZ bylo napf. [y] N Int ¢ = (), byla by souvisl4 mnoZina Int ¢ obsaZena nutné v jedné
z oddélenych mnoZin Inty, Exty, jejichZ sjednocenim je S — [y]. Z podminky Int ¢ < Int

(resp. Intp — Extwy) v3ak plyne, 7 [p] < Intg < Inty = S — Exty, tak¥e [p] N Exty = @
(resp. [p] N Inty = 0), coZ je ve sporu s (4).

2) H(K) je hranice mnoZiny K.
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Lemma 1. Bud o, libovolny usek Jordanovy krivky o, 6, necht je usek k nému
komplementdrni; bud g prostd krivka, pro niZje p.b. ¢ = p.b.oy, k.b.¢ = kb. o,
(0) = Into. Pak je

%) Inte — [¢] = D, U D,,

kde D; jsou Jordanovy oblasti, pro né? (pFi vhodném ocislovdni) plati:
(6) H(Dy) = [0y = ¢], H(D;) =[0:+¢].

(Podobné tvrzeni plati, je-li (¢) = Exta.)
Je-li pFitom o kladné (zdporné) orientovdna (a je-li (¢) < Int @), jsou obé Jorda-
novy krivky

(7) Wy =0y -0, W, =0,+¢
kladné (zdporné) orientovdny.

Dikaz. Prvni &st dikazu (vztahy (5) a (6)) — viz [2], str. 359.%) DokaZme zbytek
tvrzeni. Je-li (¢) = Int o, je zfejmg

®) Inte = Intw; L (o) LU Intw, ;
podle (7) je kromg toho
9) ind, = ind,, + ind,,

(na mnoZing S — ([¢] L [¢])). Pro z € Int @, dostidvame na levé stran& rovnosti (9)
v pfipadé, Ze o je kladng& orientovana, &islo 1, pfiéemzZ prvni séitanec vpravo miZe byt
bud +1 nebo —1, druhy séitanec vpravo +1 nebo 0. Snadno nahlédneme, Ze rovnost
(9) s Cislem 1 vlevo miZe pak platit jen tehdy,kdyZ ind,,, z = 1, ind,, z = 0. Odtud
plyne, Ze w, je kladné orientovana; podobné pro kfivku w, a pro pfipad, Ze o je
orientovana zaporné.

Lemma 2. Bud g, resp. o, libovolny tsek Jordanovy krivky g resp. o, g, resp. o,
necht je usek k nému komplementdrni. PFitom necht kfivky o a ¢ se protinaji pod-
statné, necht o je kladné orientovdna, necht p.b.g; = p.b.o; pro j = 1,2, nech?
((er) v (e2)) " ((o1) v (02)) = 0 a (o,) = Intg. Pak je (¢;) = Into prdvé tehdy,
kdyz g je kladné orientovdna. :

Dtkaz. 1. Je-li (gl) < Int o, jsou podle lemmatu 1 Jordanovy kfivky @, = ¢y =
= @i, W, =0, + ¢; kladn& orientovany. ProtoZe (¢,) = Int ¢, ma (podle téhoZ
lemmatu) kfivka ¢ touZ orientaci jako w,, tedy kladnou.

2. Je-li(g,) = Ext o, je — vzhledem k tomu, Ze k¥ivky ¢ a o se podstatn€ protinaji —
(02) = Intg. Podle lemmatu 1 jsou nyni kladn& orientovany k¥ivky x; = oy + 02,
X2 = 05 = g,. ProtoZe (¢,) = Int o, mé k¥ivka g touZ orientaci jako kfivka g, = 05,
tedy zapornou.

3) Zném4 véta pro ,,O-ktivky*.
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Lemma 3. Je-li L oblouk, je S — L homeomorfni s S — <0, 1. (Dikaz viz [2],
str. 381.)

Disledek. S — L je oblast.

Lemma 4 (Janiszewského véta). Jsou-li My, M, mnoZiny uzaviené v S a jsou-li
mnoziny S — My, S — M,, M; n M, souvislé, je souvisld i mnoZina S — (M, L
U M,).

Dikaz. V podstats se jedna o v&tu 7 z [2], str. 355.

Lemma 5. Bud G oblast, jejif hranici je bud oblouk nebo topologickd kruZnice;
bud z, € H(G). Pak existuje prostd kFivka ¢ tak, fe z, = p.b.ga Ze[o] — {p.b.¢} =
< G; tuto kfivku je ovSem moZno volit jesté tak, aby primér [g] byl mensi ne¥ libo-
volné predem dané kladné ¢islo.

Dikaz. Viz [2], str. 365.

Disledek. Za situace popsané v lemmatu 5, exzstu]e pro kaZdé Z, € H(G) Zy F 24,
prostd kFivka g, jejif édsti je o, tak, e (¢) = G, p.b. 0 =z,kb.g =z,

Dikaz. DokaZme nejdfive, e G; = G — [¢] je oblast. Otevfenost této mnoZiny je
ziejma.

Je-li H(G) oblouk, jsou mnoZiny H(G) a [¢] uzavfené, mnoziny S — H(G), S — [¢],
H(G) n [¢] = {z} souvislé; podle lemmatu 4 je mnoZina G, = S — (H(G) v [e])
souvisla. Je-li H(G) topologicka kruZnice, jsou mno%iny S — G a [¢] uzaviené, mno-
finy S — S — G =G, S — [¢], S — Gn [e] = {z,} souvislé; podle lemmatu 4 je
mno¥ina G, = S — (S — Gu [¢]) souvisl4.

Ozname a = k.b. gazvolme § > 0 tak malé, aby U(a, §) = G *) a aby U(z,, 5) N

A (U(a, 6) u [¢]) = 0. Podle lemmatu 5 existuji prosté k¥ivky u a v, definované nap¥.
v €0, 1), tak, Ze plati:

wo)=a, [u]—{u0)} =00 -Iel,
W0) =z,, [v] — {M0)} =« U(z,,6) nG.

ProtoZe G, je oblast, u(l)e G,, ¥(1) e G,, existuje prostd kfivka o, definované
v €0, 1), tak, Ze [o] = Gy, 6(0) = a, o(1) = ¥(1).

Bud t, nejvitii &islo z €0, 1), pro néZ o(t,) € [u], a necht ¢, > ¢, je nejmeni &islo,
pro n&Z o(t,) € [v]; budte 14, 7, ta &isla z <0, 1), pro néz je o(t,) = u(t,), o(ty) =
= ¥(t,).

Jak snadno nahlédneme, je

§=Q+y|<0,11>-i-0']<t1,t2> = V’<0a72>
kfivka s Zadanymi vlastnostmi.

4) Ula, 8) je okoli o stfedu a a poloméru & > 0; znaku U(a) budeme uZivat pro libovolny
(otevieny) kruh o stiedu a.

176



Lemma 6. Budte w; (j = 1, ..., q) prosté kFivky, definované v {a;, B;>; oznaéme
= [w;] (takZe M; jsou oblouky). Nechf z = p.b.w; pro j=1,...,q a nechf
q
; (¢ B;») jsou disjunktni mnoZiny. Pak je S — U M; oblast.
i=1
Dikaz. Tvrzeni plyne snadno indukci podle g z lemmatu 3 (a jeho disledku) a
z lemmatu 4.

Umluva. Nastane-li situace z lemmatu 6, budeme psat w, = W, Moy =M
. oy = dq, BO = Bq'

3. Zavedme jest€ n€kolik pojmii: Budeme fikat, ¢ mnoZina R < E je siti, je-li

qQ

r
R = U N, kde N; jsou oblouky, pro néZ plati:
j=1
1) N; U N, je topologické kruznice,
2) Nyan(Nyu...UN;_;) ={pb. N, kb.Nj} pro j=2,...,r
Podle [2], str. 374 (kde je pojem sité (réseau) zaveden), md mnoZina S — R prdvé r
komponent D; (j =1, ..., r) a jejich hranice jsou topologické kruZnice, obsaZené v R.

Je-li h homeomorfni zobrazeni sit& R do E, je h(R) = L’) h(N ;) zfejm& opét sif, jejiz
komplement ma r komponent (D7, ..., D}): Budeme 1“ik1a=t: Ze h je reguldrni (viz [2],
str. 376), je-li pfi vhodném o&islovani
(10) : h(H(D;)) = H(D}) pro j=1,...,r

Podle [2], str. 379 plati toto tvrzeni:

Lemma 7. Je-li h reguldrni homeomorfni zobrazeni sité R do E, lze h rozsifit na
homeomorfni zobrazeni celého S na S.

Lemma 8. Budte w; a M; jako v lemmatu 6; pak existuje homeomorfni zobrazeni h
roviny S na S tak, e h(M}) jsou stejné dlouhymi siseckami s poédteénim bodem O.

Nez ptikro¢ime k dikazu, zavedme jisty pojem, ktery budeme v dal§im potfebovat.

Definice. Bud M topologickd kru¥nice, {zy, z,,..., z,} posloupnost navzijem
riznych bodd z M. Budeme fikat, Ze g-tice {zy,..., z,} je pFirozené uspofdddna
(na M), existuje-li kladng orientovana Jordanova k¥ivka p, definovand v jistém inter-
valu (o, B), tak, 7e [u] = M, z; = p(r;), kde 1, <... <7,

Je-li g-tice {z4, z,, ..., z,} pFirozen& uspofddana na M, plati totéZ o g-tici {z;,, z,,

2z}, kde (iy, iy, ..., iy) je cyklickou permutaci (1,2, ..., q). Dile je patrné, Ze
jsou-li zy, ..., z, libovolné navzijem rizné body z M, je pro vhodnou permutaci
(i, --.s i) Eisel 1, ..., g g-tice {z;, ..., z; } pFirozen& uspofadina na M.

Dikaz lemmatu 8 provedcme indukci podle g. Je-li ¢ = 1 nebo g = 2, stadi uZit
lemmatu 3 (v obou pfipadech je U M oblouk). Bud tedy g > 2 a pfedpokladejme, Ze

Jj=
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existuje homeomorfni zobrazeni h* roviny S na S tak, ze M; = h*(M;) jsou pro
j=1,...,9 —1 stejng dlouhymi usetkami s po&atetnim bodem 0; jejich délku
ozna¢me &. Lze jisté¢ pfedpokladat, Ze ocislovani je zvoleno tak, Ze posloupnost
{z4, .., Zg—1} koncovych bodi usedek M} je pFirozen& uspofadéna na kruZnici C
o stfedu 0 a poloméru &. Jest

q—1 g—1
(11) U(O,s)—-UM“}=UVj,
Jj=1 Jj=1

kde V; jsou (otevfené) kruhové vysee; bez ujmy obecnosti Ize jesté piedpokladat, Ze
ocislovani je zvoleno tak, Ze '

(12) h¥(o((t % + 9))) = Vo-s
pro viechna dost mala § > 0 a Ze hranice ¥; obsahuje (proj = 1,..., ¢ — 2) usegky
M7 a M}, (takZe H(V,_,) obsahuje usecky M,_, a M7).

Snadno nahlédneme, Ze existuji prosté po Castech linedrni k¥ivky y; ( i=1L...
g — 2), definované napt. v €0, 1), tak, Ze.

(13) ¥40) = z;, ¥i(1) = zj44
aze
q
(14) mnoZiny (y;), kde j = 1,...,q — 2, U M7 jsou disjunktni .
B Jj=1
(Viz obr. 1.)
: g—1 q—2

Mnozina R = U M} u U [¥;] je — jak snadno nahlédneme — siti; pfitom
Jj=1 ji=1

R~ (M7 — {0}) = 0. MnoZina M; — {0} leZi tedy v jedné z komponent G mnoZiny
S — R; tato komponenta G je (podle toho, co jsme fekli na zagatku tohoto odstavce)
Jordanovou oblasti. Podle disledku lemmatu 5 existuje prosta k¥ivka p, definovana
napf. v (0, 2}, pro niZ plati:

1) (<0, 1) = Mg, g(0) = 0;

2) (@) = G;

3) o(2) = z;.

Podle lemmatu 1 je

(13) G- [e] =G v G,
kde Gy, G, jsou disjunktni Jordanovy oblasti. Zvolme libovoln& bod z,eC' N
A H(Vy=1), 21 * 2z, % z,_4, a bud x definovéna v intervalu <0, 2) t&mito podmin-
kami:

1) x je linearni v €0, 1) i v <1, 2);

2) 20) = 0, A1) = 70 #2) = 2,
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Ty

Zobrazeni h, definované vztahy:
(16" h(z) =z pro zeR,
(16") h(p(1)) = x(t) pro te<0,2),

je zfejmé regularni homeomorfni zobrazeni sit¥ R u [], pfitemz h(My) je tsecka -
x(<0, 1)) délky &, A(MT) = M proj = 1,...,q — 1. Podle lemmatu 7 Ize toto zobra-

’

zeni rozgifit na homeomorfni zobrazeni S na S; rozsitené zobrazeni oznatme opét .

V *
% &y
- 7-2 \\( 7
%1 M7 W g\ A ‘
7\ Uév- §,

Obr. 1.

Zobrazeni h = h * h* je homeomorfnim zobrazenim S na S; pfi kterém oblouky‘
M; (j =1, ..., q) pfechazeji v tsetky h(M;) délky & s po&Atednim bodem 0. Tim je.
lemma 8 dokézano.

Lemma 9. Jsou-li w; a M; jako v lemmatu 6, existuje ke kazdému & > 0 Jorda-
nova krivka p tak, Ze plati

1) [u] N MJ' = {Z.i}’ .
pFicemz

2) z; = (1), kde y; € (o, B;), 0f<ay ;) < Intp, of(v; ) = Extp;

3) primér [ui] je mensi ne e. -

Dikaz. Bud h homeomorfni zobrazeni S na S, pfi kterém jsou h(M ) stejng dlou-
hymi use¢kami s podate¢nim bodem O (viz lemma 8); poloZime-li y*(f) = &*e™ pro
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te0,2n), p = h_y* p*, jsou jist& vlastnosti 1)—3) z lemmatu 9 spln&ny pro ka¥dé
dostatené malé ¢* > 0.

Lemma 10. Budte w; a M; jako v lemmatu 6, pfi cemz necht q > 2; necht L, u?
jsou kladné orientované Jordanovy k¥ivky, definované napr. v {0, 2n), pfi demZ
necht (pro m = 1, 2) plati:

1) ["] 0 M; = {z]},

DFidemZ

2) 77 = o), kde 7} € (2, B;), @<y, 7)) = Int ™, (v, B;>) = Exty™

Necht g-tice {z}, ..., z, } je pFirozené uspordddna na [p']; pak je g-tice {z3, ..., z2
DFirozené uspordddna na [uz]

Diikaz. Podle lemmatu 9 existuje (kladng orientované) Jordanova kfivka p s vlast-
nostmi analogickymi vlastnostem 1)—2), pro niZ je [x] < Int ' n Int x> Odtud
plyne, %e v dikazu lemmatu 10 Ize bez jmy obecnosti pfedpokladat, Ze [p*] =
< Int p' (jinak pfejdeme od p® k 1 a pak od kul)

Za tohoto pfedpokladu bude oviem «; < y? <y} < f;; bez Gjmy obecnosti Ize
dale pfedpokladat, Ze p.b. " € M,. Oznacme

) 2} = ()

je tedy

(18) 0=ré<r}%...<r;=2n, =0, =21
Daile bud |

(19) pj =p | <{tjo, 1)) pro j=1,..,q,

(20) vi=w;|<%, 77>, @ =w;|1{5,7)> pro j=0,....¢g

Stadi ukazat, Ze
(21) ) 1:3 < rf < 1:% ;

pro ostatni trojice indexii j — 1, j, j + 1 — pokud vibec existuji, tj. pokud g > 3 —
je ditkaz analogicky.
Oznadme puj = p* | <0, 13), uj = p*| (13,12, tak¥e p? = pi + pj. PoloZime-li

(22) K=#i"'ﬂi*92*vz+vo4'90’

je [x] n [#'] + 0, takZe [«] 0 Ext p? + 0, a z € [x], tak¥e [«] N Int x? + @. Odtud
plyne, ¥e Jordanovy ktivky u* a k se podstatn& protinaji. Protoe ob& jsou kladn&

5) Srv. s imluvou za lemmatem 6.
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orientované a protoZe p.b.ul = p.b.gy, kb.uf =kb.(=0,), ()v W) n
N ((go + pi + 13 = 02) U (= vz + v)) = 0, je podle lemmatu 2

(23) (1) < Intx.

Déle: MnoZina (v, 4 @) je disjunktni s [x], tedy obsaZend bud v Int x nebo
v Ext x. ProtoZe ‘

Intp! — [k] =Intku D,

Obr. 2.

kde D je Jordanova oblast disjunktni s Int x, jejiZ hranice H(D) je disjunktni s (u] +
+ u3), a protoZe (v; 4 ¢;) = Intp' — [k], kb. (vy + 01) € (41 + #3), je nutnd
(24) (vi + 01) = Intx.

Oblouk [v, + ¢;] m4 jen jeden bod (z}) spoledny s [u*]; tento bod lezi podle (24)
v Int k. Vzhledem k tomu, Ze k¥ivky « a p? se protinaji podstatng, a vzhledem k (23)
(odkud plyne, Ze [u3] N Int & = @), je nutnd z} e (u)).

Tim je doké4zén vztah (21), a tedy i tvrzeni lemmatu.

Poznamka 2. Vzhledem k lemmatu 10 miZeme zavést tuto definici:

Budte My, ..., M, oblouky jako v lemmatu 6; jestlize existuje kladn€ orientovana
Jordanova k¥ivka p, definované napt. v €0, 27, majici vlastnosti 1), 2) z lemmatu 9,
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pfidemZ z; = #(T j), kde
O=1 <1, <... <Tgey <1,=2m,

budeme fikat, Ze g-tice {Mj, ..., M } oblouka je DFirozené uspordddna.

Je patrné, Ze je-li pfirozené uspofadana g-tice {M,, ..., M,}, plati toté’ o g-tici
{M,,, ..., M, } prav€ tehdy, kdyZ (i, ..., i,) tvoti cyklickou permutaci (I, e q)-
Z lemmatu 10 plyne, Ze o tom, zda g-tice {M,, ..., M,} je pfirozen& uspotadana, mi-
Zeme rozhodnout pomoci jakékoliv kladn& orientované Jordanovy k¥ivky p, majici
vlastnosti 1) a 2) z lemmatu 9. (Vysledek je nezavisly na bliZsi volb& u.)

Daéle je patrné, Ze g-tice {My, ..., M,} je uspofddana pfirozen& pravé tehdy, kdy?
pro n€kterou Jordanovu k¥ivku u s vlastnostmi 1) a 2) zlemmatu 9 je g-tice {z,, ..., z,}
pfirozeng uspofadana na [p]. Vzhledem k tomu, Ze podle lemmatu 9 k¥ivky u s vlast-
nostmi 1), 2) existuji, je g-tice {M,, ..., M i} Pfirozené uspofadana pti vhodné volbé
permutace (iy, ..., i,) &sel 1,..., g.

4. Elementdrni kFivkou mnazveme kaZdou uzavienou kfivku ¢, definovanou
v {a, B>, pro niZ je mnoZina

(25) T = {te{a, B); existuje '€, p), t' * t tak, Ze ¢(t) = o(t')}

konecna.
V dalsim se budeme zabyvat pevné danou elementéarni kfivkou ¢; zavedeme toto
oznaCeni: Jsou-li

(26) A=ty <t; <..<ty=4p
(kde N = 1) pravé viechny body mnoZiny T, poloZime

27) @e=@| -1, > pro k=1,..,N.

Je zfejmé, Ze kazda z k¥ivek ¢, je bud prosta nebo Jordanova.

Nasim cilem je diikaz tohoto tvrzeni (uZite¢ného napf. v n&kterych &astech teorie
furikei komplexni prom&nné):,

Véta. Bud ¢ elementdrni kfivka; uZfvejme prdvé zavedeného oznaleni. Pak existuje
systém J Jordanovych kFivek, ktery md tyto vlastnosti:

1. Ka%dd z kFivek y € J je tvaru y = ¢, + ... + ¢, (kden =2 1,1 < i, < N pro
kazdé k).

2. Kazdé ¢, (k = 1, ..., N) je &dsti pravé jedné z krivek y € J.°)

3. Zddné dvé kFivky xi, x, € J se neprotinaji podstatné. '

Poznamka 3. ,,Rozklad* elementarni k¥ivky ¢ na Jordanovy k¥ivky y € J prove-
deme efektivné. Pro kaZdé k ukaZeme metodu konstrukce k¥ivky y € J, jejiZ Gasti je ¢,.

6) Z toho plyne mj., Ze [p] = U [x].
xelJ
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Poznamka 4. Vynechame-li vlastnost 3 systému J, lze pfislusné tvrzeni dokazat
velmi snadno, a to indukci podle podtu prvki mnoZiny T

Obsahuje-li mnoZina T'jen dva body, jsou to jisté body a a f; kfivka ¢ je Jordanova
a tvrzeni je trividlni (systém J obsahuje pouze k¥ivku ¢).

Predpokladejme, Ze tvrzeni je spravné pro kaZdou elementdrni k¥ivku, pro niZ

piislu§na mnozina T obsahuje mén& nez N prvkd (kde N > 2). Je-li ¢ elementarni
kfivka, pro niZ mnoZina T obsahuje N prvkﬁ,(26), existuje jist€ nejmensi index j tak, Ze
pro jisty index i < j je ¢(t;) = ¢(t;); jak snadno nahlédneme, existuje takovy index i
pravé jeden a kfivka y; = ¢ | (t; t;> je Jordanova. Na kfivku ¢, = ¢ | o, t;> +
+ ¢ | <t;, B> (prvni sitanec odpada, je-li t; = «) lze uZit induk&niho pfedpokladu.
MnotZina J (pro k¥ivku ¢) bude obsahovat k¥ivku ¥, a viechny Jordanovy kfivky, na
n&% Ize (podle indukéniho ptedpokladu) ,,rozloZit* kfivku .
ProtoZe véta je trividlni v pFipadé, Ze ¢ je Jordanova krivka, budeme v dalsim pFed-
poklddat, e ¢ neni Jordanova k¥ivka, takZe mnofina T obsahuje aspori 3 body.
ProtoZe — jak snadno nahlédneme — ve v&t€ nezaleZi na volb& pocateéniho bodu
kfivky ¢ (to znamend: dokdZeme-li tvrzeni véty pro urditou kiivku ¢ = ¢, + @,
plati toto tvrzeni i pro kfivku ¢, + @), miiZeme pfedpokladat (a v dal¥im to ugi-
nime), Ze mnoZina ¢ _1(¢(x)) obsahuje vice nez dva body.

Pak plati:
(28)  Pro kazdé t; €T je bod ¢(t;) poddtecnim bodem r 2 2 k¥ivek (27)
a koncovym bodem téhoZ poctu téchto kFivek .

Dikaz. Je-li ¢_(¢(t;) sloZena z bodd ¢, ..., t, a viechna f; jsou riizna od «
(tedyiod f), je o(t;) = p.b. @, = kb. ¢, _yprok =1,...,r; jestliZe napt. 1, = «,
4, =P, je r>2, a ¢(t;) =pb.¢; =pb.¢, =kb. oy =kb.¢,_; pro k=
=3,..,r.

Kroms (25)—(27) budeme uZivat je3té tohoto ozna&eni:

(29) L, = [¢k] > I‘k = (‘Pk) .
Komponenty mnoZiny S — [¢] budeme znagit vZdy pismenem Q (s riznymi indexy).”)

5. Lemma 11. KaZdé L, leZi na hranici prdvé dvou riiznych komponent Q;, Q;
mnoziny S — [@]; pFitom pro ostatni komponenty Q, této mnoziny je H(RQ,) 0
n izk = 0 a

(30) lind, @, — ind, ;| = 1.

Dikaz. DokaZeme, %e 1) pro kazdy bod { e L, existuji pravé dvé komponenty
Q;, Q;mnoZiny S — [¢], pro n&Z je { € H(Q;) n H(R;), a Ze pfitom pro n& plati (30);
2) komponenty Q;, Q ; nezévisi na volb& { e L,. Tim bude lemma dokazano.

7) V disledku za lemmatem 16 je dokdzano, Ze téchto komponent je jen kone&ny podet.
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Budte {,, € L, (m = 1, 2) libovolné dva body; necht {,, = ¢(z,,), kde t;_; <1, <
< 1, < t. Zvolme jest€ Cisla u, tak, aby bylo 44 <u; <1, <71, <uy <t
Vzhledem k topologickému charakteru tvrzeni a vzhledem k tomu, Ze existuje homeo-
morfni zobrazeni S na S, které prevadi oblouk L = @(<uy, u,)) v tsetku (viz lemma 3),
1ze bez Gijmy obecnosti pfedpokladat, Ze Lje tisecka.

Bud & > 0 tak malé, e uzivéry okoli U,, = U({, ¢) jsou disjunktni s mno¥inou
[¢] — L. PoloZime-li K,, = H(U,,), skldd4 se prinik K,, n [¢] = K,, n L pravé ze
dvou bodt z,, = ¢(t.,), z,, = ¢(t,); budeme predpoklidat, Ze o&islovani je zvoleno
tak, Ze t,, < t,.

Necht w,, je Gsek kladné orientované kruZnice o stfedu {,, a poloméru ¢ mezi body
z, a z,. PoloZme - ;

"

(31) om =010 >+ 0, + @ <{th, B>, Om= 0|ty 17> = O .

Jak snadno nahlédneme (viz také lemma 1), je o, zaporné orientovana Jordanova
kfivka, takZe

(32) zeS — [6,]=ind, z=0 nebo = —1;

protoZe U,, N [om] = 0,

(33) ind,,, je konstantni v U,,.
Dale je
(34) Un,—[¢]=U, - L="U,uU,,

kde U,, U, jsou oteviené pﬁlkruhy; oznaCeni volme tak, Ze
(35) U, < Into, (tak¥e U, < Exto,,).

Pilkruhy U, Uy, jsou souvislé mnoZiny disjunktni s [¢]; odtud plyne existence
komponent Q; , 2;,, (zatim nevime, zda navzijem riznych) mnoZiny S — [¢], pro
néz je :
(36) U,’n < Qim s U;; < Qjm .
Je patrné, ¥e bod {1z v H(Q,m) n H(Q i) ale neleZi na hranici Z4dné dalsi kompo-
nenty mnoziny S — [¢]. DokéZeme, 7e Q;, = Q;, Q= Qj,.

Podle (33), (32) 2 (35) je

(37) ind,,, Un = ind,, U, ind,, Up = — 1, ind, Uj =0;
protoZe ziejmé '

(38) ind, = ind,,, + ind,
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(na mnozing S — ([¢] v [®,]))), je ind, U;, — ind, U, = — 1, tedy i
(39) ind, @, —ind, @, = — 1.

Odtud plyne, %e Q; # @; . Vzhledem k tomu, Ze usetka @({7y, 7)) nemé spo-
le&né body s [¢] — L, existuji jist& usetky C’, C” (rovnob&Zné s La dostatetng blizké
L), pro ng&% plati: ‘

(40) (CvcC)nle] =0,
(41) CAU +0+C AUy,
(42) CAU,+0+C"nU,.
Z (40), (41) a (36) plyne, Ze

(43) cca,, Cco,,
takZe podle (39)

(44) ind, C' — ind, C" = — 1.

Vzhledem k (34), (36), (40), (42) leZi C’ (resp. C”) v jedné z oblasti Q;, Q;,, podle (39)
a (44) nutng
(45) C'cQ,, Cc@,
takZe (vzhledem k tomu, Ze kaZdé dv& komponenty jsou bud disjunktni nebo iden-
tické)
(46) Q' = Qiz ’ le = sz .
Tim je lemma dokézéano.
Definice. Je-li L, = H(R;) n H(Q;), kde 2;, Q; jsou komponenty mnoZiny S — [¢],
pro néz je
(47) indo, Qi - indq, Q_) = - 1 s
budeme fikat, Ze komponenta Q; leZ{ vpravo, komponenta Q; vlevo od kFivky @y.
Poznamka 5. Zavedeny pojem neni topologicky invariantni; je patrné, Ze zna-
mena-li h zrcadleni podle realné osy, plyne z podminky (47) podminka
(47" indyy, H(Q;) — indyy, H(R)) = 1.

Je vSak patrné, Ze zavedeny pojem je invariantni vi¢i kladnym homeomorfnim
zobrazenim h, tj. vzhledem k takovym zobrazenim S na S, pro né&Z je h(c0) = o a
které pfevadgji kladn& orientované Jordanovy kfivky opét v kladné orientované
Jordanovy kiivky. (Tato zobrazeni, jak zndmo, zachovavaji index bodu vzhledem ke
kfivee.)
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Poznamenejme k tomu jestg, Ze je-li h homeomorfnf zobrazenf S na S, pro né% je
h(w0) = o0, je bud h nebo zobrazeni, k nému komplexné sdruZené, kladné.

Poznamka 6. Zpisobem analogickym, jakym jsme dokézali lemma 11, lze do-
kazat pon€kud obecngjii tvrzeni:

Je-li Y = ¢, + ... + ¢, uzaviend kfivka (kde n 2 1 a kde indexy i, jsou na-
vzdjem riizné, aby Y byla elementdrni k¥ivkou), le2i-li komponenta Q, (resp. Q))
mno¥iny S — [@] vpravo (resp. vlevo) od k¥ivky ¢, a je-li K, (resp. K;) kompo-
nenta mno%iny S — [/, obsahujici Q, (resp. Q;), je

(48) ' . indw Kl - lnd\,, Kz = - 1.

Oznalme totiZ ¢; = @, a u¥ivejme téhoZ oznalenf jako v dikazu lemmatu 11,
Vzhledem k existenci kladného homeomorfniho zobrazeni, které pfevadi oblouk
L= ¢(uy, uz)) v tsetku (a které zachovava index bodu vzhledem ke k¥ivee — viz
pozn. 5), Ize ptedpokladat (jako v ditkazu lemmatu 11), %e Lje usetka. Misto kﬁvek
Oms O (sTV. 5 (31)) zavedme:

=0+t o, Folf-ptpFo,+ol Lt e, +o+ 0,
A o o* = o[t 13) ~
pak je (srv. s (38))
ind, = ind,4 + ind,y

a jako dfive dostdvame rovnost

(“49) ind, @, — ind, ; = — 1
(stv. s (39) a (47)), z niZ plyne (48).
Odtud plyne dale:

Lemma 12. Necht'y = ¢;, + ... + ¢, (kden 1) je Jordanova kfivka a necht K
je souvisld mno¥ina neprotinajic [Y] a obsahujici nékterou komponentu Q; mnofiny
S — [], kterd leZi vlevo od nékterého ¢, . Pak je K < Int  resp. K < Ext ¥ podle
toho, zda s je kladné& nebo zdporné orientovdna.

Ditkaz. Necht L, < H(Q)) n H(Q)), kde ind, , — ind, 2, = — 1, takZe (podle
pozn. 6) plati (49) a tedy také rovnost

Jedna z mno#¥in K, @, leZi p¥itom (podle Jordanovy véty) v Int ¥, druhé v Ext . Pro
kladng (zépomé) orientovanou kfivku ¥ je ind, Ext ¥ —~ indy Int = — 1 (resp.
+1); porovnénim s (50) dostaneme ¥4dané tvrzenf.

V dikazu lemmatu 11 je obsaZeno také toto tvrzeni:

Lemma 13. Je-li'(pro nékteré k a i) L, n H(Q)) % 0, je L, = H(Q)).

Ctenafi prenechdvime snadny dikaz tvrzeni:
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Lemma 14. Je-li L, < H(Q;) n H(Q)), kde Q; + Q;, je Q; U L, U Q; oblast.

Poznamka 7. V§imnéme si jests, Ze (uiiva’lme-li téhoZ oznadeni jako v dikazu
lemmatu 11) mnoZina (w,) je &dsti té komponenty Q; mnoZiny S — [¢], kterd leZi
vpravo od @,.

6. V tomto odstavci zavedeme pojem indikatrix kFivky ¢ v bodé z € ¢(T). Zvolme
predevsim v kaZzdém z intervall {t,_,, t,> dva body t,,—1, T2, 2 to tak, aby

feoy < Tog—1 < Ty = Ii;
ozna¢me

I

k-1 = @ oy, Tak-10 > A = @ | {To0 B 5

Ay =[4], A,=(4) pro n=1,2,..,2N.

Pak jsou A, {, A5 prosté k¥ivky, které jsou Castmi ¢,, pfiéemZ
p.b- AZk—l = p.b. (Pk N k.b. le = k.b. (Pk .

Bud dan bod z € ¢(T); necht n;, kde I £ i < g, jsou pravé viechny indexy, pro n&Z
piisludny oblouk A,, m4 krajni bod z. Kromé& bodu z nemaji oviem tyto oblouky 4,,
zadny bod spoletny. Podle (28) je ¢ = 4 sudé &islo a bod z je potatednim (koncovym)
bodem pravé ;q obloukd 4,,.

Abychom zjednodusili zapis, pidme: A’ = 4,, A’ = 4,,; pfedpokladejme dale, Ze A’
je definovano v intervalu (&, f*) a ¥e o&islovani bylo zvoleno tak, %e g-tice oblouk#
{A', ..., A* = A°} je pFirozen& uspofadéna (viz konec odst. 4).

Zvolme libovolnou kladné orientovanou Jordanovu kfivku pu, definovanou
v €0, 27D, pro niZ plati (srv. s lemmatem 9):

1) [u] n A" = {z'}, pFitemZ
2) z' = 2(y"), kde y'e («, B), A1(Ka', 7Y)) = Intpu, A{((¥", ) = Extp;
q
3) [0 (o] = U 4) =0,
=1
4) z' = p(8"), kde §° = 0, § = 2m;
vzhledem k tomu, Ze g-tice {A', ..., A%} je pfirozen& uspotadana, je
(51) 0=0% <8 <... <8 =2n.
Déle je (dlikaz lze snadno provést indukci na zéklad® lemmatu 1)
q q
(52) Intp — [¢] = Intp — Y4’ = U G,
i=1 =1

kde G’ jsou disjunktni (Jordanovy) oblasti, které o&islujeme tak, aby

(53) (A7tvA)aIntpy< H(GY) pro i=1,...,q.
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KaZdé G' je obsaZeno v n&které komponent8 mnoZiny S — [¢]; tuto komponentu
oznaéme Q. Je pak také

(54) (A7 v A A Intp < H(QY).
Je-Ii o' ta z kiivek o, jejiZ &sti je A', a klademe-li I = [¢'], je tedy podle lemmatu 13
(55) : L*uLcHQ) pro i=1,...,q.

Obr. 3.

Pravé sestrojeny systém kifivek A',..., A7 = 2° (s uvedenym uspofadanim, pfi
kterém g-tice oblouki {4, ..., 4%} je pfirozen¥ uspofadina) budeme nazyvat indi-
katrix k¥ivky ¢ v bod& z € ¢(T). Abychom se vyhnuli zbyte&nému opakovéni, bu-
deme uZivat i ostatni zavedend oznaleni (u, 4’, ¢', L, @', G"), kdykoliv budeme
mluvit o indikatrix k¥ivky ¢ v bodg z.

DokaZme toto tvrzeni:

Lemma 15. Q' leZ{ vpravo resp. vlevo od ¢' prdvé tehdy, kdy: z = p.b. ¢!
(=p.-b.2) resp. z=k.b. ¢' (= k. b. 2).

Dikaz. Bud napf. i = 1 (pro ostatni indexy je diikaz analogicky) a z = p. b. ¢'.
Ozna¥me p, usek k¥ivky p mezi body z° a z*; u, nechf je tisek mezi body z! a z2. Bud
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dale v, (n =0, 1,2) prosta kfivka, definovana v <0, 1), pro niZ je p.b.v, = z,
k.b.v, = 2", [v,] = [A"].
Pak je K=+ hy =Yy + Vo
Jordanova kfivka, kterd je podle lemmatu 1 kladné orientovana; odtud analogicky
plyne, Ze také Jordanovy kfivky
By = V14 Vo, Uy = V24 Vg

jsou kladné orientovany.

Obr. 4.

Bez \jmy obecnosti (vzhledem k existenci kladného homeomorfniho zobrazeni,
prevadgjiciho oblouk [A'] v usetku) lze pfedpokladat, Ze [A'] je usetka. Zvolme
{e(v,) libovolng a bud & > 0 tak malé, Ze U({, &) = Int k; oznalme z’ = v,(t'),
2" = v,(t"), kde t' < t”, oba priisegiky tsetky [v,] s kruznici K = H(U(, ¢)). Bud
konetné w; usek kladné orientované kruZnice o stfedu { a poloméru & mezi body
z' az'.

Kfivka @, = vy | <t t") je (viz lemma 1) kladn& orientovana a podle lemmatu 2 je
(0,) = Int (u; = vy 4 vo) = Q. Porovname-li to s dikazem lemmatu 11 (stadi téz
pozn. 7), kde jsme méli podobnou situaci, vidime, ¥e (,) patfi zaroveii do té kompo-
nenty mnoZiny S — [¢], které leZi vpravo od ¢*. Je-li tedy z = p. b. ¢, leZi Q' sku-
te¢né vpravo od ¢@!. Podobné provedeme dikaz tvrzeni lemmatu 15, je-li z =
=k.b. ¢'.
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Disledek. Pro kazdé ir=1,..., q je ind, @' — ind, @'"! = + 1 nebo —1 podle
toho, zda z = p. b. ¢* nebo z = k. b. ¢'.

7. Bud G < S libovolna mnoZina; ozname
(56) M(G) = {ows Ly = H(G)}
budiz dale (pro kaZdé celé &islo p)
(57) R, = {¢x; Vvlevo od ¢, leZi Q;, pro n& je ind, Q; = p}.
Podle lemmatu 11 je patrné, Ze
(58) R, = {¢ws L, = H(Q)) n H(Q)), kde ind, Q; = p — 1, ind, ; = p} .
Ozna&me koneéné pro s > 0
(59) W, = UQ;, kde se stita ptes viechna j, pro néZ je ind, Q; = s.
(Pro s < 0 mnoZinu W, zatim nedefinujeme.)
DokaZme nékolik tvrzeni: :

‘Lemma 16. Pro kaZdou komponentu @, mnoZiny S — [¢] je
(60) H(Q;) = UL, kde se scitd pres vSechna k, pro né? je L, n H(Q;) + 0.

Dikaz.-Podle lemmatu 13 je UL, c H(Q,). Bud z € H(Q,); je-li z € L, pro jisté k,
je z prvkem pravé strany (60). Zbyvé piipad, Ze z € H(Q,) N ¢(T). Utvofme podle
odst. 6 indikatrix k¥ivky ¢ v bodé z (a uZivejme, jak jsme se umluvili, tam zavedenych
oznadeni). ProtoZe z € H(Q) protina Int x mnoZinu Q;; existuje tedy j tak, 7o Q =
= Q,. Odtud plyne, Ze z € I/ = H(Q;) (viz (55)), pfi¢emZ I je jednim ze s¢itancd na
pravé strané (60). Tim je lemma dokézéno.

Disledek. MnoZina S — [¢] md jen kone¢ny polet (pFesnéji: nejvyse 2N) kom-
ponent.

Dikaz. Hranice kazdé komponenty Q; obsahuje podle lemmatu 16 né&které L,;
podle lemmatu 11 leZi ka?dé L, na hranici prav& dvou riiznych komponent mnoZiny
S — [¢]. ProtoZe mnoZin L, je N, je komponent mnoZiny S — [¢] nejvyse 2N.

Lemma 17. Pro kaZdé s > 0 je
(61) H(W,) = UL,, kde se scitd pres viechna k, pro né je ¢, e R, .

Dikaz Jeli ¢,e®R; a zeL, je ze HQ)n H(Q)), kde ind, Q; =s— 1,
"ind, Q; = 5. Pro ka¥dé U(z) je tedy U(z) n W, oU(z2) n Q; + 0 a U(z) — W, >
= U(z) N Q; % 0; odtud plyne, Ze z € H(W,). .

Bud obracen¥ z e H(W,); protoZe (podle (59)) H( W) UH(Q ;) kde se s&ita pres
viechna j, pro né€Z ind, Q; = s, je z € H(Q;) pro n&které takové j. Jsou dv& moZnosti:
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1) z ¢ o(T), takZe z € L, pro jisté k, pfiemz L, = H(Q;) podle lemmatu 13; 2) z ¢
eo(T).

Ad 1. L, le# na hranici jesté pravé jednoho Q; #+ Q;; kdyby ind, 2; = s, bylo by
Q; W, a vzhledem k tomu, Ze podle lemmatu 14je Q, U L, U Q; (= Q, U Q; = W)
oblast, byl by bod z vnitinim bodem mnoZiny W, — spor. Tedy ind, Q; <'s, odkud
podle lemmatu 11 plyne, Ze ind, Q; = s — 1, takZe podle (58) je ¢, e R,.

Ad 2. Utvorme indikatrix k¥ivky ¢ v bod¢€ z; kdyby vSechna G’ byla obsaZena ve W,,
bylo by (vzhledem k uzavienosti mnoZiny W,) Int u < Lj 51- < W, a bod z by leZel

Jj=1
uvnitt W,. Tedy existuje j tak, Ze G’ neni obsaZeno ve W, (a je tedy disjunktni s W,).

ProtoZe z € H(W,) = UH(9Q;), kde se stita pfes viechna j, pro né ind, ; > s, je
z € H(Q;) pro n&které takové j; existuji tedy G' takova, ze G' = Q; = W,. Vhodnym
od&islovanim lze dosahnout toho, Ze

GlcW, GnW,=0;

potom viak Q?c W,, Q' n W, = 0, takZe podle lemmatu 11 nutn& ind, Q¢ = s,
ind, Q' = s ~ 1. Z toho pak plyne, Ze o' € R,; protoZe oviem z € L', je tim lemma
dokazano. :

Lemma 18. Pro kazdé s > 0 je ‘
(62) H(W,)= UL,, kde se s¢itd pres vSechna k, pro né? je L, o HW,) 0.

Diikaz. Jde jen o to, Ze pro ka?dé k je bud L, = H(W,) nebo L, n H(W,) = 0; to je
v§ak patrné z lemmatu 17.

Lemma 19. Pro kazdé s > 0 je
(63) W,=We, H(W)=H(W).")

Diikaz. Pro ka?dou uzavienou mnoZinu M je M® = M; abychom dokaézali prvni
ze vztahtl (63), stai tedy jesté ukézat, ze W, = W0. Je-li viak z € W, = UQ, protina
kazdé okoli U(z) bodu z n&které Q; = Wy, takZe z € W0.

Odtud plyne dale, Ze

H(W,) = W, — W = W9 — W° = H(W,).
Lemma 20. Jsou-li K, K, dvé riizné komponenty nékterého W, (s > 0), je
(64) H(K,) n H(K,) = ¢(T).

Dikaz. Kdyby existoval bod z € H(K,) n H(K,) — ¢(T), bylo by (vzhledem ke
- vztahu H(K;) U H(K,) = H(W_) a vzhledem k lemmatim 16 a 17) z € L, pro jisté k,
pro n& ¢, € R,. Existovaly by tedy Q; a Q; tak, Ze L, = H(Q,) n H(Q;), pfi¢emz

8) MO je vnitfek mnoziny M.
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ind, Q; = s — 1, ind, Q; = 5. ProtoZe z € H(K;) n H(K,) a Q; n W, = 0, bylo by
nutnd K; n Q; + 0 + K, n Q;, tedy Q; = K; n K,, akomponenty K,, K, mnoZiny
W2 by nebyly riizné.

Lemma 21. Je-li0 <r <, je W, W U o(T).

Dikaz. ProtoZe W, o W, je W > W2; zbyva tedy dokézat, 7e kazdé z € H(W,) —
— ¢(T) patti do W,°. Kazdé takové z je viak podle lemmatu 17 prvkem nékterého L,
kde ¢, € R, Odtud plyne, Ze z e H(Q) N H(Q), kde ind, Q; =s - 12,
ind, Q, = s> r; podle lemmatu 14 je Q;u L,u Q; oblast; protoze tato oblast
obsahuje bod z a je obsa¥ena v Q;uU Q ;, tedy i ve W,, jeze WP.

Lemma 22. Je-li0 < r < s a je-li K, resp. K, komponentou mnoZiny W?° resp. W2,
je bud K, = K, nebo H(K;) n H(K,) = ¢(T).

Dikaz. Je-li r = s, je tvrzeni obsahem lemmatu 20. Je-li » < s, je H(K,) = K, <
c W, WY U o(T) (viz lemma 21) a oviem H(K,) = H(W;). Odtud plyne, Ze
H(K,) n H(K,) = (W L ¢(T)) n HW;) = o(T).

Lemma 23. Pro kazdou komponentu K mnoZiny W¢ (s > 0) je

(65)  H(K) = ULy, kde se s¢itd pres vSechna k, pro néf L, n H(K) + 0.
Dikaz. Je

(66) H(W,) = H(W?) = UH(K), kde se s&ita pres viechny komponenty K
mnoZiny W? .

Podle lemmatu 18 je H(W,) sjednocenim vSech L,, pro n&Z je L, n H(W,) % 0. Kdyby

pro n&které takové k bylo L, n H(K) *+ 0 * L, n H(K*), kde K* % K je také kom-

ponentou mnoZiny W?, existoval by — jak snadno nahlédneme — bod ze L, N

N H(K) n H(K*), coZ je ve sporu s lemmatem 20. Odtud plyne platnost implikace

Lyn H(K) + 0= L, c H(K).

Zniaz (66) plyne snadno tvrzeni lemmatu.

Lemma 24. MnoZina W md (pro kazdé s > 0) jen koneéné mnoho komponent.
Dikaz. Vzhledem k (62) a (66) m& Wy nejvyse tolik komponent, kolik mnoZin L,
obsahuje hranice W?.

Lemma 25. Bud K komponentou mnoZiny W. (kde s> 0) a nechf ¥ = ¢, +
F ... + @5, (n 2 1) je Jordanova kfivka, pro ni# je [{] = H(K). Pak je y kladné
(zdporné) orientovdna prdvé tehdy, kdy? K < Int ¢ (K < Ext V).

Dikaz. ProtoZe K je oblast a [y] = H(K), je K n [y] = 0. Podle (61), (65) a (66) .
je kazdé ¢; (1 < m < n) prvkem R, je tedy napt. L; = [¢;] = H(Q) n H(R)),
kde ind, @; = s — 1, ind, Q; = s; tak¥e oblast Q, leZi vlevo od ¢;, (a v mnozmeK)
K dokoncem dikazu stac1 JiZ pouze uZit lemmatu 12.
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8. Necht bod z € (p(T) leAi na hranici nékteré komponenty K n&které z mnoZin
w? (s > 0). Utvotme podle odst. 6 indikatrix kfivky ¢ v bod® z. ProtoZe z € H(K),
existuje aspoii jeden index i tak, Ze G' = K (takze i Q' < K); zéaroveil viak existuje
aspoii jeden index i tak,Ze G' ¢ K (takZe G' n K = 0 a také Q' n K = 0), nebot
v opa&ném pifpadé by bylo (jak snadno nahlédneme) z € K. Odtud plyne dale, Ze exis-
tuje aspoii jeden index i, pro ktery Q' n K = 0, Q"' = K. Z této podminky dosta-
véme (podle lemmatu 11) vztah

ind, 2" —ind, Q"' =(s—1)—s=—-1,
tak¥e podle diisledku lemmatu 15 je z = k. b. ¢* = k. b. A%,

Bud k libovolny index, pro n&jZ z = k. b. ¢, L, = H(K); protoZe v dal§im zéleZ
pouze na tom, Ze g-tice obloukdt {4, ..., 4%} je ptirozen& uspo¥adana, a nikoliv na
tom, ktery z oblouki jsme ozna&ili A’, miZeme bez jmy obecnosti pfedpokladat, Ze
¢ =¢" Jepak Q' nK =0, (= Q°) c K.

Bud j nejmensi kladny index, pro ktery @' < K;jetedyj> la(Q' v...u @ ) n
N K = (. Vzhledem k tomu je

ind, @ —ind, Q-'=s—-(s-1)=1,
 takZe (podle disledku lemmatu 15) je z = p. b. ¢’ (a oviem IJ < H(K)).
Definice. Za popsané situace nazveme ¢’ kFivkou K-sousedni ke kFivce ¢ = ¢@y.

Poznamka 8. Ke kiivce ¢/, kterd je K-sousedni k ¢!, miZzeme dojit také takto:
Kfivka p je podle toho, co jsme pfedpokladali v odst. 6, definovana v <0, 2%)
apb. p = z,; protoZe pro viechna dost mald 4 > 0 je u((0,4)) « @* = S — K,
existuje maximalni interval tvaru (0, #*), pro ktery je u((0, t*)) = S — K. Je pak
w(t*) e H(K) a p(t*) je n&kterym z bodi z’; pFislusna k¥ivka ¢’ je K-sousedni k ¢'.

Nepfedpokladejme nyni, Ze ¢, = ¢'; nechf pouze z =k.b. ¢, L, < H(K).
Kfivku K-sousedni k ¢, najdeme takto: Je-li ¢, = ¢’ a je-li u maximalni isek k¥ivky
4, majici potatetni bod z%, pro ktery je () n K = 0, je koncovym bodem J n&ktery
z bodd z7; prislusna k¥ivka ¢’ je K-sousedni k .

Je patrné, Ze k¥ivka ¢/, K-sousedni k ¢, je uréena jednoznaéng a Ze k. b. O =
=p.b. ¢’ ‘

Poznamka 9. Je-li z = k. b. ¢*, ' = H(K), existuji zfejm& indexy

(67) l=1iy <ip <... <ligpey <l <lpryy=q+1 (rz1)
tak, Zeprom = 1,...,r je

(68) QnK=0, jeli iyy—y Si<iy,,

(69) QcK, jeli gy 1 <iypeq-

Analogicky jako nahofe ukdZeme, Ze z = k. b. ¢~ = p_ b. p™~; kiivka ¢'*™ je
pfitom K-sousedni ke k¥ivce @?m-1. Odtud plyne dale, e je-li z koncovym bodem
kfivek @y * @i, pro n&€Z L, U L, = H(K), jsou i k¥ivky K-sousedni k t¥mto k¥ivkam
od sebe rizné.
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9. Prejdeme nyni kone&n& k vlastnimu dikazu véty vyslovené v odst. 4. Pfedevsim
provedeme ,,rozklad“ hranic komponent jednotlivych mnoZn W? na Jordanovy
k¥ivky, z nich? 24dné dv& se neprotinaji podstatng.

Bud tedy K n&ktera z komponent mnoZiny W¢ (kde s > 0); mnoZinu M(K) (definice
viz (56)) rozloZime na disjunktni (neprizdné) mnoZiny 9)21(K), coey I(K), z nichz.
kaZdou cyklicky uspofadame, a to takto:

Zvolme libovolnou k¥ivku z M(K) a oznadme ji ¢}; jak vime, je to bud Jordanova
nebo prosté k¥ivka. Postupujeme indukci: Nechf jsou jiz vybrany k¥ivky ¢i, ..., o}
(i = 1) z MY(K), ptitemZ pro ka?dé j < i — 1 je @}, k¥ivkou K-sousedni k ¢} a
¢! + ... + ¢ je bud Jordanova nebo prost4 k¥ivka.

Je-li ¢} 4 ... + @i Jordanova kiivka, dal§i k¥ivku jiZ nevybirame a poloZime
i = p;. Je-li @} + ... + @i prosta k¥ivka, definujeme o} ., jako k¥ivku K-sousedni
k ;. DokaZeme, Z¢ (ve druhém piipadg) je @i + ... + @i + ¢} 4, opét bud Jordanova
nebo prosta kfivka.

Nechf tomu tak neni; pak — vzhledem k tomu, e k¥ivka ¢} + ... + ¢! byla prosta
— existuje (pravé jedno) j tak,Ze 1 < j < iaZek.b. ¢ir1 = p.b. ¢}, K¥ivka

(70) Y= ‘P}+1 F oo F 0isy

je Jordanova; pfitom [] = H(K), takZe bud K < Int y nebo K < Ext . VySetiime -
nap¥. prvni pifipad; druhy je zcela analogicky.

Bud’ tedy K < Int ¥, takZe podle lemmatu 25 je ¥ kladng orientovana. ProtoZe
= [¢}] = H(K), Je nutnd I} = (¢}) = Int . Sestrojme indikatrix kfivky ¢

v bode z=k.b.¢; =p.b. ¢}+1 =k.b. ©},; udivejme jako obvykle oznaleni
z odst. 6 (srv. téZ s obr. 3). Bez ujmy obecnosti mﬁieme pfedpokladat, Ze o] = o'

budte je3t& j,, j, takové indexy, Ze @i, = @' qo,.,_l = ¢’
. Mno¥inaInty — (L' v )t v sz) se sklada ze t¥i disjunktnich Jordanovych oblasti;
tu z nich, na jejiZ hranici le#i A* U 472, ozname G. Bud g, usek y mezibody z72 a
z7*, g, tsek k nému komplementarni; podobné bud ¢, tisek ¥ mezi body z/2 a 271,
0, tsek k nému komplementarni. Pak je (,) = Int , protoZe 6, = ' + /%; odtud
plyne podle lemmatu 2, e (¢,) = Int ¥, takZe (¢;) = Ext y. Kdyby j; > j,, obsaho-
vala by mnoZina (g,) bod z! € L, = Int ¥, coZ neni mo#né; tedy j; < j,. '
Podle pozndmky 8 — vzhledem k tomu, Ze ¢}+1 = ¢’ je K-sousedni ke kfivce
@} = @' — je mnoZina p((0, 6’*)) disjunktni s X, coZneni moZné, nebot z/* = p(6) e
e H(K) n p((0, 52)).
Tim je dok4zano, e ¢} + ... + @} + ¢}, je bud Jordanova nebo prosta k¥ivka.
Nase konstrukce ‘tedy nutn& skon& po konetném poétu krokdi (nebot MY(K)
obsahuje jen konecne mnoho kfivek a p¥i konstrukci je vzdy @14, rizné od viech pred- -
chaze31c1ch ktivek @1, ..., ¢}); k¥ivka

(m =gt o,

kterou konstrukci dostaneme, je nutn& Jordanova (jinak by konstrukce mohla pokra-
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Zovat). MnoZina M'(K) necht se sklada z k¥ivek ¢}, ..., @;,, usporadanych v napsa-
ném pofadi, pfi¢emZ za go;l nasleduje opét ¢].

V dal§im budeme potifebovat, Ze
(712) kfivka @} je K-sousedni ke kFivce ¢, -

Diikaz (72). Bud k¥ivka x* nap¥. kladn& orientovana, takZe podle lemmatu 25 je
K < Int x* (pro piipad, Ze x' je orientovana ziporné, je dikaz zcela analogicky).
Utvofme indikatrix kfivky @ v bod¥ z = p. b. ¢! = k. b. ¢}, . Bez tijmy obecnosti
miZeme pfedpokladat, Ze ;, = ¢'; nechf jest& o} = ¢'. Je-li g, isek p od bodu z* do
bodu z?, o, tisek k nému komplementérni, je podle lemmatu 2 nutng (g,) = Int y*,
takze (g2) < Exty?, tedy (o,) n K = 0 Odtud plyne (stv. s pozn. 8), Ze kfivka
@1 = ¢'je K-sousedni ke k¥ivee ¢ = ¢!.

Poznamka 10. Ze (72) plyne, Ze kdybychom konstrukci mnoZiny M(K) zadali
od kterékoliv k¥ivky ¢; (1 < i £ p,) misto od k¥ivky ¢}, dostali bychom touZ mno-
Zinu (s tymZ usporadanim): Jinymi slovy: mno¥ina M!(K) je (i se svym cyklickym
uspofddanim) urlena kterymkoli svym prvkem jednozna&ng.

Pokragujme nyni v rozkladu mnoZiny M(K) na Jordanovy k¥ivky: Je-li M (K) +
#+ M(K), zvolme libovolnou kfivku z M(K) — MY (K) a oznadme ji ¢?; stejnd jako
jsme sestrojili (cyklicky uspotddanou) mnoZinu MM!(K) pomoci kfivky @j, sestrojme
mnoZinu M3(K) pomoci k¥ivky ¢3. Tak pokratujme aZ do vyderpani celé mnoZiny
M(K).

Tim dostaneme mnoZiny M (K), ..., MYK) (r = 1), které jsou podle poznamky 10
disjunktni; jejich sjednocenim je mnoZina M(K). Kazda z mnozin IM¥(K) je cyklicky
uspofadana a jsou-li ¢ , ..., ¢k viechny jeji prvky (uspofddané v napsaném poradi,
pfitem? za ¢k, nésleduje opét ¢}), je

r=oi+... 1ok
Jordanova k¥ivka. Kfivka ¢%,,; je vidy (tJ pro j=1,. — 1) K-sousedni ke
kfivee ¢%, kfivka ¢} je K-sousedni ke kfivce o, (sv. se (72))

10. Systém vSech kfivek y, ..., ", které jsme (pro urditou komponentu K urgité
mnoZiny W) sestrojili v pfedchézejicim odstavci, oznaéme J(K). J* necht je sjedno-
cenim vSech J(K) (pfes viechny komponenty K viech mnoZin Wy, kde s > 0).

DokéaZeme, Ze plati:

Lemma 26. Zddné dvé kFivky y1, 12 2 J* se neprotinaji podstatné.

Dikaz. Bud y, € J(K,), x, € J(K,), kde K resp. K, je komponentou mnoZiny W
resp. W?; necht pfitom 0 < r < s. Oznaéme K, komponentu mno¥iny Wy > W?
obsahujici mnoZinu K,. ProtoZe K, je souvislA mnoZina, neprotinajici mnoZinu
[x1] = H(K,) = H(W,), je bud K} = Int x, nebo K; < Ext y;. V prvnim p¥ipad¥
tedy K5 n Ext x; = 0, odkud vzhledem k inklusim [x,] = H(K;) = K, = K} plyne,
¥e tim spiSe [1,] N Ext y; = 0; ve druhém pfipadé dokdZeme obdobng, Ze [x5] N
nInt y; = 0. V Zadném z obou piipadi se tedy kiivky X1, X2 neprotinaji podstatng.
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11. Na za&itku predchazejiciho odstavce jsme deﬁnovali systém Jordanovych"
ktivek J(K) pro kazdou komponentu K ka?dé mnoZiny W?, kde s > 0; mnoZiny Wy
mame definovany zatim jen pro s> 0. PiSme na chvili pOdrOanjl W, = W((p)

J(K) = J(K, 9), J* = J*(). Bud viude v dal§im s > 0.

Definujme:
(73) W_o = W_9) = W(+90); - | 4
je-li K komponentou mnoZiny W_(¢), bud ‘
(74) I(K) = J(K; ) = {+x: 2 J(K; )} ,
(714) T =T () = {=xxe T (=0)}-
PoloZme kone¢ng& . o
(75) J=Jt0J".

ProtoZe ind., = — ind,, je podle (59)
(76)  W_, = UQ;, kde se stit4 pfes viechna j, pro n&% je ind, Q; < — s.

Z lemmatu (17) a z (58) vyplyva, Ze H(W_,) = UL,, kde se s&it pfes viechna k, pro.
n& L,  H(Q,) n H(Q;), kde ind, Q; = — (s — 1), ind, Q; = — s; tedy

(77) H(W_,) = UL, kde se s¢ita pfes viechna k, pro n&% ¢, e R_ 4.
Budeme potfebovat Jesté dv€ tvrzeni:
" Lemma 27. Je-llr<0<sJeWnWC(p(T) Wonwe =0.
Dikaz. Jeli @, c W, Q,- c W,jeind, Q; < —1,ind, Q; 2 1, takze Q: * Q;a
(78) _ ind, Q; — ind, Q; = 2.

ProtoZe komponenty mnoZiny S [@] tvo systém vzajemn$ disjunktnich (tedy
oddglenych) oblasti, je 2; N Q; = 0 = 2, Q;.

. Je-li tedy ze W,n W,, je vzhledem k (59) a (76) nutn& z e H(Q,) N H(QJ) pro
vhodna i, j, pfi¢em? Q; = W,, Q; = W,. Kdyby bylo z ¢ ¢(T), leZelo by z na jakémsi Ly,
a podle lemmatu 13 by bylo L, = H(;) n H(2;); podle lemmatu 11 by bylo [ind,, £;—
— ind, ©;| = 1, coZ je ve sporu se (78). Tim je prvni z vyslovenych tvrzeni dokazano.

Protoze @(T) je konetnéd mnoZina (takZe (cp(T))° = 0) a protoze W, n W, <
< (W, n W,)° = (¢(T))°, je lemma dokézino.

. Lemma 28. Zadne dvé kfivky y1, x5 € J se neprotinaji podstatné.

. Dtikaz. Jsou-li yq, x» € J*, je tvrzeni obsahem lemmatu 26; jsou-li y,, x, € J 5
jde o analogické tvrzeni pro kfivku =¢. Zbyva pfipad, Ze napi: y; e J*, x,€J 7,
takZe y, € J(K;), 2 € J(K,), kde K1 resp. K, je komponentou jistého W2 resp. W,°,
kde s> 0> r.

196



Protoze podle lemmatu 19 je [x;] = H(K,) = K, « W98 = W, a protoZe podle
lemmatu 27 jsou mnoziny W,°, W,” oddg&lené, je W, n W, = 0, tak¥e tim spife K, n
N [11] = 0. Souvisla mno¥ina K, tedy leZi bud celd v Int x; nebo v Ext ;. Z toho
snadno plyne (viz analogickou situaci v dikazu lemmatu 26), Ze k¥ivky xi, X, se ne-
protinaji podstatné.

Nyni jiZ koneéné miZzeme dokdzat vétu vyslovenou v odst. 4; systém J z tvrzeni této
véty bud definovéan jako v tomto odstavci (vztahem (74)). DokaZme, Ze tento systém J
ma vlastnosti 1)—3), Zadané ve v&t&:

Vlastnost 1) systému J plyne z toho, jak jsme definovali k¥ivky systémd J(K) pro
jednotlivé komponenty K mno%in W,°. Je-lis > 0 — viz odst. 9; je-lis < 0, jsou krlvky »
systému J(K) tvaru =y, kde y € J(K; = ¢@). ProtoZe pfitom = ¢ = ~ @y ~ @y_; =
=~ ...~ ¢, mé kaZd4d kifivka ye J(K; —(p) tvar x = = @;, =~ ... = @;,, takie
=X =Qut o F 0y

Vlastnost 2) dokdZeme takto: Podle lemmatu 11 patii kazdé ¢, pravé do jednoho
systému R, takZe piislusné L, leZi na hranici pravé jedné z mnoZin W, (viz lemma 17
a (77)). Protoze H(W,”) = UH(K), kde se stita pfes viechny komponenty mnoZiny W,
a protoZe soudet vpravo je disjunktni, leZi L, na hranici pravé jedné komponenty K
(viz k tomu lemma 23). Z toho, jak jsme v odst. 9 rozloZli mnoZinu M(K) na dis-
junktni mnoziny M'(K), ..., M(K) a jak jsme pomoci t&chto M'(K) (a cyklického
uspofadani v nich) utvofili k¥ivky x*, plyne ihned vlastnost 2).

Vlastnost 3) je obsahem lemmatu 28.

Poznamka 11. Dikaz hlavniho tvrzeni této prace by bylo moine provést jeste
Jjinak. Stadilo by je dokazat po elementarni k¥ivky ¢, které jsou po &astech linearni
(%imZ by se zna¢n& zjednodusil topologicky aparat, ktery jsme potfebovali k zavedeni
indikatrix k¥ivky ¢ v bod& z e ¢(T) a k odvozeni Je_]lch vlastnosti) a pak uZit véty
(viz [1]):

Pro kaZdou elementdrni kFivku ¢ existuje (kladné) homeomorfni zobrazeni h
roviny S na S, pfi némz je h = ¢ po édstech linedrni k¥ivka.

Vzhledem k topologickému charakteru véty by tim tvrzeni vyslovené v odst. 4 bylo
dokézano pro obecnou elementarni k¥ivku.

Tento postup je ovSem jen zdanlivé kratsi, nebot pravé vyslovené tvrzeni neni ani
zdaleka jednoduché. Kromé& toho pfi ném ztracime navod k efektivnimu sestrojent
ktivek y € J. Zistal by sice predpis k efektivnimu sestrojeni systému J pro kiivku ¢ po
Gastech linearni, ale vzhledem k tomu, Ze homeomorfni zobrazeni # neni efektivné
zndmo, nedalo by ndm to nic pro obecny piipad.
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Pesrome |

PA3JIOXXEHUE 3JIEMEHTAPHOW KPUBOW HA KPUBBLIE
XOPIJAHA

WIbS YEPHEI (lja Cerny), Ilpara

Kpusoii MBI Ha3bBAEM KaX/0€¢ HEIPEPHIBHOE OTOGpaXeHrne KOMIAKTHOTO HHTEP-
Baja, comepxarmeroca B E;, B OTKpHITYyI0 ILUIOCKOCTB I"aycca E. 3aMKHYTYIO IUIOC-
XocTh I'aycca M1 06o3Ha9mM depes S. Ecim Yy — kpusas, ompenenennas B {a, B,
To TOUKy ¢() MBI GymeM Ha3BIBATH HAUAAbHOI MOUYKOl KpUBOH ¢ (H. T. @), TOUKY
xe @(f) — Komyesoit moukoii 5T0¥ XpEBOi (K. T. Q): KpaiiHeii mouKoii XpoBoi ¢ Ha-
30BEM HAYalbHYIO WIX KOHNEBYIO TOUKY KpmBOoH ¢. [lamee oGozHaumMm [¢] =
= oK% B), (¢) = o((®, B)); ~¢ Oymer xpmBas, ompegmenerHas B {—pf, —o)
yenosaeM (=) (t) = (- ). '

Ecma ¢, cooTs. Yy — xpupad, ompeneieasas B {«, ), cooTB. B {y, §), npadeM
®(B) = ¥(7), To @ + ¥ o3mawaeT KpuUBYyIO , OUpeAENeEHyI0 B {a, f + § — ) cile-
HyrooM obpazom:

o(f) - amately ),

- olt) =
() <l/l(t—ﬁ +7) o telB, B+ — p).

(Amamormwmo ompemensercss @3 + @5 + ... F 0,.)

Ecmx ¢ = ¢4 + @5 4 ... 4+ @y, TO MBI Ha30BEM KaXX/YIO U3 KPUBEIX (0 YaACMbiO Q.

Ecmz ¢(«) = ¢(B), ME roBopuM, 910 ¢ 3amkHyma. ECH ¢ 3aMKEYTa H ecnH
YacTHIHEIE 0TOOpaxkenns ¢|<{d, ﬁ) 4 ¢|(«, B> B3aWMHO OHO3HAYHEI, TO MBI TOBOPHM,
9TO ¢ SBIAETCA Kpusoii JKopdana. HHOexc mouku z omHOCUMENbHO 3AMKHYMOUL KPU-
eoti ¢ oupenenserca (mng z € S — [¢]) o6raEEM 06pasom (o6o3maverme: ind, z).
Ecm M — cesi3nas acte MHOXecTBa S — [¢], To ind, 6yneT mocrosHHEIM B M;
ero sHaueEWe Ha M MeI 06038aTEM dYepes ind, M.

s xaxmoit xpuBoit XKopnasa ¢ mo TeopeMe XopraHa AMEET MeCTO S — [¢] =
= Int ¢ N Ext ¢, e Int @, Ext ¢ CyTh IM3BIOHKTHBIC O6NacTH, oOmIeH rpaHuuel
xoTopsIx sBisercs [ ¢]. IIparom ind ,(Ext ¢) = 0, ind,, (Int ¢) = +1 (B 3aBECHMOCTH
OT MOJIOKHTENHHOH WK OTPHANATEIbHOR OpHEHTAINN <p).

Mps1 rosopuM, 910 ABe XpuBEle JKopaana ¢ Uy nepecekaiomca cyuwecmsento, eciH
Into nInty # @ + Extp nInty (9ro paBHOCHIHHO yeIoBuIo Into nInty +
+ 0 + Int ¢ N Ext¥).

Ilycts ¢ — 3aMKHyTas KpHBas, ompefieseEHas B (o, B); o6ozgauam T = {te
e {a, B); cymecrsyer t’ * t, t' € e, B>, mus xoroporo ¢(t') = ¢(t)}. Ecma T — xo-
HEYHOE MHOXECTBO, HAZ0BEM ¢ 31emeHmaphoii kpuBok. Ecam B 3TOM ciydae
a=1y<t; <..<1ty=p ABIAOTCA KaK pa3 BCeMH TOUYKaMH MHOxecTBa T, TO
Kaxjas u3 KpuBBIX @k = @[<{ty_y, 4> OydeT mmm mpocro¥ wmi xpusoi Xopnara.
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T'maBHBIM YTBEPXIEHUEM CTaThU ABJISETCS CleAylollag Teopema: Ilpu ucnoae-
306aHUU MOABKO UMO 88€0EHHBIX 047 KPUBOLL (p 0bO3HAYeHull cyuecmeyem cucmema J
xpusvlx JKopoara 011 komopoil cnpasediugo:

1. Kaxcoas uz xpuswix y €J umeem 6ud y = @;, + ... + ¢; (@den=1,i £ i{, =
< N). : '

2. Kaxcooe @, a8aaemcA 4acmvio 00HOI U MOAbKO 00HOL U3 Kpugslx x € J.

3. Huxaxue Oee kpusyie )1, ¥, € J He nepecekaromcs CyujecmeeHHo.

Ecym He TpeGoBaTh BBIMOJIHEHHS CBOACTBA 3 CHCTEMEI J, TO YTBEPXKICHHE BECHMA
HETPYZAHO JoKasaTh (MHIYKIHWEH IO Wueiy 3MeMeHTOB MHoxectBa T). B crarme
cacreMa J (mm KaXJo¥ 3JMEMEHTAPHOW XpHUBOK (p) addexTHBHO HOCTpoeHa. Joa
ONKCAHKS X0Ja NOCTPOeHUI HEOOXO{MMO BBECTH €IIe HECKOJIBKO MOHSTHH.

Ilycte M — monoaozuueckas oKpyscHocmb (T. e. roMeoMOpdHEIL 06pa3 OXpyX-
HOCTH), IyCTh {zy, ..., z,} — YHOPSATOYCHEAE MHOXECTBO ¢ To4eK 3 M. Mul Gyaem
TOBODHTH, YTO 3TO MHOXECTBO €CMecmeeHHo ynopAadoueHo Ha M, eClld CyLIeCTBYeT
HOJIOXHATENLHO OPHEHTHPOBAHHAA Kpusas Kopmama p (ompepeleHHas B HEKOTO-
pom muTepBane {a, f)) Tak, gro [u] = M, z; = p(6;), 6y < ... < d,.

Iycts o; (=1,.., g) — MPOCTHIE KPEBBIS, ONpe/eNeH ke B {&;, B;>, ML KO-
TOpBIX @j{(;) = z 14 Beex j, mpudeM MEOxecTBa @ ;((«;, B;>) MU3BIOEKTHEL B craTse
moxazsmaercs (cM. JemMy 9), 9TO I KaXHoro & > 0 CYMECTBYET HOJOXHUTEILHO
OpHeHTHEpOBaHHas xpuBas JKopmaHa yu, ompenencHmas, Hamp., B <0, 27), Tak, 4710

L [o] 0 [u] = {z;}, me z; = oy)), v;€ (), B;), npmienm

2. of<e;, 75) < Int p, 0,((y; B;>) = Extp,

3. muameTp [4] MeHbIne &,

4. p(0) = p(2n) = z,

TIpu Tex xe @j, KaK yKa3aHO BBINe, MBI OylieM rOBOPHUTb, YTO MHOXECTBO g Ayl
{[@y], .. [@,]} ecTecTBeHHO YHODPAZOYEHO, €CHH CyMIECTBYeT IOJNOXHTEIBHO
OpHEHTHpOBAHHAA KpmBas Jopaama p co cBoiicreamu 1., 2. H 4. TaK, 9TO g TO9EK
{24, ... 2,} ecTecTBeHHO ymopsAzodeHO Ha K. (B craThe MOKA3BIBAETCS, 9TO yKA3aH-
HOE B OLPEJENICHAA YCJIOBHS HE 3aBHCHT OT BHIOOpa KPHBOM 4 C NpUBEICHEBIME
CBOWCTBaMM. - ‘ .

IlycTe @ — pmaWHast IeMeHTapHAsI KpUBAs; BOCHOJb3yeMCs BBEICHHBIME BHIIIE
0003BaYeHUAMH. B xaxpoM uHTepBae {#;-1, ;) BO3bMEM JBE Kakue-TUOO TOIKA
Tok—15 Tox TAK, UTOOBL t g < Top—q < Top < fx; 0003HAIUM Aoy y = @[{ty—1, Tog—1>
Aok = 0|t ), Ay = [4,] (mnst n = 1, ..., 2N). Torma 1, 6yayT DPOCTHIME KpH-
BBIMH; KaXxble JBe M3 Oyr A, UMeloT He OoNbIme OmHON ObOmIed TOYKA (n 3Ta
TOYKA — KpailHsA TOUKA COOTBETCTBEHHEIX KPHBBIX 4,).

Iycrs z e o(T); mycrs A, = A' (i =1,:..,9) — B TOYHOCTH BCe KDHBHIE A,
KpaiiHss TOUKA KOTOPHIX ecTh z. Hammmem eme A° = [1], 1°= 1% A° = 4%
Ilycth 06macThio ompenenerus kpusodt A' Gymer mmTepsai (¢, f>. Hymepamuio
TIpOBEZleM TaK, 9TO6HI MHOXeCTBO ¢ IYyT {A4%, ..., A%} GBUIO ecTecTBEHHO yHOpPATO-
gensM. (HeTpyaHO yGemuThes, 9TO 3TO BCETHa MOXHO caenars.) YITax, eciy B3ATH
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TIOJIOKUTENIPHO OPHEHTHPOBaHHYIO Kpusyro JKopnasa u, ompenenerayio B 0, 2n),
TakK, 4To

L [1] n AP = {Z7,

2. z' = 2y, rme y"e(a ) Aol yh) < Int p, 2((y%, ﬁ'>) < Extp,
3. [l n ([e]) - UA) =

4. z' = p(sY), r):(e 5“ = 2m,

TO Oymer &' < ... < &% _
Manee, uMeeT MecTo (KaK HETPYAHO yOeqUThCS)

q q
Intpy —[@] =Intu — Y4’ = UG,
i=1 i=1

rie G' — IW3BIOBKTHBIE OOJIACTH, KOTOpBIE MOXHO NEPEHYMEPOBATH TaK, 4TO
(A4~ U A%) N Int p Gyper gacThIo rparmuel G' s i = 1, ..., q. (Cp. ¢ puc. 3.)

OmnpezmenuM Teleph Ui KaXIOTO HATYpaJbHOTO 9YHCNA § MHOXeCTBO W, Kak
COeIMHEHNe BCeX MHOXECTB BHIA §j, rae Q; — KoMmoHeHTa MHOXecTBa S — [@],
Ins KOTophIX ind, Q; = s. B crathe mokaseBaercs (CM JIeMMy 11) YTO Kaxmoe
W3 MHOXeCTB L, = [qo,,] SIBJIIETCA 9YacCTBIO TPAaHUOBI B TOYHOCTH [BYX KOMIIO-
HEHT Q;, Q; MHOxecTBa S — [¢], TpITeM

lind, Q; — ind, ;| = 1.

I'panuna H(W,) muoxecrsa W, cosmapaet mo jemme 19 ¢ rpamuueit H(W,) mHo-
XeCTBa BHYTpPeHHMX Touex W° muOXecTBa W,, a mo JeMMe 17 3T0O MHOXECTBO SB-
JISETCsl COeNMHEHHEM BceX L;, A KOTOPHIX CYyHIECTBYIOT KOMIOHEHTHI 2, Q;
muoXecTBa S — [¢] Tak, uto L, = H(Q) n H(Q;) mind, Q; = s — 1, ind, Q; = s.

Tpasuna H(K) xaxno# KOMIIOHeHTH! K MHOXecTBa W COCTOHUT (no nemme 23)
B TOYHOCTH H3 BCeX Ly, s koTopsx (¢;) N H(K) = 0.

Iycts K — HekoTOpas KOMIIOHEHTa KaKoTo-ubo MHOXecTBa W mycth [¢,] <
c H(K) % mycTh z = K. T. (4. Be3 orpanudenns oGMHOCTHE MOXHO IPEATOIOXKHTE,
4TO HyMepalus KpUBbIX A’ 6bUTa IpoBeeHa TaK, YTO A ABJIAETCA YaCTBIO (). B cTaThe
IOKa3aHo (cp. . 8), aro Torga G K m uro cymecrsyer muzekc j (1 <j= q),
L KOTOPOTO

(G*n...nG@HYnK=0, G'cK.

KpuByio ¢;, yacTbIo KOTOPOH ABJIAETCA A;, MBI Ha30BeM K-CMEXHOM K KPHBOH (o
JIOKa3BIBAETCA, YTO z = H. T. ¢, ¥ 4T0 [¢;] = H(K). Kpussie K-cMexHEIE K IBYM
Pa3iE9HEIM KPHBBIM @, @), TAKXKe OTJIMYAIOTCS APYT OT APYTa.

Ilycte K — xoMmmoHeHTa ogHoro m3 Muoxects W,’; mycre M(K) — cucrema
BCEX KPHBBIX ¢y, [ XOTOPsIX [¢,] = H(K). Pasnoxum cuctemy IM(K) Ha cacTeMy
IM3BIOHKTHBIX (Hemycrsix) mHOxects IMM'(K), ..., M(K), a mvenno: BossMem
npou3BombHO @ € M(K); HycTh yXe IOCTPOEHBI KDUBHIE @, ..., ) TaK, 470 ¢}
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sBysieTcs K-CcMexHOM K @] _; W uTO @f + ... + ¢! — wnu xpusas YKopnasa wix
npocras KpuBas. B mepBom ciy4ae IOJNOXHM i = p;, BO BTOpPOM Clydae NycTb
ol 6y11eT K-cmexuoll kpuBoi X ¢;. JoxassBaercs (cp. 1. 9), uro TOrma @] + ...

.+ ol + ol +1 OyzmeT CHOBa XKOPAAHOBOM MJIIM IIPOCTOM KPUBOA. I/ITaK TOCTPOECHUE
o6ﬂ3aTeano 3aKOHUMTCS ITOCTIe KOHC‘IHOI‘O YHCIIA ATOB I(pI/IBOPI 3 I'chn: CcHCTe-
ma MY(K) cocTouT M3 KPHBBIX <p1,. o @p,; TOTMOXIM 1! = @] + ... + @, ; TOrIA
y! — xpmeas Xoppama. Kpusas ¢} smasercs K-cMexHO# X Kpmaoﬁ (p},l; oTCIOa
cenyet, 4to cucreMy IM'(K) Mbl HONyYMM YKasaHHBIM BBIILE CIIOCOGOM, HCXOJS
u3 Jo6oii xpusoit ¢, € M(K).

Ecmz MY(K) + M(K), To Bo3bMeM mpomssoiseo ¢; € M(K) — M'(K) u anamo-
ruaro moctpoum MA(K) u xpusyro y°. IlpojomxaeM Tax, IOKA BCEe MHOXECTBO
IM(K) e byzner ucuepnano. Msl nosyaum pasnoxenre I(K) na muoxecrsa M(K),

» M(K); xaxmomy mmuoxectBy IM/(K) mocraieHa B COOTBETCTBHE KpUBas
JKoppaana y’. O6osHaduM cucreMy Beex atux ' (j = 1, ..., r) depe3 J(K; o).

Iycts J *(p) — coenunenne scex J(K; @), rae cyMMHpOBAHME IPOM3BOJMTCSA
IO BCeM KommoHeHTaM K BCEX MHOXECTB Ws0 roe s = 1,2, ... OGo3HaYMM CUMBO-
mom J7(p) cuctemy Bcex KpuBBIX BHma -y, rae yeJ*(=¢). Torma cucrema
J = J*(p) UJ ~(¢) mmeeT (kax MOKA3aHO B CTAThe) TPeGyeMbIe B TEOpeME CBOHCTBA.

Summary-

DECOMPOSITION OF AN ELEMENTARY CURVE
INTO JORDAN CURVES

Irsa CERNY, Praha

By a curve we will understand a coritinuous mapping of a compact subinterval of E;
into the open complex plane E. The closed complex plane will be denoted by S. If ¢ is
a curve on <a, B, then the point ¢(x) will be called the initial point of ¢ (i. p. ¢),
and ¢(f) the terminal point of ¢ (t. p. ¢); an end point of ¢ will mean the initial or
terminal point of ¢. Define [¢] = ¢(<a, B)), (¢) = ¢((«, B)); = ¢ is the curve deﬁned
on {~pB, —ay by (=9) (1) = o(~1).

If ¢ and  are curves defined on <o, B> and (y, 0> respectively, and (p(ﬁ) l//('y)
then ¢ + ¥ will denote the curve w defined on {a, § + 6 — 7> thus

ofi) = <¢( ) for tela, By,

Yyt —p+7y) for telBf+5—1y).

(One defines ¢, + @, + ... + ¢, analogously.) If ¢ =91 + @3+ ... + @, then
the @; will be called parts of the curve @.

The curve ¢ is said to be closed if ¢(a) = ¢(f). If ¢ is closed and both the partial
mappings ¢ | <a, f) and ¢ | (%, B> are 1—1, then ¢ is called a Jordan curve. The
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index of a point z with respect to a closed curve @ is defined, for z€ § — [¢], in the
usual manner (notation: ind, z). If M is a connected subset of S — [¢], then ind, is
constant in M; this constant will be denoted by ind, M.
By the Jordan curve theorem, for any Jordan curve ¢ there is S + [@] = Intpu
v Ext ¢ with Ext ¢, Int ¢ disjoint regions with a common boundary [¢]. Further-
more, ind, Ext ¢ = 0 and ind,Int¢p = % 1 (dependmg on whether ¢ is posxtwely or
negatively onented)
~ Two Jordan curves ¢, { will be said to intersect essentially if Int ¢ n Int y %
% 0 + Ext ¢ nInt § (this is equivalent with Int @ ~ Int § = 0 # Int ¢ ~ Ext y).
Let ¢ be a closed curve defined on {«, ), and set

T = {te<a, B>; o(t') = (1) for some ' + t, '€ &, B>} .

The curve ¢ will be called elementary if the set T'is finite. In this case, if T consists of
the points & = t, < t; <... <ty = B, then each of the curves ¢, = @ | {t,_, t,) is
a simple or a Jordan curve.

The main result of this paper is the following theorem: With the above notation,
" to any elementary curve ¢ there exists a system J of Jordan curves such that:

1. Each ye Jisof theformy =@, + ...+ ¢, (n 2 1,1 S i, S N).
2. Each ¢, is a part of precisely one curve y € J.
3. No two curves Yy, X2 € J intersect essentially.

If the third property is not required, the theorem is proved very easily (e.g. by
induction on the number of elements of the set T'). In the paper, the system J, asso-
ciated with any elementary curve ¢, is constructed effectively. Some further notions
are needed to describe this construction.

Let M be a topological circle (i.e. the homeomorphic image of a circle), and let
{z1, ..., 2.} be an ordered g-tuple of points on M. The g-tuple will be said to be
naturally ordered on M if there exists a positively oriented Jordan curve u such that
(4] = M, z; = 45;), 6, <8, <... <8,

- Let o; be simple curves defined on {ay, B;> (j = 1, ..., q) such that w ;) = z, for
all j, and that the sets w,((«s, B;>) are disjoint. It is shown (lemma 9) that to any
¢ > 0 there is a positively oriented Jordan curve y, defined, say, on €0, 27> such that

L. [o;] n [u] = {z;}, where z; = o)), y;€(a,, B;) and

2. oj(<ay, ;) < Int g, wf(y;, B;>) < Extp,

3. the diameter of [u] is less than e,

4. w0) = p(27) = z,.

With the w; as above, we will say that the g-tuple of arcs {[®,], ..., [w,]} is natu-
rally ordered if there exists a positively oriented Jordan curve u with properties
1,2, 4 such that the g-tuple of points {zy, ..., z,} is naturally ordered on u. (It is
shown that the property described in the definition is independent of the choise of
the curve p with the required properties.)
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Let ¢ be a given elementary curve, and use the notation introduced above. In each
interval {t;-1, %) choose arbitrarily two points T,x—1, To; Such that t,_; < Ty-q <
< Tak < tk; set

Agk—1 = @ l (em1s Tak=10 > Ak =@ l o By, Ay =14]
(for n =1,...,2N).

Then the A, are simple curves, and each two arcs A, have at most one common
point (an end point of the correspondlng curves 4,).

Take z € ¢(T); let 4,, = A’ (i = 1, ..., q) be all those curves 1, which have z as end
point. Set A’ = [A"], 1° = 29, A° = A9 Let the domain of definition of A' be
(&, B*>. Re-number the curves A‘in such a manner that the g-tuple of arcs {4, ..., A%}
is naturally ordered (obviously this is always possible). Therefore, if 4 is any positively
oriented Jordan curve defined on <0, 2z and such that

L[] A4l ={z), |
2. z' = A(y"), where y' e (o, BY), A(<d, ¥Y)) < Intp, A((¥%, B*) = Bxty,

. q
3. o[l -Va)=9
4. z' = y(5%), where 67 = 2m,
then &' < ... < &%

1t is then obvious that

Intp — [@] = Intp — UA’ UGi

where the G' are disjoint regions, and whose indices may be chosen in such a manner
that (4'~* U A%) N Int p is a subset of the boundary of G* for i = 1, ..., g (cf. fig. 3).

For every positive integer s, let W, be the set-join of all 2, such that Q; is a com-
ponent of S — [¢] with ind,, Q; = s. It is proved (lemma 11) that every L,c [on]is
a subset of the boundary of prec1sely two components 2; Q; of S — [¢], whereupon

‘indq, Ql - indq, QJ’I = 1 -

From lemma 19 the boundary H(W,) of W, is also the boundary H(W;) of the in-
terior W,° of W,; from lemma 17 it is also the set-joint of all L, such that there exist
components 2; Q; of S — [¢] with L, = H(2;) n H(Q;) and with ind, ; = s — 1,
ind, Q; = s.

Accordmg to lemma 23 the boundary H(K) of every component K of W° consists of
all L, with (@) n H(K) =* 0.

Let K be any component of any W° let [¢,] = H(K) and z = t. p. ¢,. We may
assume that A' is a part of ¢,. It is shown (cf. section 8) thatthen G « K and that there
exists an index j (1'< j < q) such that

(G'u..vuG@HYnK=p G cK.
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That curve ¢, of which A is a part will be termed K-neighbouring to the curve ;. Itis
shown that z = i. p. ¢, and that [¢,] = H(K). Curves K-neighbouring to distinct
©;, ¢y are also distinct.

Let K be a component of some W.’; let IM(K) be the system of all ¢, with [¢,] =
< H(K). This system IM(K) may be decomposed into disjoint non-empty sets M(K),
.oes MM(K) as follows: Take any ¢ € M(K). Assume there have already been construc-
ted curves ¢, ..., ¢ such that ¢} is K-neighbouringto ¢} _, and that @7 + ... + ¢}
is either a Jordan curve or a simple curve. In the former case set i = py, in the latter
let ¢+, be a curve K-neighbouring to ¢}. It is then shown (section 9) that o7 4 ... +
+ @} + @}, is again a Jordan or simple curve. Necessarily, the construction termi-
nates after a finite number p, of steps. Let 2*(K) consist of the curves @7, ..., @y,; set
1t = @i + ... + ¢;,, so that y* is a Jordan curve. The curve ¢} is K-neighbouring
to ¢y,; hence, the same system M!(K) would have been obtained starting with any
o € M(K). :

If M(K) + M(K), then take any @7 € M(K) — M (K) and obtain M*(K), x> by an
analogous procedure. The process then may be continued until the set IM(K) is ex-
hausted. There results a decomposition of IM(K) into M*(K), ..., M(K); with each
MI(K) there is associated a Jordan curve y’. The set of these x/ (j = 1, ..., ) will be
denoted by J(K; ¢).

Let J¥(¢) be the set-join of all J(K; ¢), summing over all components K of all
W, s =1,2,... Let J™(¢) consist of all =y with y € J*(=¢). It is shown that the
system J = J*(p) U J7(¢) then has the properties required in the main theorem.
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