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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 85 (1960), Praha

0 JISTEM POKRYTI RACIONALNICH BODU V ROVINE
NEKONECNOU JEDNODUCHOU LOMENOU CAROU

VAcrav Porix, Brno
(Doslo dne 30. dubna 1959)

Prof. K. KouTskY polozil problém, dé-li se mnoina viech racio-
nélnich bodd v roviné pokryt nekoneénou jednoduchou lomenou éarou
tak, aby raciondlni body leZely nejvySe v jejich vrcholech. Préce po-
dévé konstrukei takové Sdry. PFitom raciondlni body lezi v kazdém
druhém vreholu. Celd dloha je pojata obecn8ji.

Necht 4, B, C, J jsou &étyii rizné body euklidovské roviny o néasledujicich
vlastnostech:

(1) 4, B, C nelezi v ptimce.

(2) J lezi uvnitt trojihelnika ABC.

Polozme S, = {4, B, C, J} a necht P, je mnozina viech piimek, na nichz lezi
alesporl dva rtzné body mnozZiny S,. Necht S; je mnoZina vSech prusediki
pimek mnoZiny P,. Z¥ejmé S, c S;. Necht P, je mnozina vSech p¥imek, na nichz
le#i alespoii dva razné body mnoziny S;. Necht S, je mnoZina vech prusediki
pi{mek mnoziny ¥,. Zfejmé S, c S,. Vytvoime mnoZinu 9P, atd. PoloZme
H4,B,C;J)=U S..

i=0
Véta 1. MnoZina H(4, B, C; J) je spoletnd a v roviné hustd.?)
K dikazu této véty potfebujeme nékolik lemmat.

Lemma 1. Nechf {X,}7., je posloupnost bodi vytvorend konstrukci uvedenou na
obr. 1. Pak lim X; = A.

=00
Lemma je zfejmé.
Lemma 2. Necht pro kazdé @ = 1, 2, ... mdme definovdnu Etverici riznych
bod@ A®, B®, OO, J@ o viastnostech (1), (2). Necht téZ &verice A, B, O, J md
tyto vlastnosti. Necht lim A® = 4, lim B® = B, lim (® = (C, lim J® = J.

=0 >0 i—>0 i—>0
Sestrojme pro ka#dé 1 posloupnost {XP}2_ | uvedenou v obr. 1. Potom pro kazdé
1) Viz A. F. M6B1us: Gesammelte Werke, Leipzig 1885, str. 237 —251.
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n=1,2,... plati lim X® = X, kde {X,}52.1 e posloupnost vytvorend tverici
A,B,C,J. o

Dikaz lemmatu provedeme pomoci iplné indukce. Nejdiive dokazme, Ze:
limita posloupnosti {X{}*®, pro 4 — o existuje a Ze plati lim X{ = X,.

Pongvadz C» — 0, AD — 4, mé té% posloupnost {p(4®, OD)}*  2) piimek
' limitu a plati p(4®, D) — p(4, C).
Podobné dokdzeme, Ze p(A4®, J®) —
— p(4,J), p(A®, BD) > p(4, B),
p(B®, J@) > p(B, J), p(C®, J®) -
— p(C, J). Odtud plyne, Ze posloup-
nosti prisediki {J'® = p(4®,0@D) o
n p(BD, Joye - {JD = p(AD,
B®) A p(C@, JO)? | maji limitu
a plati J'® — J', J"® — J”. Odtud

plyne p(J'®, J'@®) — p(J’, J") a od-
tud konetné plyne X = p(J'®,
JD) n pdD, JO) > pJ, J) n
n p(d,J) = X,. Tim méme lemma.
dokézano pro n = 1. Necht n je libovolné p¥irozené ¢islo a necht lemma plati
pro posloupnost {X#}>,. UvaZujme o posloupnosti {X&,}2 ;. Ponévadz
X9 > X, plati X,® = p(B®, XP) n p(4®, CP) — p(B, X,) n p(4, C) =
= X, a podobné X,® = p(C®, X¥) n p(A®, BD) - p(C, X,) n p(4, B) =
= X]. Odtud X, = p(X,®, X[9) 0 p(A®, JO) - p(X}, X2) 0 p(4, J) =
- = X,+,; a lemma plati téZ pro posloupnost {X % ;}2 ;. Plati tedy lemma pro-
viechna ptirozend n.

Lemma 3. Necht 4, B, C, J je Etwerice bodw v roviné s vlastnostms (1), (2). Potom.
mno¥ina AJ n H(4, B, C; J) je hustd na tseéce AJ.

Dikaz. Necht X je libovolny bod uvnit# tsetky AJ. Sestrojme posloupnost
{X,}n-1 podle obr. 1. Podle lemmatu 1 existuje n, tak, ze X, lezimezi 4, X a je
bodu X nejblize. PoloZme A® = X, . Ctvetice bodd A®, B, (0, J m4 vlastnosti
(1), (2), bod X le¥{ uvnit¥ Gsedky ADJ. Sestrojme opét posloupnost {X®}2 .
Existuje n, tak, ze X lez{ mezi A®, X a je bodu X nejbliZze. Polozme 4 =
= X atd. Platf lim A = X. (Necht lim A =Y % X. Pak uvniti dsedky

t—>c0 i—>c0
X7 nele#i z4dny z bodi X¥. Ctvetice Y, B, €, J mé vlastnosti (1), (2). Se-
strojme posloupnost {Y,} konstrukei z obr. 1. PonévadZ X lezi mezi J, Y,
existuje IV tak, Ze Yy lezi mezi X, Y (podle lemmatu 1). Podle lemmatu 2 ale:
plati lim X® = Y, tedy aspoil jedno X leZi mezi X, Y, coZ je spor.) Pon&-
isc0
vadZ A® pat¥{ vesmés do mnoziny H(4, B, C; J), jsme s dikazem hotovi.

%) p(X, Y) znadi p¥imku, jeZ spojuje dva rtzné body X, Y.
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Jestlite X — A, bude lim X, = A4 (podle lemmatu 1). Jestlize X — J, uva-

7—> 0

%ujme o &tvetici J, X;, X3, X; (obr. 1) a pouZijme lemmatu 1. Dikaz je hotov.

Dikaz vétyl. Dtkaz nadf véty je nyni uz patrny. Z lemmatu 3 pro étve-
¥iei J”, J', J",J (obr. 1) plyne, Ze mnoZina H = H(4, B, C; J) je hustid na.
tsedce JJ”. Odtud plyne, Ze H je husté na tsedce AJ” a tedy téZ na tsetkach.
BJ’, 0J". Snadno se odtud odvodi, Ze H je hust4 na p¥mkéach p(4, B), p(B, 0),
p(C, 4) a odtud pak, Ze H je hustd v celé roviné. Skutednost, Ze H je spodetns,.
plyne okamzité z konstrukce. Véta 1 je dokazéna.

Necht p je libovoln4 p¥imka v roving. JestliZe na p¥imce p le#{ alespori dva.
rizné body 4, B mnoZiny H, pak pfimka p obsahuje nekonednd mnoho bodd
mnoziny H a tyto body jsou v ptimce p rozlozeny husté. (Ponévadz H je vroviné
husta, existuji body C, J ¢ H tak, aby 4, B, C, J byla ¢tvetice bodi s vlast-
nostmi (1), (2). V dikaze véty 1 je pak obsaZeno, Ze mnoZina p = p(4, B) n H
je hustd v p¥imce p.) Z¥ejmé existuje celé nezdporné &islo ¢ tak, ze A, Be S;

a tedy pe¥,. Odtud plyne, Ze spodetnd mnozina U P, piimek tvoii mnozinu
i=0

viech t&ch ptimek v roving, jeZ obsahuji alespoil dva riizné body mnoziny H.
MnoZinu téchto pfimek oznaéme IM,. Necht M, je mnozina vsech piimek
roviny, jeZ obsahuji pravé jediny bod z H. MnoZina I, je nespodéetnd, nebot
libovolnym bodem A e H prochazi pouze spodetné mnoho piimek z M, kdezto
ostatni pfimky prochézejici bodem 4 jsou z mnoziny M,. Zbyvajici mnoZinu
piimek v nasi roviné oznaé¢me M,. Jsou to piimky, jez neobsahuji Zadny bod.
z H. Mnozina M, je nespodetnd, nebot v systému vSech rovnobéZek s libovolnou.
piimkou g se vyskytne pouze spodetné mnoho p¥imek mnoZiny I, u M,
(jinak by totiZ mnoZina H nebyla spodetna).

Ozna¢me R mnoZinu v8ech raciondlnich bodit v roving (ob& soufadnice jsou
racionalni). Zfejmé p¥imka, obsahujici dva réizné racionalni body, jich obsahuje
nekonetn& mnoho. Protnou-li se dvé takové piimky, pak jejich priseéik je bod
racionalni. Snadno se nahlédne, %e R = H((0, 0), (3, 0), (0, 3); (1, 1)).

Necht (4,4, ... 4,4,,;) je jednoduch4 n-lomend &4ira v roving s vlastnimi
vrcholy (vrcholy jsou body 4,, 4,, ..., 4,; vlastni vrchol je ten, jehoZ obé sou-
sedni strany leZ{ v riznych p¥imkéch).?) Rekneme, %e (... 4_,4_,;4,4,4,...) je
oboustranmné nekoneénd jednoduchd lomend dra, jestliZe pro kazdé prirozené n je
(A_pA_piq ... Ay 14,) jednoduchd lomend S4ra s vlastnimi vrcholy:.

Predlozens price poddvd konstrukei jisté oboustranné nekoneéné jedno-
duché lomené éary, kterd kladng ¥e$i nahote uvedeny problém.

Véta 2. Ke kazdé mnoZiné H = H(4, B, C; J) existuje jednoduchd oboustranné
nekoneind lomend édra P = (... A_yA_JA,A,A4,...) tak, Ze viechny vrcholy se
sudygmi indexy tvoFt mnoZinu H.

© %) Definici viz napt. K. Curix: O existenci rovinnych mnohothelniki s pFedepsanymi
uhly. Casopis pro péstovéni matematiky, 80 (1955), 415—426.
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Z¥ejmé ka¥d4 strana éary P leZi v pfimce mnoZiny M;. Konstrukei nelze pro-
vést tsporn&ji, nebot (podle p¥edchozich poznidmek) nemohou dva sousednf
vrcholy byt body mnoziny H.

Dikaz. Existuji zfejmé v roving dva razné body X,, Y, tak, Ze p = p(X,,
Y,) e My. Orientujme tuto pfimku tak, aby X, < Y, a sestrojme libovolnou
nekoneénou posloupnost bodi X, <V, < X, <
< Y, < ...na primce p tak, Ze tato posloupnost
konverguje k dbéznému bodu U, této piimky.
Uspotadejme body mmnozZiny H libovolng do po-
sloupnosti

(b) By, B,, By, ...

Spojme bod B, s X, a Y,. Body X,, Y, lze ziej-
mé volit tak, aby strany éary I', = (X,B,Y,) leZely
v piimkach mnoziny IN,. Sestrojme jednoduchou,
lomenou &ru Iy = (X;. ... X,) s vlastnimi
vrcholy (obr. 2) tak, Ze

(1) kazdy jeji vrchol je bod mnoziny H,

(2) prvni a posledni strana le#i v p¥imkach
mnoziny IM,,4)

(8) ¢ara neprotne nikde polopfimku Y Uw,

Obr. 2. (4) ¢ra T, v T, v Y, X, je jednoduchy mnoho-
" thelnik.

Koneén& sestrojme jednoduchou lomenou &ru 'y = (¥, ... Y,) s vlastnimi
vrcholy tak, Ze

(1) kazdy jeji vrchol je bod mnoziny H,

(2) prvni a posledni strana lezi v pfimkich mnoZiny 97?1,

(3) tara neprotne nikde polopiimku Y,U_,

(4) 4ra Ty u T, v Iy U X,Y, je jednoduchy mnohotihelnik.

Cara T'; 0 T, U T je jednoduché lomen4 $4ra s vlastnimi vrcholy. MnoZinu
jejich vrcholl, vyjma vrcholy X, Y, oznaéme M,. (Bod X, je vlastni vrchol,
nebot jinak by jeho sousedni strany leZely na spojnici dvou bodu z H, tedy
v piimece mnoziny M, coZz nelze. Podobnd Y, je vlastni vrchol.) Ziejmé
B,, B, e M, c H. Existuje jednoduché lomené &ira G, = (X, ... Y,) s vlastnimi
vreholy tak, Ze

(1) mé lichy podet vrcholi,

(2) mnozZina vrchold s lichym indexem je totoZnd s mnoZinou M,,

(3) jeji-strany leZi v p¥imkich mnoZiny M,

(4) &ra G, u X,Y, je jednoduchy mnohothelnik, kterj mé s poloptimkou
Y,U, jediny bod Y, spoleény.

%) PonévadZ ka’dym bodem X; resp. ¥; miZe prochdzet nejvyse jedna piimka mno-
ziny M, 1ze této podmince snadno vyhovet
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(Céru G, sestrojime tak, %e kazdou stranu &iry I'; u Ty u Ty, krom& prvni
a posledni a kromé stran sousedicich s nékterym z vrchold X, a Y,, nepatrné
,,zlomime®.) VySkrtejme z posloupnosti (b) body mnoZiny M, a necht B, je
prvai nevySkrtnuty bod. Zrejmé ¢, > 2.

Podobné jako v predchozich Gvahach sestrojme jednoduchou lomenou éaru
G; = (X;... Y;) s vlastnimi vrcholy tak, Ze

(1) mé lichy poéet vrchold,

(2) pro mnozinu M, jejich vrchold s lichym indexem plati B; € My c H,

(3) jeji strany le#i v pfimkich mnoZiny I ,,

(4) 8ara G, u X,Y, je jednoduchy mnohothelnik, ktery mé s polopiimkou
Y,U, jediny bod Y, spoleény,

(5) G, c G,

Pokragujme dile tplnou indukei. Z¥ejmé &dra G, U G, U ... m4 pozadované
vlastnosti.

Pesoume

O IIOKPBITUU MHOMHECTBA
PAIIMOHAJIBHBIX TOYEH B IIJIOCHOCTH
BECKOHEYHO! HEIIEPECEKAIOIMENCH JIOMAHON

BAIIJIAB IIOJIAK (Véclav Polék), Bpro

B pa6ore mocrpoena GeckoHedHas Hemepeceraomascs sromanas (...4_ A4,
...), Y KOTOPOIi BCe ,,4eTHHIE’  BePIIMHEL COCTABIAIOT MHOMECTBO R Beex pamwmo-
HAJLHBIX TOYeK (06e KOOPAMHATH PATMOHAIBHEL) B MIIOCKOCTH. [leficTBHTENBHO,
JIoMaHag NMOCTPOEHA JUIA MHOKecTBa H, KOTOpOe B IJIOCKOCTH MIIOTHO M KOTO-
poe sABugercss Gojee O6IMEM, YeM MHOMKecTBO R.

Summary

ON A COVERING OF ALL RATIONAL POINTS IN THE PLANE
BY AN INFINITE POLYGONAL CURVE

VicrLav Porix, Brno

A construction of an infinite simple polygonal curve (... 4_j 4,4, ...) isgiven,
such that the even-numbered vertices form the set R of all the points in the
Euclidean plane with rational coordinates. In fact a curve is constructed cove-
ring a set H, dense in the plane and of a type more general than R.
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