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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha
SVAZEK 88 * PRAHA 20.11.1963 * CISLO 1

EUKLEIDOVSKE INVARIANTY MONOSYSTEMU

ANNA JOzovA, Praha
(Doslo dne 25. &ervence 1961)

Tato prace navazuje na &lanek [4]. V této préaci je zkoumano zobecnéni vy-
sledkd &lanku [4] pro libovolny eukleidovsky prostor liché dimense, pak
geometricky vyznam invariantl monosystému dimense 3 a je sestaven systém
invariantd v nékterych vylou€enych pfipadech.

Uplny systém invariantii monosystému dimense n + 1 tvofeného jednoparametrickym
systémem n-rozmérnych prostorti v eukleidovském prostoru E,,., . V E,,.; méjme
jednoparametricky systém n-rozm&rnych prostord. Tyto prostory jsou dany pro

kazdé t takto:
B,(1) = [A(#), uy(2), ..., w,(1)] -

Systém t&chto prostord tvoii varietu; nazveme ji monosystém dimense n + 1.
Necht plati
Oproi=j,

uf) . uft) = 6, 6= <

BudiZ tento monosystém nerozvinutelny, to znamena, Ze det[4,uy, u, ..., U,
uj, ..., u;] # 0. Carkou znalime derivaci podle . Prostor [A(f), uy(2), ..., uy(t)] je
nezavisly na volbé base B,(t).

Prostor [A(f), uy(%), ..., uj(t)] oznadime A,,(f). Prostor totaln& kolmy k B,() v pro-
storu A,,(f) oznatime C,(t). Derivaci u; v bod€ t miiZeme napsat ve tvaru

ul(?) =§1"a jugt) + 'uit), kde 'u(t)eC(t).

lproi=j.

Tim jsou viechny vektory ‘uj(t) jednozna&n¥ dany. Jsou nezavislé, coZ plyne z pfed-
pokladu nerozvinutelnosti.

Zvolme nyni vektor v(f) z prostoru B,():

V) = Sal0) ().



Pro jeho derivaci plati
V(1) = Zl() u (1) + ot) ui(?) ,

kde ¥ o; u(t) = 'v'(1), 'v'(f) € C(t). Tedy ’v’_(t) je kolmy primét vektoru v'(z) do pro-
i=1
storu C,(f). Pro jeho velikost plati

V@l = 3 a) ) i) ).

To je kvadratick4 forma s koeficienty ‘ui(f) . ‘u)(t) a se soufadnicemi a(z), a,(t), coz
jsou soufadnice vektoru v(t) v basi {u,(?), u,(f)} a soutasn& vektoru 'v'(f) v basi
{'ui(D), "uy(t)}. ‘

Matici koeficientd této kvadratické formy oznagime E(%), jeji prvky e, (1).

Véta 1. Necht vSechny koFeny charakteristické rovnice matice E(t) jsou jedno-
ndsobné. Existuje vZdy ortogondlni redlnd transformace C(t), kterd prevddi redinou
kvadratickou formu do diagondiniho tvaru. Necht pFi této transformaci odpovidd
basi {uy(t), ..., u,()} base {v(t), ..., v(2)}, soufadnicim at) soufadnice B1); pak
pivodni formé odpovidd kvadratickd forma tvaru

o 1) = £ BO£040)

a lze vZdy transformaci volit tak, Ze o{f) < o(f) <> i < j, kde g, = fo(Vi)- Takto
volenymi transformacemi dostdvdme riizné obrazy vektori base, lisici se pouze
ndsobkem (—1).

Z véty 1 plyne, Ze pro libovolné i, j (i # j) plati

vw; =0 a vi.vi=f(v,v)=0.

Monosystém je definovan v jistém intervalu hodnot ¢. V celém tom intervalu pfed-
pokladejme jednondsobné kofeny charakteristické rovnice matice E. Pak pro kaZdou
hodnotu ¢ definujeme basi prostoru E,,,; takto: {A(z),-uy(t), ..., Uz,+4(t)}, kde 4 je
strikéni k¥ivka monosystému. Strikéni kFivku monosystému definujeme na zékladg
pfirozené base, tj. ortonormalni base, pro niZ plati z;z; = 0, i, j = 1, ..., n. Strikéni
kfivka je mnoZina bodd A(t), pro n&Z plati A’(f) . z(f) = Oproi = 1, ..., n. Je moZné
si ov&fit, e bod A(f) je pravé ten, na kterém maji nekone&n& blizké tvokici prostory —
z nerozvinutelnosti plyne, Ze jsou mimob&Zné — nejmensi vzdalenost (viz [3], véta 5).
Déle necht u,(t), ..., u,(t) jsou jednotkové vektory smérdi v,(f), ..., v,(t), dale budtez
U, 1(2), - -, uy,(t) jednotkové vektory smérit 'vy(2), ..., ‘vi(t) a uy,(?) budiZ jednot-
kovy vektor kolmy ke viem u,(?), ..., u,,(2), tj. k prostoru 4,,(f). Parametr ¢ volime
tak, aby [d4/d¢| = 1. ProtoZe base je ortonormalni, je

. . 2
uu;=0,pro i%j, ui=1,
4 ? ’

uy; +uu; =0, 2uu;=0.



Z ortonormality a z toho, jak jsme basi volili, plyne, Ze miZeme psat

2

n
’ 2
A" = pyus + ... + pu, +8/(1“2Pi)”2n+1,
i=1
. ;
— 1
up =Y 'qu; + Cilpag,
i=2
n
ro__ 1 2
uy = —lquy + Y 2qu; 4+ ey,
i=3
m—1 n
r__ i m
u, = — z qmU; + Z q;U; + Collpyvm >
i=1 i=m+1
n—1
r__ i
u, = — Z gnl; + ClUz,
i=1
: n
’ 1
Uy = — C Uy + )ty + S3Uppyy
i=2
m—1 n
’ . i m
Uppm = — Cplp - Z Tl 41 + Z ruy,. + SmUzn+1 5
i=1 i=m+1
n=1
r i
Uz, = — Cpy — Z L S + Sallzn+1 5
i=
’
Usn+y = = ) Sy
i=1

Omezime se na p¥ipady, kde p; & 0. Orientaci uy, ..., 4,,, U,,+1 Volime tak, aby

(3) p>0, >0, e=1 (i=1,2..,n).
Véta 2. Funkce
(4) Pis 45, iy S, G (i,j=1,---,")

v soustavé (2) pFi omezeni (3) jsou uréeny jednoznaéné, tedy jsou invarianty uvaZo-
vaného monosystému. Plati pro né jesté tyto vztahy

()

Obrdcené, mdme-li invarianty.(4) spliujici (3) a (5), je jimi uréen jediny mono-
systém aZ na eukleidovské transformace.

2
i

F

pi<l1; ci<cj¢'i<j.

1

13



Uplny systém invariantii monosystému dimense 3 v Es. Nyni pfejdeme do prostoru
dimense 5; to znamen4, Ze n = 2 a jedna se o jednoparametricky systém rovin v Es.
Pro n = 2 systém diferencilnich rovnic (2) nabyva tvaru

(6) A" = pu + pou, + (1 = p — pd)*us,
u; = qu; + c,Uj,
u; =— qu + Cyly,
uy =—cyuy + 5;Us,
uy = 7L ' + s;Us,
us = — S U3z + SyUy .

Invariantni funkce jsou

(7) D1, P2, 4, C1s €25 Ty, 81,5 8
a plati mezi nimi vztahy
(8) pt>0, p,>0, pf+p§<1, 0<c¢ <cy.

Vybereme-li libovolny vektor u(f) roviny B,(f), vyjadiime ho na zaklad€ base
{uy(2), u,(1)}. Kolmy primét uj(f) do C,() oznalime uj(f). Velikost 'uj(t) je kvadra-
ticka forma ve tvaru diagonélnim. Z teorie kvadratickych forem plyne, Ze u,(z) resp.

u,(?) jsou pravé ty sméry, pro které ma kvadratick4 forma (1) hodnotu minimalni
resp. maximalni pro kaZdé t.

Definice. Basi t&chto vlastnosti {u, u,} prostoru B, nazveme extremdini.

Nyni zjistime, co znamena, Ze n&ktery kofen charakteristické rovnice kvadratické
formy |'u’(?)| je vicendsobny.

Véta 3. Necht u(t) je libovolny vektor roviny B,(1); 'u'(t) necht je primét derivace
u(f) do roviny Cy(1); e;; necht jsou koeficienty kvadratické formy |'u'(?)| v libovolné
pevné zvolené basi {u,({), u,(t)}; pak rovnice

e11(t) — oft), e1a(t) -
e54(1), ezz(‘) - o(t)

md jeden dvojndsobny korfen prdvé tehdy, kdy#

©) (wi())* = (ux()* a ‘wi().'uy(t) = 0.

Plati-li tyto vztahy pFi volbé jedné base, pak plati pro viechny ortonormdlni base
prostoru B(t). .

Dikaz. Zde v ditkazu jsou minény hodnoty vsech funkci v bod& t. Pro dvoj-
nisobny kofen je diskriminant D = (e;; — e,,)> — 4¢3, = 0; pak ale e;; = e,,;
ey, = 0, takZe matice E kvadratické formy se rovna ey, (I je matice jednotkova). To
znamen4, Ze plati vztahy (9). K libovolné jiné basi pfejdeme ortogonalni transformaci
s matici C. Matice E se transformuje takto: CEC = e;,CIC = ¢,,] = E, kde C je
transponovana k matici C. Z toho je zfejmé, Ze jsou splnény oba vztahy i v nové basi.
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Uvedme nékteré geometrické invarianty, vyjadfené funkcemi py, ps, 7, 4, €1, C2»
Sl: 32'

Véta 4. Uhly, které svird strikéni krivka A(t) se sméry vektori u,(t) a u,(t) extre-
mdlni base, nazveme 0,(t) a o,(t); plati: cos a; = py, Cos &, = p,.

Ditkaz. A'(f), u(t) jsou jednotkové a p(t) je skalarni soudin A'(f). u(t), coZ je
cos « A'(H) uyt) (i = 1,2).

Véta 5. Necht h je oblouk strikéni kfivky, méfeny od bodu t,, orientovany jako
parametr. Necht u;, u, maji spojité derivace druhého Fddu. Necht'je uy(ty) = 2;(to);
uy(to) = z,(to); {uy(), ua(t)} extremdini base, {z,(t), z,(t)} pFirozend base, tj.
takovd ortonormdlni base, pro kterou plati zi(t) z,(t) = 0 a z,(¢) z(t) = 0. Uhel
< z,(f) uy(t) v okoli bodu t, méfme orientované. Kladnym iuhlem <« z,(f)u,(t)
nazveme takovy tihel, Ze

sign [z,(1) z,(1)] = sign [z,(t) uy(1)] .
(Lomenou zdvorkou je oznagen vnéjsi soucin v roviné B,(t).)

Pak limita podilu uhlu < z,(ty + h) us(ty + h)a Cisla h je prévé hodnota funkce q
v bodé to, tj. q(to) = lim «(ty + h)/h. Je-li extremdini base pFirozend, je q(t) = 0.
h=0

Dikaz. Predpokladame z,(fo) = uy(t,), Z(to) = uy(t,). V bodé t, plati uj =
= qu, + C1li5, Uy =— qUy + ColUy, Z) = 04Uz + 0y, Z; = a3Us + o4, Koefi-
cienty o(to) neni nutno pogitat (i = 1, ..., 4); vime o nich, Ze jsou v absolutni hodnot#
men3i neZ c¢,(t,). Je to proto, Ze velikost kolmého priimétu v'(¢) do ¢,(f), kde v(?) je
libovolny vektor roviny B,(t), miZe nabyvat maximaln& hodnoty c,(¢); tedy

I'zi (1) = (af(f) + eB(1)* < eo(t)
I'z5(8)] = (a3(2) + ad(1)* < ¢y(2)

z toho plyne omezeni pro o, a,, a3, a,. Taylorovym rozvojem vyjadiime u,, u,,
vy, v, v bodg (1, + h). Dostaneme

ul(to + h) = ul(to) + h u;(to) + O(h)
a podobné vztahy pro zbyvajici funkce. Pak miZeme psat:
u,(to + h) = uy(to) + h q(to) uy(to) + h ¢4(to) us(to) + o(h),
uy(to + h) = uy(te) — b g(to) us(to) + h c5(to) uy(to) + o(h),

z,(to + h) = uy(to) + hay(to) us(to) + hay(to) ug(te) + o(h),
z,(ty + h) = uy(to) + hay(to) us(to) + h og(to) us(to) + ofh) .

Z toho plyne cos < z,(t, + h) uy(to + k) =— hg(to) + o(h). Plati, Ze sign [u,(7).
- u,y(1)] = sign [z,(t) z,(1)]; to znamens, Ze <« uy(t) uy(t) > 0; « uy(f) uy(t) = 3m,
atedy < z;(t) uy(t) = <« z,(t) u;(f) + < uy(t) uy(t). Z toho dale plyne, Ze

cos  z,(f) uy(t) = cos (< z,(t) uy(f) + /2) = —sin < z,(t) uy(7) .



Oznatime-li <« uy(t, + h) z,(to + k) = a(to + h), dostaneme z predchézejictho:
lim «(ty + h)/h = lim (a(to + R)/sin oft, + h)).limsin «(t, + h)/h =
h=0 ) h=0 h—=0

= — lim cos (a(to + h) + 37)/h = lim (h q(t) — o(R))/h = q(t,) -
h=0 h—0

Tim je véta dokazana,
U pfimkovych ploch je definovan distribuéni parametr. Je to lim (Al/Ag), kde Ag

Al-0
je tihel smért dvou tvoficich pfimek, Al je jejich vzdalenost. Néco podobného zave-
deme u monosystému v Es.

Definice. Funkci lim (At/Aqo), kde At je oblouk strikéni kFivky monosystému,
At—0
Ag je 1ihel otoCeni vektoru extremdlni base pFi zméné parametru o At, nazveme rela-

tivni distribuéni parametr. Monosystém v Es md dva relativni distribuéni para-
metry; oznadime je *p, 2p,.

Poznamka. Ati Ap m&time neorientovang, takZe At > 0, Ap > 0.
Véta 6. Necht u,, u, maji spojité parcidlni derivace tietiho fddu. Relativni distri-
bucni parametry monosystému jsou '
po = (q* + )7¥, 2po=(a*+c3)7*.
Dikaz. Vyjadiime lim (At/Ap) v bodé t,. K tomu zavedeme At a Agp:
At-0

t=to+h, At=|h], Ap= & uyto + h)uy(te); Ay >0.
Pomoci Taylorova rozvoje je
uy(to + R) = uy(to) + huj(ty) + 3h* ui(to) + o(h?),
cos Ap = uy(to) . uy(to + h) = 1 + 3h* uy(to) ui(te) + o(h?).
ProtoZe plati
ui(te) = a(to) Us(to) + c(to) us(to) + d'(to) + us(to) + ci(to) us(to) =
= — g*(t) uy(to) — (to) us(to) + (),
kde (.) je jista kombinace vektori base, je
uy(to) us(to) =— g*(to) — ci(to)
sin Ap = (1 — cos? Ap)* = (1 — [1 + 3h* uy(to) ui(to) + o(K*)])* =
= [ — 1= B ulfto) (o) + o] = (PTa*(t) + ci() + ofW)]* =
= 1Bl (q%(to) + cX(to) + o(1)*;

potom je o
lim Ag/At = lim (Ag/sin Ap) - lim (sin Ap/A?) =

At—0 At—0

— lim (sin Ap)/At = lim (sin (A@)/1#]) = (4*(to) + ci(%))*,
At-0 At—0



a proto
hm At/AqJ = (q%(1,) + Cf(to)) *= 'po(to) -

Tym# postupem dostavame 2p,, uZijeme-li vektoru extremélni base u, misto u,
2po(to) = (Q_Z(to) + (k)" F.
Tim je véta dokézana.

Také miZeme zjistit distribucni parametr plochy, vytvofené kiivkou A a vektorem
extremalni base tvorici roviny.  Takova plocha leZi v pétirozmérném prostoru. Je
moZné najit jeji strikéni kfivku, najit parametr, aby splyval s obloukem strik¢ni
kfivky, a na zakladé toho vyjadrit distribuéni parametr.

Uvazujme tedy plochu [4, u,]. Najdeme strikéni k¥ivku. Nechf je strik&ni k¥ivka
definovéna jako mnoZina bodd C(f), pro n&Z je C'(r) ui(r) = 0,

C=A+pu, C =4 +pu, + puj.

ProtoZe

A" = puy + pu; + \/(1 - ZP%) us,

u;. = qu2 + clu3 3

C'=(py + B)uy + (p2 + Bg) u, + Besus + 1- pi — p3)us,
je

C'uj = q(p, + Bg) + cip =0
a z toho B =— q p,(¢* + ¢})7", takZe
C=A4-4qpy(q* +c}) "y '
je strik&ni k¥ivka p¥imkové plochy [4, u,]. Splyva se strikéni k¥ivkou monosystému,
pravé kdyz g = 0. To vSak je zfejmé uZz z definice strikéni k¥ivky monosystemu
Analogicky miZeme vyjadrfit strikéni kfivku plochy [A u,]:
D=A+vyu,, kde y=gp(q>+c3)7".
Snadno zjistime, %e mezi distribuénimi parametry !p, 2p a relativnimi distribuénimi
parametry plati tyto vztahy:
'p="polC’I (1 = (ps + B)) . (p2e] +1 = pi — p3)7%,
2p =2poID'| (1 = (p2 + ¥)?) - (plc; + 1 — pi — p3)"*
Definice. Méjme jednotkovy vektor u, zdvisly na t. Zvolme v prostoru libovolny

pevny bod B. Potom mnoZina bodit B + u(t) je kfivka, kterou nazveme sféricky obraz
vektoru u. '

Véta 7. Krivost sférického obrazu vektoru uy je

ky = {14 (g% + c))7[(q'c; — gci)* . (@* + ¢}t + (c2g + c17)* + i}
a vektoru u,
ko = {1+ (¢ + c3)"?[(q'ca — q¢5)* (a* + ¢3)7!
+ (c1g + cpr)* + s3]}




Dikaz. Sféricky obraz vektoru u, ozna&me 'K a sféricky obraz u, ozna&ime K.
‘B je pevny bod v prostoru. Plati

'K=B+u,, 'K =qu,+cu,,
K" = gq[— qu; + cuy] + ¢4[— cquy + rug + syus] 4 q'uy + chuy .

Zavedeme parametr s tak, aby |d'K/ds| = 1. Derivace podle tohoto parametru bu-
deme znacit te€kou. Potom

1=]'K|= ————diK E
dt | ds’
a proto v
dt 2. n-3 1 1o (N2, (A%t
— =t = +c , K="'K'{—]| + 'K'[—],
A ds (a 1) ds ds?
pfiCemZ je
dzt ’ ’ 2 2\—-2
a;=—(qq + ci¢y) - (g% + ¢f)
a tedy

K" = [uy(— ¢® — ) + uyq’ + usc] + uyc,g + ¢47) + sycqus] .
(q* + ci)—l + [ug + useq] (— q'q — cicy) (‘12 + Ci)—z s

2 2 1 a2 2\ ’ ’
g - q2 + c; u + 4 (¢® + cl)2 q(zqzq.—i— cicy) u, + czg+ clzr "y +
qa +ca (g% + ¢i) g+
n ci(g® + ¢}) = ci(d'g — cier) Uy + 51€1 us
| (¢ + i) 4 +ci
. 1 (> + 1) (g"cs — q3)* 2 |1z
K" =<1+ + (c2g + c47) + 5,62 |32
@rarl  @eap T ATarrad

Z toho je jiZ zfejmé, Ze je to vyraz uvedeny ve vétd 7. Stejnym postupem se ovEii vyraz
pro k,.

Na za€atku byl definovan pro kaZdé t prostor A(t) = [A(Y), uy(t), uy(), ui(t),
u5(#)]. Jeho poloha je dina bodem A(f) a jeho smér je totalng kolmy k u(t).

Véta 8. Plat{

lim 4 At + h) A, (1) = ui(t) 5 us()] = (s3(0) + s3(2)* = o(t) .

Tedy v(t) je mirou toho, jak se méni smér A4(t) v zdvislosti na t.

Dikaz je analogicky jako ve vété 6.

Véta 9. Vyse uvaZovanymi invariantnimi funkcemi
(10) Pi1s P2, 4, 11-"0’ zpo, ki, ki, v

je monosystém urden nejvyse osmiznaéné.
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Dikaz. Stadi, kdyZ z téhto invariantd (10) vypo&itime funkce (7). Pak kaZdym
systémem funkeci (7) je uZ monosystém jednozna&nd uréen. Funkce (7) jsou p;, p,, g,
T, C15 Ca, S, S, Z tORO Py, P2, g jsou tytéZ invarianty jako v systému (10). Z invariant@
1D, 2P dosazenim g lze vypotitat ¢, c,. ProtoZe je c,, ¢, > 0, jsou tyto funkce dany
jednoznalné. Z ky, k,, v 1ze vypoéitat r timto postupem:

2_ (B +d) 1 (=gei+qge)
(ki — 1) ==

+
i & ¢+
SN C Ry R N (0 SN YRR S VRS
c3 G ¢*+c et b5

Z této kvadratické rovnice lze vypocitat r. To jde pokud D = 0 a pak je r obecné
dvojznacéné.

Dosazenim r do vyrazu pro k, dostdvame rovnici, ze které lze vyjadfit s. PouZitim
vyrazu pro k, vyjadiime s3. Neni d4no znameni s, a s,. Jsou celkem &ty¥i moZnosti,
jak je Ize volit. ProtoZe pro kazdy p¥ipad je jesté r dvojznalné, je cely systém funkci (7)
dén osmiznagng, a tedy funkcim (10) je monosystém pfifazen nejvys osmiznang aZ na
eukleidovské transformace.

Poznamka. Libovolng zvolené funkce (10) monosystém neurduji, musi spliiovat
jisté podminky. Ty podminky jsou sloZité a nemaji Zddny nazorny vyznam; proto je
neuvadim.

Zvlastni piipad 1. M&me opdt nerozvinutelnou varietu v prostoru Es, tvofenou
rovinami [A(?), u,(t), u,(t)]. P¥i vytvafeni soustavy (6) a funkei (7) se pfedpokladalo
pl>0 (l= 1,2).

Véta 10. Je-li pFi volbé extremdlIni base monosystému dimense 3 v Es v soustavé (6)
pi = 0(i = 1 nebo 2), pak neni systém funkci (7) jednoznaény, pokud jednoznacnost
neurcime jinak.

Diikaz. Na zédklad€ sméru kolmého primétu A’ do B, byl definovan smysl u, a u,,
a to pfedpokladem p, > 0, p, > 0.

Je-li p; = 0, p, = 0, pak u, Ize volit dvojim zpisobem, takZe g miZe nabyvat dvou
riznych hodnot; s, je uréeno tim, ktery smysl u, se vybral, to znamena, s jakym g se
pocita. Tedy monosystému odpovidaji dvé soustavy funkeci (7) A kdyZ se omezime na
pfipady, kde Ize volit g > 0, pak jsou funkce (7) urdeny jednoznadng.

Pro p, = 0, p; # 0 to jde zcela analogicky.

Je-li py = 01 p, = 0, pak monosystému odpovidaji &ty¥i systémy funkeci (7). Sou-
stava funkei (7) zaleZi na volb& smyslu uy i u,, coZ jsou &tyfi moZnosti, a kaZdé z nich
odpovida jedna soustava funkci (7). Zde je moZno zarugit jednoznagnost, volime-li
orientaci tak, aby g > 0, s; > 0, omezime-li se na ty pfipady, kde oboji miZe platit.

Véta 11, Méjme opét monosystém [ A, uy, u,]. Necht v soustavé funkci (7) tohoto
monosystému je p; = 0 nebo p, = 0. Pak jsou pfislusné invarianty (10) urdeny
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dvojznalné. Obrdcené, soustava invarianti (10) monosystému, v nif p; = p,, urcuji
nejvys§ osm monosystémil, které nelze ztotoZnit eukleidovskymi transformacemi.

Dikaz. Je-li jen py(f) = 0 nebo jen p,(t) = 0, pak je tvrzeni zfejm& spravné podle
véty (10). Kdy% p; = 0i p, = 0, pak monosystému odpovidaji &tyfi systémy funkci
(7). Kazdé dva, které maji stejné g se lii jen znaménkem s, a s,; ale tyto funkce jsou
v invariantech (10) ve druhé mocning, takZe jejich znameni na soustavu (10) nemé vliv.
ZAaleZi tedy jen na znameni g. Tim je véta dokdzana.

Zvla$tni pripad 2. Necht B,(7) = [A(f), uy(1), u,(t)] je tvofici prostor mono-
systému, k nému totalnd kolmy v A,(7) je Cy,(1); {uy(2), u,(t)} je extremalni base.
Kolmé priiméty ui(?), u(f) do C,(t) oznatime ‘ui(f), ‘uj(?).

Ve vété 2 je vyloucen piipad, Ze n€ktery kofen charakteristické rovnice matice E je
vicenasobny. U monosystému v Es to znamena, Ze plati vztahy (9) (podle véty 3).

Véta 12. Monosystém [A, uy, u,], kde plati vztahy (9) pro kazdé t z definiéniho
oboru monosystému, miiZeme pomoci soustavy (6) prifadit tyto funkce:

(11) €1 T —4q, Pi> P2, S1, 82,
nebo kteroukoliv jinou soustavu funkci

(12) €is T—=4d, 'p1y P2y sy, sy,
pro kterou plati

(13) (sysy + '5252)/(s1 + 53) = ('paps + 'P2p2)(0} + D3),
("s185 — s1's2)/(s3 + 53) = (pip2 + P1'P2)/(P§ + P%)
Obrdcené, spliuji-li funkce (11) vztahy (8), aZ na to, Ze je ¢, = c,, uréuji pomoct
(6) jednoznaéné monosystém — aZ na eukleidovské transformace. Tento mono-

systém je 1é¥ uréen libovolnymi funkcemi (12) spliiujicimi (8), pokud mezi (11) a
(12) plati vztahy (13).

Dikaz. Zatim budeme vSe uvaZovat pro jednu pevnou hodnotu parametru.

Méjme libovolny vektor u e B,. Velikost ‘u’ je kvadratickd forma. P¥i jakékoliv
volbé ortonormalni base prostoru B, je tato forma v diagonalnim tvaru; to znamena,
e je to soudet &tverc soufadnic vektoru u, nasobenych stejnym koeficientem. (To
plyne z vty 10.) Hledame takovou basi, kde ‘uj | ‘u;. Z pfede§iého plyne, Ze tuto
vlastnost maji vSechny ortonormélni base prostoru B,, a proto soustava (6) neni
jednoznalng urlena. Vezmé&me jednu z nich:

A" = pu; + pou,,

uj = qu; + ¢qu3,

uy =— qu + CpUy,

uy =— ¢ Uy + rug + syus,
u = — Cy; — TUy + S5,
ur = — S;U3 — SUs;

pﬁ tom je Cl = Cz.
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Vezmé&me jinou basi B,, vzniklou otofenim ptivodni base o thel «:

vV, =u;cosa + U,sina, v,=—u;sina + u,cosa.

V této basi vyjadiime derivace v, a v,, pak vektory v a v, a cely systém invariantnich
funkeci

<
-
|

= uj cosa + uysin o — uyo sin a + u,a’ cos o =

Il

€1U3 COS 0 + U, COS a + CoU, Sina — quy sina + o (— uy sine + u, cos a) ,
vy, = ujsina + u) cos o — uya’ Sin @ — w0’ cosa =
ciUssin @ — qu, sin o + c,Uy COS o — qUy COS & — &'V .

Volime

V3 = UzCcoso + u,sino, v, =—uzsinoa + u,cosa
a pak je

’

vy = uy0’ sin o + U0’ cos o + ujcoso + uysino =

o'V, — cqU; COS O + ru, COS o + S Us COS & —
CoU, sin o — ruz sin o + §,Ussin o =

= o'V, — cy¥y + V4 + (s; cosa + 5, sin o) Us .

Stejnym postupem dostaneme

Vi = a'vy — cvy — V3 + (— sy sina + s, COS &) Us .
Derivace 4 v uvaZovaném bodg je

A" = pyuy + pyu, = (pycosa + pysina)vy + (— pysina + p,cosa)v, .
Volime '

'py = pycosa + pysina, ‘p, =— pysina + p,cosa;
Isl

5, cosa + 5, sina, ‘s, =— s, sina + 5, cosa .

Zavedeme-li takto 'py, 'p,, sy, 'S,, pak plati

("sysy + 'stz)/(sf + 522’) = ('pspy + IPsz)/(P% + Pi) = cosa,
('5152 - 51,52)/(52; + Sg) (’Plpz - Pllpz)/(Pi + P%) = sin «.

Pfi tom je us = v5 a snadno se presvédCime, Ze vi = — s5;U; — S,Uy = — 's;vy —
— 's,v,. Pfedpokladame-li ¢; = c,, plyne z pfedeSiého:

A ="pyvy + pava,

I

vi= (o + q) v, + ¢yvs,

V,2="(°"+‘1)V1' + CyVa4,

vy =— v, + (@ + 1) vy + "syvs,
v, = —cvy — (o +1)vy + 's,¥s,
v = — 's;v3 — 's,vy .

Funkce p;, P2 S1, S2 ZAvisi v jednom bodg€ jen na poloze u,, u, pravé v tomto bodg,
nezavisi na tom, jak se v okoli bodu base méni. g a r nezavisi pfimo na poloze u,, u,,
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zévisi jen na zm&nach smérd vektord base. P¥i tom plati, %e rozdil ¢ — r je pro mono-
systém charakteristicky a nez4visi ani na volbé base B,, ani na tom, jak se tato base
méni v okoli uvaZovaného bodu. ¢, a ¢, jsou zfejmé zcela nezavislé na volbé base B,.

Véta 13. Monosystém [A, uy, u,| nechf vyhovuje v definiénim oboru podmince
(9). Vybereme funkce (7), ndleZejict tomuto monosystému tak, uby p; = p,. Pak je
soustava funkci (7) ddna jednoznaéné aZ na poradi s, a s,. Obrdcené, kaZdym systé-
mem funkci (7) spliujicich (8), kde ¢; = ¢,, p, = p,, je pomoct diferencidlnich
rovnic (6) monosystém jednoznaéné uréen (aZ na eukleidovské transformace).

Dikaz. Sestrojime funkce (11) pro libovolnou basi a pomoci vztahi (13) pfejdeme
k takové, kde p, = p,. To znamena, Ze jsou u,, u, dany aZ na pofadi podél celého
monosystému; tim jsou dany funkce s, s, — jejich pofadi zase nezndme — a funkce
gar.

Véta 14. Nechr[ A, uy, u, ] je monosystém, kde pro ka?dé t z uvaZovaného intervalu
plati (12). Takovému monosystému odpovidd vice riiznych soustav funkci (11).
Vybereme tu soustavu, kde p, = p,. Takovd soustava existuje prdvé jedna aZ na
poradi ky a k,.

Obrdcené, soustava (10) invarianti monosystému, v ni¥ p; = p,, uréuje nejvoys osm
monosystémi, které nelze v sebe prevést eukleidovskymi transformacemi.

Dikaz plyne z pfedchazejici véty.
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Pe3omMe

EBKJINJOBBI MHBAPUAHTHI MOHOCHCTEM

AHHA HO30BA (Anna Jizové), Ilpara

ITycts B eBkympmoBoM mpocTpaHcTBe E, maH 06BekT, 06pa3oBaBHBIE OZHONApa-
METPHYECKOM CHCTEMOl eBKIMIOBBIX IpocTpacTB Eyt), 1 < k < n — 2. Hasosem
3TOT 06BEKT MOHOCHCTEMOM Pa3MepHOCTH k -+ 1, mpoctparctsa Ej(t) — oGpasyro-
LIEMHE IPOCTPAHCTBAMHE MOHOCHCTEMEI. IlycTh Xaxzoe oGpasyroluee IpOCTPAHCTBO

]
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onpenenseTcss TOuKoH A(f) a JHMHEHHO He3aBUCHMBIMH BeKTOpaMH U,(1), ..., u(r).
PaccMOTpEM Temeph MOHOCHCTEMY pa3MepHOCTH k + 1 B mpocrpaHCTBe E,pyy.
Basucsl A(t), uy(2), ..., u,(f) 06pasyroUEX OPOCTPAHCTB MOXHO, BOOGLIE TOBOPH,
BHIOpaTh Tak, YTOGH OHH yHOBIeTBOpsUIH cucTeMe (2). st 3TOH MOHOCHCTEMEI
MOXXHO HAiTH HHBapHaHTHL, NaHHble KodhuuHeHTaMu cucTeMsl (2); HMH MOHO-
cHcTeMa ompenenseTcs ogHo3HauHo. B Es, T. e. oy k = 2 — 310 cucrema audde-
PEHIMATLHBIX ypapHeHuH (6) u uHBapuanThl (7). ECIM HCKATH MX reoMeTpHYeCKHi
CMBICII, TO MBI IOJIy9sM HEBapuaHTHI (10), KOTOpHle OLIPEeIEIOT MOHOCHCTEMY He
Goree 9eM BOCbMM3HAYHO. Jlajiee MOXHO HAWTH HHBAPHAHTHI JJIs HEKOTOPHIX CIIy-
YaeB, He COepXKaIluXcs B 06LIeM ciIydae.

Résumé
LES INVARIANTS EUCLIDIENS DE MONOSYSTEMES

ANNA JUzoVA, Praha

Dans 'espace euclidien E, soit donné un objet géométrique formé d’un systéme a
un paramétre d’espaces euclidiens Ey(f), 1 £ k < n — 2. Nous I'appellerons mono-
systéme & k + 1 dimensions; les espaces E,(t) seront appelés espaces générateurs du
monosystéme. Chaque espace générateur soit donné par un point A(r) et k vecteurs
u,(t), ..., u(?), linéairement indépendents. Considérons maintenant un monosystéme
a k + 1 dimensions dans l'espace E,;. ;. Les bases A(%), u,(1), ..., uy(f) des espaces
générateurs peuvent, en général, &tre choisies de fagon a vérifier le systéme (2) On
peut trouver les invariants de ce monosystéme; ils sont donnés par les coefficients du
systéme (2) et déterminent le monosystéme univoquement. Dans' Es, c’est-3-dire
pour k = 2, Cest le systéme d’équations différentielles (6) avec les invariants (7). En
cherchant leur signification géométrique, nous arrivons aux invariants (10) qui déter-
minent le monosystéme, mais en laissant huit choix possibles. On peut trouver des
invariants aussi pour quelques cas particuliers que le cas général n’enferme pas.
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