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Časopis pro pěstováni matam atiky, roČ. 95 (1970), Praha 

POZNÁMKA O POČTE RIEŠENÍ ROVNICE - + - = -
x y b 

V PRIRODZENÝCH ČÍSLACH 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dňa 26. marca 1969) 

Ako je známe racionálně číslo afb (a, b prirodzené čísla), pre ktoré rovnica 

(!) I + l _ l 
x y b 

má riešenie v prirodzených číslach x, y, nazývá sa číslom A2
 1). Nutné a postačujúce 

podmienky pre to, aby afb bolo číslom A2 vyslovuje napr. veta Schinzelova (pozři [1] 
veta 1, str. 6 —7) a veta N. Nakayamaova (pozři [2] str. 193). O počte týchto riešení 
však (ak afb je číslom A2) podlá P. Erdósa (pozři [2] str. 194) nič nie je známe. 

V tomto článku odvodíme nutné a dostačujúce podmienky pre riešitelnosť rovnice 
(1) v prirodzených číslach v takej formě, ktorá umožňuje vo zvláštnych prípadoch 
(napr. keď a = 1, alebo keď b je prvočíslo atď.) určenie počtu týchto riešení a vo 
všeobecnom případe aspoň určenie horného ohraničenia tohoto počtu. 

Veta 1. Každé riešenie rovnice (l) v prirodzených číslach x, y je tvaru 

(2) x = * + A , y = ±±±l 

a a 

kde kít k2 sú prirodzené čísla, pre ktoré platí 

(3) kxk2 = b2 , a\b + ki9 a \ b + k2 

a obrátene každá dvojica čísel x, y týchto vlastností je riešením rovnice (l) v pri­
rodzených číslach. 

Dokaž. 1. Keďže ífx < afb, je x > bfa. Položme preto x = (b + k^fa, kde kx 

*) Pozři napr. [3] str. 57. 
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je prirodzené číslo (lebo kx = ax - b). Po dosadení do (1) máme a\(b + kx) + 
+ í/y = a\b, odkial po malej úpravě 

,.l(> + ?)-i±h. 
a\ kj a 

kde fc2 = b2\kí9 takže b2 = kxk2 a číslo fc2 = ay — b je tiež číslo prirodzené. Pod-
mienky (2) a (3) sú teda nutné. 

2. Dosaďme (2) do lávej strany (1). Máme 

a a _ a(2b + kí + k2) _ 
b + kt b + k2 b2 + b(kt + k2) + ktk2 

_ a(2b + fcj + fc2) __ a 
~ 2b2 + b(fci + fc2) " b ' 

Podmienky (2) a (3) sú teda aj dostačujúce. Tým je veta dokázaná. 
Riešenia 

(b + kt b + k2\ íb + fc2 b + fcA 
\ a ' a ) \ a ' a ) 

nepovažujeme za rózne, a tak všetky riešenia rovnice (l) dostaneme, ak sa obmedzí-
me na fcj ^ b. Pri kt < b je x < y a pri fcx = b je x = y. 

Veta 2. Počeř n(a/b) riešení rovnice (l) v prirodzených číslach x, y je 

(4) „ (£) š i(<&2) + i) 

kde d(b2) je počet všetkých kladných delitelov čísla b2. Pre a = 1 platí rovnost'. 

Dokaž. Ak fc prebieha všetky dělitele čísla b2, potom tieto dělitele móžeme dať 
do párov kí9 k2 = b2/ki združených delitelov. Ak dvojka (kl9 k2) združených deli­
telov čísla b2 dává riešenie rovnice (l), potom to isté riešenie dává aj dvojica (fc2, fc^ 
(pozři (3) a dohovor před větou 2). Přitom ak kt < bx je dvojica (fc^ fc2) rozna od 
(fc2, fcj). Tak dostáváme najviac \(d{b2) — 1) riešení rovnice (l). K tomu přistupuje 
ešte (eventuálně) riešenie, ktoré odpovedá dvojici (b9 b)9 teda spolu rovnica (1) nemá 
viac než i(d(b2) + 1) riešení. 

Při a = 1 je každá dvojica (2) skutočne riešením rovnice (1), takže vo vztahu (4) 
platí rovnost Ako uvidíme nie je to jediný případ rovnosti v (4). 

Poznámka 1. Ak je kanonický rozklad čísla b na prvočinitele b = p\\ pa
2

2,.. 
J 

., py, potom d(b2) = n (2ai + 0 ' t a k ž e čís l° i(d(b2) + 0 Je prirodzené. 
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P o z n á m k a 2. Snadno sa přesvědčíme, že v (4) platí rovnosf aj vtedy, keďa = 2 a b 
je nepárne číslo. Ak je však a = 2 a b párne číslo, máme po krátení zlomku afb 
dvoma rovnicu 1/x + í/y = 1/b', kde b' = \b je prirodzené číslo, a tak podlá 
vety 2 platí 

V ďalšom předpokládáme (a, b) = 1. 

Lema 1. Nec/i b 2 = ktk2 je rozklad v obore prirodzených čísel a nech (a, b) = 1. 
Potom platí 

a | b + fc1<=>a|b + fc2. 

D o k a ž . Zrejme existujú prirodzené čísla m, n, / také, že .-q = m2/, fc2 = n2/, 
b = mn/. Potom b + fcx = ml(m + n), b + fc2 = n/(m + n). Pretože (a, b) = 
= (a, m) = (a, n) = (a, /) = 1, platí 

a | b + fc1=>a|m + n = > a | b + fc2 

a analogicky obrátene. Tým je lema dokázaná. 
Z lemy 1 bezprostředné vyplývá 

Lema 2. Afc (a, b) = 1, potom podmienka (3) v0 věře 1 je ekvivalentná s pod-
mienkou 

(y) k^k2 = b 2 , a | b + fcx , fcx = b . 

Veta 3. Nech (a, p) = 1, p je prvočíslo. Potom 

(5) « ( % 2 

a rovnost'v (5) platí právě vtedy, kedbud a = 1 a/ebo a = 2 a súčasne p je nepárne 
prvočíslo. Ďalej n(ajp) = 1 právě vtedy, ked a > 2 a a | p + 1. 

Vostatných prípadoch je n(a/p) = 0. 

D o k a ž . Pre k1 prichádzajú v dósledku (3') do úvahy len hodnoty l a p , takže 
n(ajp) ^ 2. Nech existujú dve rózne riešenia rovnice 

(c\ 1 1 a 
x y p 

Potom a | p + 1 a súčasne a \ p + p (pozři (3)). Odtial vyplývá a \ p — 1. Z pod-
mienok a | p + l, a | p - l dostáváme a | 2, takže a ^ 2. Teda ak (6) má dve 
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rózne riešenia, potom a ^ 2. Ak a = 1, platí v (5) rovnosť na základe vety 2, keďže 
d(p2) = 3. Ak a = 2 a (6) má dve rózne riešenia, musí byť P + 1 párne (keďže 
2 | p + 1) a tak p musí byť nepárne prvočíslo. Obrátene, ak p je nepárne prvočíslo, 
má rovnica 1/x + \jy = 2\p dve rózne riešenia (pozři poznámku 2). 

Ak n(a\p) = 1, potom nastává aspoň jeden z týchto prípadov: 1. a)( p + 1, 
a | 2p\ 2. a \ p + 1, a ^ 2p. V případe 1. je a jedno z čísel 1, 2, p, 2p. Hodnoty p, 2p 
sú vylúčené tým, že (a, p) = l a hodnota a = 1 tým, ŽQ a Jf p + 1. Teda a = 2. 
No potom z a J( p + i vyplývá p = 2, takže (a, p) > 1. Teda případ 1. nemóže 
nastaťa tak nastává 2. Z 2. vyplývá a > 2 (pri a ^ 2 je a | 2p — pozři 2.) a a | p + 1. 
Obrátene, a k a > 2 a a | p + l má rovnica (6) na základe vety 1 a predošlej časti 
dókazu právě jedno riešenie. Tým je dókaz skončený. 

Pozn ámka. Rozklady na súčet kmenových zlomkov, ktoré zodpovedajú riešeniam, 
uvedeným v tejto vete, sú následovně: 

1. dve rózne riešenia: 

x ' , , , 1 1 1 , 1 1 1 
a) a = 1, ki = 1 ; + -- = - ; k{ = p ; — + — = - ; 

P + 1 p(p + 1) p 2p 2p p 

b) a = 2, p nepárne, kx = 1 ; + — = - ; 
Í(P + 1) \P(P + 1) P 

1 1 2 
p ; - + - = -

p p p 
2. jediné riešenie; 

a > 2, a | p + 1, k! = 1 ; + 

- ( P + I) - K P + I) P 

a a 

Riešenie 2) je uvedené ako dósledok 4 k vete 1 v [1] str. 11, avšak jeho unicita nie 
je ani spomenutá, ani dokázaná. 
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Zusammenfassung 

BEMERKUNG ÜBER DIE ANZAHL DER LÖSUNGEN 

DER GLEICHUNG - + - = - IN NATÜRLICHEN ZAHLEN 
x y b 

PAVEL BARTO§, Bratislava 

Im Artikel wird eine Methode zur Lösung und Bestimmung der Anzahl der Lösungen 
der Gleichung (l) in natürlichen Zahlen angeführt. 
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