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Casoplis pro péstovini matematiky, ro&. 95 (1970), Praha

POZNAMKA O POCTE RIESENI ROVNICE L + 1_ %

x y
V PRIRODZENYCH CISLACH

PAVEL BARTOS, Bratislava
(Doslo diia 26. marca 1969)

Ako je zname racionalne &islo a/b (a, b prirodzené &isla), pre ktoré rovnica

(1) +

x| =

< |-
SRS

ma riedenie v prirodzenych &islach x, y, nazyva sa Cislom 4, 1). Nutné a postadujiice
podmienky pre to, aby a/b bolo &islom 4, vyslovuje napr. veta Schinzelova (pozri [1]
veta 1, str. 6—7) a veta N. Nakayamaova (pozri [2] str. 193). O potte tychto rieseni
viak (ak a/b je &islom 4;) podla P. Erdésa (pozri [2] str. 194) ni& nie je zname.

V tomto ¢lanku odvodime nutné a dostadujiice podmienky pre riefitelnost rovnice
(1) v prirodzenych &islach v takej forme, ktord umoZfiuje vo zvlastnych pripadoch
(napr. ked a = 1, alebo ked b je prvodislo atd.) ur&enie potu tychto rieSeni a vo
vieobecnom pripade aspoii uréenie horného ohraniCenia tohoto poctu.

Veta 1. KaZdé rieenie rovnice (1) v prirodzenych ¢islach x, y je tvaru

(
) x=l2thk o, btk
a a

kde k, k, su prirodzené Cisla, pre ktoré plati
(3) k1k2=b2, alb+k1, alb+k2

a obrdtene kaZdd dvojica ¢isel x, y tychto vlastnosti je rieSenim rovnice (1) v pri-
rodzenych dislach.

Dokaz. 1. KedZe 1/x < a/b, je x > b/a. Polozme preto x = (b + k,)/a, kde k,

1y Pozri napr. [3] str. 57.

411



je prirodzené &slo (lebo k; = ax — b). Po dosadeni do (1) méme a/(b + k,) +
+ 1/y = a/b, odkial po malej tiprave

2

a

kde k, = b?[k,, tak¥e b* = k,k, a &islo k, = ay — b je tieZ &islo prlrodzené Pod-
mienky (2) a (3) st teda nutné.

2. Dosadme (2) do Iavej strany (1). Mame
a_,_a a@2b + ky + k)  _
b+k, b+k, b2+b(k1+k2)+kk2
— a(2b + k1 + kz) a

262 + bk, + k;) b

Podmienky (2) a (3) su teda aj dostadujuce. Tym je veta dokazana.

b+k, b+k, b+k, b+k
a ’ a a ’ a

nepovaZujeme za rdzne, a tak vietky rieSenia rovnice (1) dostaneme, ak sa obmedzi-
menak, <b. Prik, <bjex<yaprik, =bjex =y.

RieSenia

Veta 2. Pocet n(a/b) rieseni rovnice (1) v prirodzenych ¢islach x, y je

@) n <§) < 3(d(b) + 1)

kde d(b?) je pocet vSetkych kladnych delitelov ¢isla b*. Pre a = 1 plati rovnost.

Dokaz. Ak k prebieha vietky delitele &isla b?, potom tieto delitele mdZeme daf
do pérov ky, k, = b?/k, zdruZenych delitelov. Ak dvojica (k,, k,) zdruZenych deli-
telov &isla b? d4va rieSenie rovnice (1), potom to isté rieSenie dava aj dvojica (k, k,)
(pozri (3) a dohovor pred vetou-2). Pritom ak k; < b, je dvojica (k,, k,) rézna od
(k,, ky)- Tak dostavame najviac 4(d(b?) — 1) rieSeni rovnice (1). K tomu pristupuje
edte (eventuélne) rieSenie, ktoré odpoveda dvojici (b, b), teda spolu rovnica (1) nema
viac neZ 3(d(b?) + 1) riedeni.

Pri a = 1 je kazd4 dvojica (2) skutotne rieSenim rovnice (1), takZe vo vzfahu (4)
plati rovnost. Ako uvidime nie je to jediny pripad rovnosti v (4).

Pozndmka 1. Ak je kanonicky rozklad Cisla b na prvoCinitele b = p{', p3’, ...

J
..s p¥, potom d(b?) = [] (2« + 1), takZe &islo 4(d(b?) + 1) je prirodzené.
i=1 :

412



Poznamka 2. Snadno sa presved&ime, Ze v (4) plati rovnost aj vtedy, keda = 2a b
je neparne &islo. Ak je viak a = 2 a b parne dislo, méame po kréteni zlomku alb
dvoma rovnicu 1/x + 1/y = 1/b’, kde b’ = 1b je prirodzené &islo, a tak podla

vety 2 plati
2 1 1 b?
ZV=-@db)+1)=-[d[=)+1]).
(b> @+ 2((4) )

V dalSom predpokladame (a, b) = 1.
Lema 1. Nech b? = k,k, je rozklad v obore prirodzenych &isel a nech (a, b) = 1.
Potom plati
a|b+k1¢>a|b+k2.
Dékaz. Zrejme existuju prirodzené &isla m, n, | také, e k, = m?l, k, = n?l,

= mnl. Potom b + k, = ml(m + n), b + k, = nl(m + n). PretoZe (a,b) =
= (a, m) = (a,n) = (a,1) = 1, plati

alb+k,=a|lm+n=a|b+k,
a analogicky obratene. Tym je lema dokazana.

Z lemy 1 bezprostredne vyplyva

Lema 2. Ak (a, b) = 1, potom podmienka (3) vo vete 1 je ekvivalentnd s pod-
mienkou " '

(3) : kik, =b*, a|b+k,, k;<b.

Veta 3. Nech (a, p) ='1, p je prvocislo. Potom

(5) n (ﬁ)g 2

a rovnost'v (5) plati prdve vtedy, ked bud a = 1 alebo a = 2 a sicasne p je nepdrne
prvocislo. Dalej n(ap) = 1 prdve vtedy, keda >2a a|p + 1.

V ostatnych pripadoch je n(a/p) = 0.

Dokaz. Pre k, prichadzaji v dosledku (3') do uvahy len hodnoty 1 a p, takZe
n(a/p) < 2. Nech existuju dve rozne rieSenia rovnice

(6)

+

x| =
N IR

< |-

Potom a | p + 1 a stasne a | p + p (pozri (3)). Odtial vyplyva a | p — 1. Z pod-
mienok a|p + 1, a|p — 1 dostivame a | 2, takZe a < 2. Teda ak (6) ma dve
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rozne riefenia, potom a < 2. Ak a = 1, plati v (5) rovnost na zaklade vety 2, kedZe
d(p?) = 3. Ak a =2 a (6) ma dve rdzne riefenia, musi byt p + 1 parne (kedZe
2| p + 1) a tak p musi byt neparne prvogislo. Obratene, ak p je neparne prvogislo,
ma rovnica 1/x + 1/y = 2/p dve rdzne rieSenia (pozri poznamku 2).

Ak n(a/p) = 1, potom nastava aspoii jeden z tychto pripadov: 1. af p + 1,
a | 2p;2.a | p + 1,a x2p. V pripade 1. je a jedno z Cisel 1, 2, p, 2p. Hodnoty p, 2p
st vylagené tym, Ze (a, p) = 1 a hodnota a = 1 tym, Ze a } p + 1. Teda a = 2.
No potom z a } p + 1 vyplyva p = 2, take (a, p) > 1. Teda pripad 1. nemdZze
nastat a tak nastdva 2. Z 2. vyplyvaa > 2(pria < 2jea |2p — pozri2)aa|p + 1.
Obratené, ak @ > 2 a a | p + 1 ma rovnica (6) na zaklade vety 1 a predoslej Casti
ddkazu prave jedno rieSenie. Tym je dokaz skonceny.

Poznamka. Rozklady na sucet kmeiiovych zlomkov, ktoré zodpovedaju rieSeniam,
uvedenym v tejto vete, si nasledovné:

1. dve rézne rie$enia:

a) .a=1’k1=1; 1 + 1 =1_; k,=p; i_;.i-_:i;
p+1 plp+1) p 2p 2p p
b) a=2, pneparne, k; =1; 1 + 1 = %;
p+1) dpp+1) p
1 1 2
ky=p; —+=-==
p p P
2. jediné riesenie;
a>2alp+ 1,k =1; ! + 1 =

N e

i—(p-i—l) :lz—p(p+l)

RieSenie 2) je uvedené ako dosledok 4 k vete 1 v [1] str. 11, aviak jeho unicita nie
je ani spomenutd, ani dokazana.
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Zusammenfassung

BEMERKUNG UBER DIE ANZAHL DER LOSUNGEN

DER GLEICHUNG L + L = ¢ IN NATURLICHEN ZAHLEN

x )y

o

PAVEL BARTOS, Bratislava

Im Artikel wird eine Methode zur Lésung und Bestimmung der Anzahl der Losungen
der Gleichung (1) in natiirlichen Zahlen angefiihrt.
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