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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

ROZKLAD PRIMKY NA SHODNE TROJBODOVE MNOZINY

KAREL KOUTSKY a MILAN SEKANINA (Brno)

v v DT: 513.832
Doglo dne 10. dervence 1957 519.52

V élénku je ukédzédno, Ze kazd4 trojbodovéd podmnoZina pfimky je jeji
rozkladovou mnoZinou.

Piimou shodnost podmnozin z eukleidovského prostoru E, (zprosttedkova-
nou eukleidovskym pohybem 1. druhu) znadime symbolem =, shodnost =.
1.1. (definice). BudiZ E, n-rozmérny eukleidovsky prostor a mnoina M c E,.
Rekneme, fe M je rozkladovd mmoZina prostorw E,, kdy% existuje rozklad R
no E,Y) takovy, Ze
AeR=>A >~ M.
Rozklad R budeme znalit podrobnéji R (M, =~<). Je-li dokonce pro jisté R
AeR=> A=~ M,
potom M nazgvime piimow rozkladovou mmoZinouw prostoru E, a pFislusny
rozklad znaéime podrobnéji R(M, =).

1.2. (definice). BudiZ & grupa eukleidovskych pohybt v E,. Budiz M c E,
s témito vilastnostmi:

l.z,yeM, 6@, o) =y=>2=1y.

2. ye B, = existuje x e M @ ¢ € & tak, Ze o(z) = y.

Potom M nazjvime fundamenidlnt mnoZinouw grupy &.

1.3. (definice). Necht €, znalt grupu vdech eukleidovskijch pohybi v E,. Necht
je ddn na E, rozklad R(M, =), kde M c E,. Necht ¢ ¢ €,. Rekneme, % o je
2dkrytovym pohybem na R(M, =), kdyz

AeR=c(4)eR.

1.4. (lemma). BudiZ R(M, =) rozklad na E,, M c E,. Potom mnofina viech
2dkrytovijch pohybt, na R(M, =) tvoFt grupu (grupovou operact je skldddni
zobrazent).

1) Definici rozkladu na mnoZiné viz napf. v [1], str. 14.
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Dikaz je zfejmy.

1.5. (definice). BudiZ R(M, =~) rozklad na E,, M c E,. Grupu vech 2dkryto-
vych pohybi na R(M, =) nazveme totdlni zdkrytovou grupow na R(M, ~) a
budeme i znaéit Gg.

1.6. (definice). Buclz’é’ R(M, ~) rozklad na E,, M c E,, & podgrupa v Gp.
Je-li kazdd mnofina A € R fundamentdlni mnofinou grupy &, nazveme & funda-
mentdlni zdkrytovou grupou na R(M, ~).

V daldim se zabyvame prostorem E,, ktery povazujeme za ¢&iselnou osu.
Pripomenime, Ze na E, pfimou shodnosti je translace, shodnost je budto trans-
laci nebo symetrii.

Bezprosttedné se nahlédne, Ze kazdd dvoubodovd podmnoZina p¥imky je
jeji piimou rozkladovou mnozinou. Budiz nynf ¥ = {z, y, 2} c B,z < y < z.
Bez Gjmy na obecnosti méZzeme polozit x = 0. Dale rozli¥me dva piipady:

a) ¥ a z jsou raciondlné zavislé, tj. existuji cela &isla m, n, m + 0 == n, tak,
Zen.y =m.z.

b) ¥ a z nejsou racionalné zavisla ¢&isla.

Ad a) Necht .y = m . 2z, n, m celd &isla, n & 0 + m. MiZeme ziejmé pied-
pokladat, Ze m a » jsou nesoudélna. Zavedme na E, soufadnicovy systém

tak, aby —7‘% byl jednotkovy bod. Trojice M v tomto novém systému mé tvar

{0, m, n}. Odsud plyne, Ze se v tomto p¥ipadé stati omezit na mnoziny tvaru

{0, m, n}, kde m, n jsou celd nesoudélna &isla, 0 < m < n.

Ad b) Necht y a z nejsou raciondlné zavisld ¢isla. Podobnou dvahou jako
v odstavci ad a) zjistime, Ze se stadi omezit na mnoziny tvaru {0, 1, «}, 1 < «,
o« iracionalni.

24. (v8ta). Necht M = {0, m,n}, 0 <m <mn,m n redlnd &isla. Necht
existuje R(M, =). Potom translace

o@)=x+m+n, x e¢B, clx)=2+m — 2n, zeck,,
jsou zdkrytovymsi pohyby na R(M, ~).

Dukaz. Necht M’ ¢ R(M, ). Potom existuje z ¢ B, tak, 2e M' = {2, z + m,
z + n}. :

a) UvaZujme o bodu z + m -+ n. Existuje Z ¢ R(M, =) a translace o’ tak,
tez+m+neZ, o/(M')=Z.
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Protoze

9/(2+m):z+m+n=>M'=¥=Z,9’(z)=z+n:>ZmM’ + 0, coZ je spor,
0’z +n)=z+m+n=>M +Z,0() =2z+m=2Zn M =+ 0, coz je spor,
jest @'(z) =z +m +matedy o' =,

b) UvaZzujme o bodu z -+~ m — n. Existuje X ¢ R(M, ) a translace ¢’ tak,
zez+m—mneX, o' (M') = X. Obdobn& jako v &sti a) se ukdzZe, %e ¢'(z +
+n) =2+ m —n, tedy 6’ = 5. Tim je véta dokézéna.

2.2. (véta). BudiZ M = {0, m, n}, kde m, n jsou celd nesoudélnd &sla, 0 < m <
< m. Potom M je primow rozkladovou mnoZinow prostoru E, prdvé tehdy, kdys
0, m, n jsou vzdjemné nekongruentnt mod 3.2)

Dukaz. Pfedpokladdejme, Ze 0, m, n jsou vzajemné nekongruentni mod 3.
Definujme relaci g, na E, takto: z, y € E,, % o,y <<z — y je celé &islo. Relace
0, je ziejmé ekvivalence. Necht IV je mnoZina representantii z jednotlivych t¥id

ekvivalence g,%) Definujme systém P takto:
MeP<sM ={z,z+max+n},vel,z—2=0(mod3),
kde z, ¢ N, z,0,2.
Ukézeme, e P je rozklad na .E’l v mnoZiny p¥imo shodné s M.

1. M"e P= M’ & M, plyne ihned z definice P,
2. M, M"eP, M &+ M" = M n M" = 0.

Toto tvrzeni dokdZeme takto: Necht
M ={z,z+maz+nt, M"={y,y +my +n},
"kde z,ye B, M' &= M".

Necht z non ¢,y. Potom z definice o, plyne, ze M' n M” = §. Necht zo,y.
Protoze podle predpokladu je M’ + M”, je t¥eba uvaZovat pouze o rovnostech
r=y+m, z+m=y+mn x=y-+n a o rovnostech, které vzniknou

2) Otazky, tykajici se rozkladu p¥imky na mnoZiny p#imo shodné, lze formulovati
v pojmech faktorisace grupy redlnych &isel R. Necht toti% {M,, M,, ..., M, ...} je rozklad
primky, kterou povaZujeme za &iselnou osu, na mnoZiny pfimo shodné, tedy M; == M,.
Necht #; je libovolng, ale pevng zvolené &islo takové, Ze Kz =y + ¢, y « My] = M,.

x
Oznadme S, = M,, S, == {f, t;, ..., t;, ...}. KaZdé redlné &islo se dé psét préve jednim
zpusobem jako a + b, a ¢S}, beS, PiSeme R =S, + §,. Obdobnéd pozndmka plati
pro mnoZinu C viech celych ¢&isel. V &lanku [5] na str. 240 je vyslovena tato domnénka:

Necht C znadi mnoZinu v8ech celych &isel, p necht je prvodislo. Necht S, je mnoZina p
celych &isel, 0 ¢ S, a &isla z S, maji za nejv&tsiho spoleéného délitele 1. Necht C = §, + S,,
0 € S,. Potom S, je mnoZinou v8ech ndsobki p a S, je uplny systém zbytkd mod p.

V témie 8lanku je pomoci jistych vlastnosti polynomt dokézédna druhé &ast této do-
mn&nky. Ve v&ts 2.2 je podén elementérni dtikaz druhé éasti domn&nky pro p = 3. Zdro-
ven z rovnic (2.1), (2.4), (2.5) vyplyvé platnost i prvého tvrzeni v tomto pi¥ipad&. Je
totiZ nejv&tsi spoleény délitel &isel m — 2n'a m + n roven 3. Rozkladem mnoZiny celych
&isel na ptimo shodné mnoZiny o r &islech se bude zabyvat ¢ldnek prof. K. KouoTsk£HO.
(Pozn.: B8hem recense vysel ¢lanek [6], ve kterém je uvedend domnénka dokézéna.)

3) Nap#. N = <0, 1).
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z nich zdmé&nou x za y. KaZda z té€chto rovnosti je vSak ve sporu s piedpo-
kladem, Ze 0, m, n jsou &isla nekongruentni mod 3. Tedy M’ n M" = .

3. 2 ¢ B, = existuje M' ¢ P tak, Ze x ¢ M'.

Tvrzeni toto plyne z nasledujicich implikaci:

a) 2 — 2, =0 (mod 3)={x,x + m, x + n} ¢ P.

b) # —z,=m(mod 3)=>{x —m,x,x +n — m}eP.

) 2 —2z,=n (mod 3)=>{x —n,z —n +m, x} e P.

Tvrzeni 1 az 3 ukazuji, Ze P je Zddany rozklad na E,. Tim je dostateénost
podminky z véty 2.2 dokdzéna.

Necht nyni M = {0, m, n}, (m, n) = 1, je trojice, v niz 0, m, n nejsou vzé-
jemné& nekongruentni mod 3. Pak je to trojice jednoho z nésledujicich typa

{0, 3m’, 3n" + 2}, (I
{0,3m’ 4 2,3n" + 2}, (IT)
{0,3m’, 3n' + 1}, (IIT)
{0,3m" + 1,3n" + 1}, (Iv)
{0,3m" 4 1,3n'}, ' (V)
{0,3m’ + 2,3n'}, (VI)

kde m’, n’ jsou vhodnd nezéporna celd éisla. Potom rovnice
ky(m — 2n) + ky(m +n) =k (2.1)

m4 FeSeni v celych &islech &, a k, pro kazdé celé k. K diukazu tohoto tvrzeni
stadi ukdzat, Ze nejvetsi spoleény délitel ] éisel m — 2n am + n je 1. Necht

m—2n=1.d,, (2.2)
n+m=1.d,. (2.3)
kde d, a d, jsou nesoudélnd &isla.

Z (2.2) a (2.3) plyne

—3n =1.(d;, —dy), (2.4)
8m = 1.(d, + 2d,) . (2.5)
Podtem se snadno zjisti, Ze pro dvojice m, n z typu (I)—(IV) je nejvétsi

spoleény délitel (1,3) = 1. Tedy I | (m, n), odkud { = 1.
Pripustme, Ze existuje R(J/, =) na E,. Podle 2.1 jsou translace go(x) =
= +m +n, 6(x) =z +m — 2n, z ¢ B, zdkrytovymi pohyby na R(M, ).
Necht M’ = {z,z + m, z + n} e R(M, =). Existuji celd &isla m, a m, tak, Ze

my(m — 2n) + m.(n +m) =m .

Potom je M” = ¢™og™(M')e R(M, =), M" + M', 6™ o™ (z) = z + m, ‘odkud
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plyne M” n M’ == @, coz je spor. Tim je dokdzdna nutnost uvedené podminky.
Podobné jako prva 8ast véty 2.2 se dokize

2.3. (v8ta). BudiZ M mmnofina n celyjch &isel, které pat¥i do rizngch zbytko-
vych t¥id mod n. Potom M je pFrimou rozkladovou mnoZinou prostoru E,.

2.4. (véta). Budiz M = {0, m, n}, m, n celd nesoudélnd &isla, 0 < m < n.
Potom M je rozkladovou mnoZinou prostoru Ej.

Dikaz. Jsou-li éisla 0, m, » navzdjem nekongruentni mod 3, plati véta
podle 2.2. Déle se sta¢i omezit na typy II, IV, V, VI z dikazu véty 2.2, nebot
piipad typu I (resp. III) se prevede na typ II (resp. IV) ivahou o mnozing
M' = {0, n — m, n} misto o mnoZiné M. Je M =~ M'.

a) Necht v M = {0, m,n} je 0=n (mod2'.3), 0=4n (mod 2!+, 3)
{ celé nezdporné &islo.

Poloime k; = (7 -+ [7 + ]) mproj=0,1,...,2" — 1. Proj sudé necht

M; = {k;, ks + m, k; + n} .
Pro g liché necht
M; = {k;, k; +n — m, k; + n}.
20+1-1
Ukézeme, Ze ¢isla obsazend v J M; jsou navzéjem nekongruentm mod 241 | 3

j=0
a Ze je jich pravé 2!*1 . 3. Snadno se vidi, Ze pti zkoumdni nekongruentnosti

se stati omezit na dvojice &isel, incidentni s dvéma riznymi mnoZinami M.
Kvili struénosti oznaéme 2!+1 .3 =L, 2V.3 = I.

Z podminky (m, n) = 1 a z pfedpokladu 0 = » (mod I) plyne, Ze (m, I) =
a tedy ¢isla O, m, 2m, ..., (I — 1) m jsou vzédjemné nekongruentni mod I.
Nyni pro j = 0,1, ..., 21 — 1 je

7-+[7~2F-1]§21+1_1+2z<21_ -7T.

Odtud plyne, Ze k), = k, (mod I) pro & + g.

1. Necht g a A jsou sudéd &isla, g + h. Piipustme, Ze pro z e M,, y ¢ M, je
z = y (mod L). Plati pak jeden z nésledujicich vztaht nebo ze vztahi z t&chto
vzniklych zdménou ¢ za h:k, =k, (mod L)=k, =k, (mod I); k, =k, +
+mmodLl)=K . m=0(modI),0< K< I;k,=%, +n(mod L)=>k, =
=k; (modl); k, +m=k, +n(modL)=K.m=0 (modl), 0 < K < 1I.
Ve vsech piipadech jsme dospéli ke sporu se shora uvedenou vlastnosti &isel
ky, resp. se vztahem K .m == 0 (mod I) pro K =1, ..., 1 — 1.

2. Ptipad, Ze ¢ a % jsou liché ¢&isla, g = A, je naprosto analogicky piipadu 1.

3. Necht % je sudé, g liché é&islo, M), = {ky, k, + m, k,, + n}, M, ={k,,
k, +n — m, k, + n}. Pfipustme, Ze pro x e M,, y e M, plati x =y (mod L).
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Nejprve se zabyvejme piipadem, kdy z =k, +n — m,y =k, + m. Je-li
h == g — 1, potom z kongruence k, +n — m = k; + m (mod L) plyne K . m =
= 0 (mod I), 0 < K < I, coz je spor. Je-li h = g — 1, potom uvedens kon-
gruence podle definice ¢&isel k, a k, vede na vztah n= 0 (mod L), coz je spor
s predpokladem o ¢&isle n.

V ostatnich piipadech dospéjeme ke sporu jako v odstavei 1.

b) Necht v M = {0, m, n} je m = n (mod 3), m = n (mod 6). Odsud plyne,
Je &isla m a m jsou rzné parity. Zvolme k celé tak, Ze 0 == k == m (mod 3)
a k je téie parity jako m. Potom ukazeme, ze ¢isla

0,m,n, (2.6)
E,k4+n—m, kE+n (2.7)

jsou navzdjem nekongruentni mod 6. Z piedpokladu o n a m se ihned vidi,
Ze &isla v (2.6), resp. v (2.7) jsou vzdjemné nekongruentni mod 6. Staéi tedy
vySetfovat, zda jsou kongruentni dvojice incidentni s (2.6) i (2.7).

Pripustme, Ze existujf &isla 2 a y, p¥i demz x je z mnoziny (2.6), ¥y z mnoZiny
(2.7), takova, Ze x = y (mod 6). VySettime nejdiive p¥ipad x = 0, y = k + n.
Potom z kongruence 0 = k -+ n (mod 6) plyne, Ze 2| k + n, coZ je spor s vol-
bou é&isla k. V ostatnich pripadech dojdeme ze vztahu x = y (mod 6) ihned
ke sporu s pfedpokladem, Ze ¢&fsla 0, m, k jsou nekongruentni mod 3.

¢) Necht v M = {0, m,n} je m=n (mod2'.3), m = n (mod 2!+1. 3),
1l = 1 celé. Polozme

e B ) moroi= 01,20 2,

(7+[7+ ])nproy':‘_”“—l.

Polozme jako difve 2+1, 3 = L 2. 3 = I. Sestrojme jako v odstavci a)
2+l

mnoziny M; pro j= 0,1 ... 20*1 — 1. Uk4zeme, Ze ¢isla z U M, jsou
=0
navzdjem nekongruentni mod L. Op&t je (m,I)=1 a k, =k, (mod I)
pro g # k. Necht 0 =< g + h < 21 — 1. Ptipustme, Ye existuji ¢isla z ¢ M,
a ye M, tak, Ze x =y (mod L). Jsou-li g i » téZe parity, je situace naprosto
analogickd jako v odstaveci a). Je-li g liché &islo a k sudé &islo, potom piipady
rizné od piipadu, kdy z=*k,, y=Fk, -+ n, vedou na tvahu jako v odstavei a) 1.
Necht tedy = ky, ¥y =k, + n. «) Necht 2 = g + 1. Potom z kongruence
kr=k, 4+ n (mod L) plyne m = n (mod L), co% je spor s predpokladem o &is-
lech m a n. f) Necht g = 21 — 1 h = 0. Potom je 0= I . n (mod L), odkud
2 | n, coZ je spor, nebot n je liché é&islo, jak plyne z kongruence m = n (mod I),
(m,n) = 1.y) V ostatnich pi¥ipadech z kongruence k,=%, + n (mod L)
plyne K.m=0(modI),0< K < I, coz je spor s tim, Ze &sla 0, m,
., { — 1) m jsou nekongruentni (mod I).
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21+1-1

Je tedy podle véty 2.3 v piipadé a) i ¢) mnoZina Y M; piimou rozkladovou
i=0

mnozinou prostoru K, a rovnéz sjednoceni mnozin (2.6) a (2.7) je piimou roz-
kladovou mnoZinou ,. Ponévadz M je zfejmé rozkladovou mnoZinou mno-
20+1-1
ziny U M; resp. sjednoceni (2.6) a (2.7), je M rozkladovou mnoZinou piimky
i=0
ve viech tfech ptipadech. PonévadZ piipad a) zahrnuje typy V a VI, pfipady

b) a ¢) typy IT a IV, je tim dikaz dokonden.

Necht je ddéna mnozina {0, 1, &}, 1 < &, « irraciondln{. Necht x ¢ &, a necht
Z(r) znadi systém vSech trojic tvaru

{rx +1)+3s+2z rlc +1)+3s+2+1, rle+1)+ 3s +2 + «},
kde 7, s jsou celd disla.

3.1. (lemma). a) Jisla obsatend v ka#dé trojici systému Z(x) jsou vesmés riznd.

b) Ka#dé dvé rizné trojice z T(x) jsou disjunkind.

Dukaz. Tvrzeni a) je zfejmé, tvrzeni b) se dokdZe snadno porovninim
prvki z jednotlivych trojic z toho, Ze « je iracionalni.

Oznatme nyni M(z) = Y M .
M'eT(x)
3.2. (lemma). y, 2 € B, y ¢ M(z) = M(z) = M(y).

Dukaz. Necht y ¢ M(z). Pak y m4 jeden z nédsledujicich tvard:
y=rx+1)4+3s+z,y=rlx+1)+3+z-+1,
y=rc~+1)+3s+z+ «.
Ukdzeme, Ze x ¢ M(y). Je
y=rla+1)4+3s+z=>y —rix+1) —8=2zeMy),
y=rla+1)+3+z+1=>y—re+1)—3—1=z=>(—r—1).
e+ D) +a+1 —3s—1+y=zeMy),
y=rla+1)+3+x+zrz=>y—riax+1)—38 —a=y—(r+1).
o +1)+a+1—8 —ax=2zeMy).
Tedy z € M(y)-
Bud nyni z ¢ M(y). Potom z m4 jeden z nésledujicich tvara:
z=1r(a+1) 43" +y, z=r(x+1)+8" +y+1,
z2=1r(o+1)+3"+y+«.

Je

z=1 (0 +1) + 35 + r(x + 1) + 35 + 2 ¢ M(z),
z=1(a+1)+3" 4+ px +1) +3s +2 + 1L e M(x),
z=1r(a+1)+3" +ra+1)+3 +2+aecMz),
z=1(+1)+3 41 4 r(x+ 1)+ 3s +ze M),



p=r(x+1)+3 +1Fra+1)+3s+e+1=0+r—1+1)+
+oa+3( +s+ 1) +ze M), ,

z=r@+1)+3 +1+ra+)+3+zta=F+r+1)(«+1)+
+8(s + &) + e Ma), |

z=r'(x+1) + 38 + & +r(x + 1) + 35 + 2 M),

z=1r(0c+1)+8" +ax+rx+1)+3+z+1eMz),

z=1r(o+1)+3 +x+rx+1)+8+r+a=" +r+2)(x+1)+
+ 8 +8 — 1)+ 1+ 2eM).

Tedy z e M(y) =2z e M(z). Obdobné se dokidze z e M(x) =z ¢ M(y), takze
M(z) = M(y), c. b. d.

Reknéme, Ze x ¢ B, je v relaci g, s ¥ € B, pravé kdyz M(z) = M(y). Relace
0, je zfejmé ekvivalence; necht NV je mnoZina representant@ t¥id prisluinych
k relaci p,.2) Potom plati

3.3. (véta). Systém trojic U ZL(x) je rozkladem na E, na trojice pFimo shodné

EcN
s M ={0,1, «}.
Dikaz. Necht M’ ¢ U Z(z). Potom ztejmé M’ = M. Necht y ¢ £,. Potom

rzelN
existuje x € N tak, Ze yo,x a tedy y ¢ M(x). Necht M,, M, U I(z), M, + M,.
zeN
Existuji z,, z, ¢ N tak, Ze M, ¢ T(z,), M, e T(x,).
1. 2, =2,= M, n M, = 0 podle 3.1,
2. ;% Ty => x; nON T, = M(x;) = M(z,) = @ (podle 3.2).
Protoi M, n M, = 0. Tim je 3.3 dokdzdno.
Spojenim vysledkd 2.4 a 3.4 dostévame nasledujici tvrzeni:
KaZzdd trojbodovd mnoZing M c B je rozkladovou mnofinou na E,.
Poznamenejme, Ze véta neplati jiz pro étyfbodové mnoziny, jak je vidét
na mnoziné {0, 1, 3, 4}.

v

4.1, (véta). Budi? & podgrupa v €,. Necht N c E, je fundamentdlni mnofina
grupy ©. Potom bud N = 1 nebo N = 8,.5)

Dikaz. E, povaiujeme za &iselnou osu. Necht nejprve & obsahuje jen
translace. Grupa vSech translaci na pfimece je isomorfni s additivni grupou
vSech realnych &isel. Additivn{ grupa vSech redlnych éisel je Gplnd, jeji vlastni
podgrupy maji index vét§i nebo roven ¥, (definici a zdkladni vlastnosti
tplnych grup viz nap¥. v [2], str. 147). Necht &’ je mnozZina délek translact

%) Pongvad?, jak se snadno ukéZe, mnoZina M(z) je hustd v E,, neni mo¥no obejit zde
axiom vybsru zpisobem, jak bylo poznamenédno v pozn. 3).

5) Za zkréceni dikazu d8kuji autofi dr. F. Stxovr.
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z &; &' tvoii additivni grupu isomorfni s @. Z definice fundamentélni mno-
ziny plyne, Ze U {@5’ +a}=E, {& +a}n{® +b}=0 pro a, beN

a b {& + a} E[x =g + a,9 e &]. Tedy index grupy & v grupé vsech

translaci je roven prave N tedy N = 1nebo N = %).

Necht nyni o € & je symetrie. Necht &, je mnoZina vSech translaci z &.
Ukézeme, Ze E, = U y[N U o(N)] ([N U ()] je obraz mnoziny N u o(N)

ye®,
vzobrazeniy). Ke kazdému redlnému &islu ¢ existuje ¢, € N, 7 ¢ & tak, Ze z(c,) =

= ¢. Je-li 7 neptimy pohyb, je v = 7,0, kde 7, € ,, tedy z(c,) = 7,[0(c;)] = c.
Existuje tedy Ny ¢ N u o(N) tak, Ze N, je fundamentdlni mnozinou grupy ©,.
Podle prvé &asti ditkazu je N, = 1 nebo N, = ¥§,. Je-li N =1, je &, transi-

tivni grupa, tedy i & a odtud N = 1. Jeli ZTfl = ¥, plyne z N, c N u o(N),
%e té2 N = 8,. Tim je 4.1 dokézéno.

4.2. Pozndmka. Ze shora uvedené véty 4.1 plyne, Ze pro R(M, =) prostoru
E, kde 1 < M< N,, neexistuje fundamentglni zdkrytova grupa.

Uvahy o rozkladovych mnoZinich a jejich zakrytovych grupach se vysky-
tuji napf. v teorii automorfnich funkei. Problémy z tohoto okruhu otizek

shrnul D. HirBErT v XVIII. kapitole své piednisky ,,Problémes mathémarti-
ques‘‘ pfednesené na kongresu v Pa¥iZi v roce 1900.

Jeden z téchto problému byl tento:

Existuje polyedr P, ktery neni fundamentalni oblasti 24dné grupy pohybu
a ktery mé tu vlastnost, Ze E, lze rozloZit ve smyslu elementirni geometrie
v polyedry shodné s P?

Pritom systém & podmnozin z E, se nazyvé rozkladem prostoru ¥, ve smyslu

elementarni geometrie, kdyz a) U M = E, a b) z € E, = z je vnitinim bodem
Mey

nejvyse jedné mnoziny M e &. Tento problém fesil pro » = 3 kladné K. RE1N-
HARDT v [3], pro n = 2 H.HEEScH v [4]. Pro n = 1 jest jedinym polyedrem
dsedka, problém je zfejmé YeSen zdporné. Zaménime-li viak pojem ,,polyedr‘
pojmem , mnozina‘“ a , fundamentalni oblast* pojmem ,,fundamentdlni mno-
Zina‘, je z véty 4.1 vidét, Ze piikladem takové mnoziny, o niZ se v problému
jednd, je kazdéd konedné rozkladovd mnozina pfimky majici vice nez jeden bod.
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Pesmome

PA3JIOKEHUE IIPAAMON B KOHTPY3HTHBLIE TPEXTOYEYHLIE
MHOMKECTBA

HAPEJI KOYTCKBI n MUJIAH CEKAHHHA (Karel Koutsky a Milan Sekanina), BpHo
(ITocrymmio B pegaxumio 10/VI 1957 r.)

B pa6ore goxasmBaercs, 9To IJIA KaKIOr0 TPEXTOYEYHOI'O MOAMHOKECTBA
M npsMoil cymecTByer Taxkoe pasiokenme R mpsAMoH, 9YTO ISl KayKKOro
X ¢ R mmeer mecrto coorHomerne X o~ M (=~ — 3HAK KOHTPYDHTHOCTHA MHO-
HECTBa).

Summary

ON THE DECOMPOSITION OF THE STRAIGHT LINE
IN THE CONGRUENT THREE-POINT SETS

KAREL KOUTSKY and MILAN SEKANINA, Brno
(Received July 10, 1957)

It is proved, that for every three-point subset M of the straight line there

exists a decomposition R of the straight line in such a way, that for each
X e Ris X o~ M (where ~ means a sign of the congruence of sets).
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