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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 83 # PRAHA, 20. VIII. 1958 % CIsLO 3

RESENI BIHARMONICKEHO PROBLEMU PRO NEKONECNY KLIN, I

JINDRICH NECAS, Praha
(Doslo dne 12. dervna 1957) DT: 517.516

V prvé &isti této price je dokdzéna existence a unicita Fefeni bi-
harmonického problému pro nekonedny konvexni klin uZitim Melli-
novy transformace. Transformaéni metoda je tak zpracovéna, Ze hlavni
vyslodky jsou pHmym disledkem vlastnosti obrazu.

1. Uvod

Resenf biharmonického problému pro nekoneény klin je dtlezité jednak samo
o sobé, jednak je vychozim bodem pro feSeni biharmonického problému v mno-
hotdhelnicich.

Biharmonicky problém pro mnohothelniky lze fefit napi. metodou S. L.
SoBOLEVA popsanou v [1]. Nevyhoda této metody spodiva v tom, Ze ¥edi po-
mérné malou ttidu problémi a to takovych, pro néZ hraniéni hodnoty jsou
dény hrani¢nimi hodnotami funkee u, jejiz integrél

AN G AN KA Y
JUEY + (G 2 ()] oo <=
2

kde £ jo vyketfovany munohothelnfk. ReSenf problému také spliiuje tuto pod-
minku. O takové funkei je v [1] dokdzano, Ze je v jistém smyslu prodluZitelnd
na hranici £. Metoda, které pouzil N. I. MuscHELISVILI v [2], neni zatim
zpracovana pro takové oblasti, jejiZ hranice mé rohy.

Co se tyde nekoneéného klinu, lze s isp&chem pouzit specidlni metody, a to
Mellinovy transformace. To udinil napt. C. J. TRaANTER v [3] nebo J. MAJER
v [4]. Prvnf z nich dostal pouze formdlni vysledky, druhy dokézal existenci
fefeni pro jistou t¥idu hodné hladkych okrajovych podminek.

Nieméné tyto vysledky nejsou jesté zdaleka tplné, a proto nasim tkolem
bude vytesit nekonedny klin za prakticky nejobecnéjsich okrajovych podmi-
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nek. Omezime se na kliny, jejich% vrcholovy thel je 0 < . Klademe-li v = =,
dostédvame polorovinu, pro niz biharmonicky problém byl jiz vyfeSen v dosta-
tedné obecnosti napt. mimo jiné v knize od I. BaABUSKY, K. REKTORYSE,
F. Vy&icara [5]. Nas budou predeviim zajimat konvexni oblasti, a proto
kliny s vrcholovymi Ghly v&tiimi neZz = nebudeme vySettovat.

2. Zavedeni konvergence v prostoru Mellinovych obraza

Jak jsme se jiz zminili v ivodu, bude nadim zdkladnim apardtem Mellinova
transformace. Uvedeme nejdiive béZnou definici Mellinovy transformace.

Definice 1. Necht h(r) je méfitelnd funkce definovand skoro vude na interv alu
(0, o0) a integrabilni na katdém koneéném intervalu z (0, o0). Necht pro komple xni
n = x -+ 1y, pro néZ u < Re n < v, existuje konebnd limita

lim fr"‘l h(r) dr = H(n) . (1)

A—>0
Integrdl (1) nazyvime Mellinovym obrazem origindlu h(r). Zobrazeni, kieré pii-
fazuje origindlu h(r) obraz H(n), nazgvdme Mellinovou transformact.
O Mellinové transformaci plati nasledujici dobfe zndmsa véta, jejiz dikaz
~ &tenaf nalezne na piiklad v knize G. DOETSCHE [6]:

Véta 1. Melliniw obraz je holomorfni funkce v pdsu u < Re n < v». Necht pro
u<x<vwije

of re-1 |h(r)] dr < oo . | 2)

Potom v téch bodech r € (0, o), kde h(r) je spojitd a v jejichZ okoli md koneénou
variacs, plati

Z+io

1
k(r)=mliﬂ—2gfﬂ(n) r~"dn, (3)

kde se integruje po pFimce Ren = z.

Jestlize integrdl (2) je konvergenmtni pro x, pro néZ p<p S v <,

potom v (3) muZeme vzit libovolné x z intervalu {u’,v"). Ddle plat: lim H(z + iy) =
¥ |—>0
= 0,z e (U, v, a to stejnomérné vzhledem k z. "

Pii feleni okrajovych tloh u parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou
transformaci byvd problémem, zda nalezend transformata predpoklidaného
Tefeni, kterou se podaff obydéejné pomérné lehce ziskat, ma za origindl vskutku
YeSeni, tj. funkci vyhovujici dané rovnici a okrajovym podminkim. My roz-
Yedime tuto tlohu tim zpisobem, Ze prevratime jisté linedly Mellinovych obrazi
v Banachovy prostory.
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 Budeme se podstatn& opirat o nékteré znamé véty z teorie Fourier-Planche-
relovy transformace.

Véta 2. Bud g(x) v L*(— oo, o) (tj. [ |g(®)|? do < o). Potom existuje ke

g(x) funkee G(y) e LA(— oo, o), pro niZ plati lim [ |G,(y) — G(y)|? dy = 0, kde

wW—>0 — 0

G,(y) = [ewg(x) dz. Zobrazeni F(g9) = G se nazyvd Fourier-Plancherelova

transformace. Toto zobrazent je prosté a F(L*(— oo, 00)) = L?(— oo, ). Platt

inversni formule
w

g(z) = 1L i m. ?17; e ((y)dy = 1. 1. m. g,(x) ,
co? znamend, Ze )
lim  [lg(z) — g,(z)]* dz = 0.
Dtkaz viz [6] str. 421.

Véta 3. Plati Parsevalova rovnost

flg(x)l2 do = 51; fIG(y)de-

Definice 2. A(r) € b, kde p <, jestlize plati

sup [|h(r)]2rE-1dr < .
ce(u,yy 0

Véta 4. Je-li h(r) € b, ,, potom pro x, pro néz plati u < x < », je
fw]h(r)[ r*ldr < o0.
Dukaz. Je ’
0}olh(r)[ re=l1dr = j]h(r)[ rEmdpt e dr f]h(r)jr"* i dr .
Podle Schwarzovy nerovnosti je
[j]h(r)| i Esl g2 < l)fllk(r)P r2-1dr . _f'rz(“—#)‘l dr < oo,
protoze x — u > 0, a
[ flh(r)| Pt i < 1f°° [h(r)[2 11 dr . l}oﬂ(”‘”)‘l dr < ),

protoze x — » < 0. Tim je dikaz véty 4 proveden.
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Mizeme tedy furikei A(r) z by, piitadit Mellintiv obraz H(n). (Budeme nadale
psat H(n) e H,,.) _ :

Véta 5. Je-li H(n) v H,,, potom plats:

1. H(n) je holomorfni v pdsu p < Re n < v,

2. lim H(n) = 0 stejnomérnéprox, pronéiu < py <z <+v <w,

Y]
3. f(h(r)P r#=ldr = él; fIH(x +wy)lPdy, p<z<vw,
0 -

1 .
4. sup o— f]H(x + )2 dy < co.
p<z<y <7

Dukaz. Body 1 a 2 jsou obsazeny ve vété 1. Dokazme bod 3. V integrilu

(=)

[ |A(r)|? r*== dr provedme substitucir = ¢-*. Dostaneme

o
[|h(r)2retdr = [|h(et)2e 2o dt < 0
0 - ©

pro u < z < v. PoloZzime-li g({) = h(e~?) e~**, je g(t) e L2(— o0, co0). Fourier-
Planchereltiv obraz funkee g(¢) je

G(u) = Lim [e-ivtg(t) dt.

w—a -

Vréitime-li se k ptvodni funkei A(r), dostaneme
1

Gu) = 1lim fh(r) potio=1dy | . (@)
&0 &

Podle véty 4 je viak [ |h(r)] =1 dr < 0, a tedy limita (4) existuje v normélnim
0

smyslu a rovna se H(z + 1u). Podle znamé véty z integralniho poétu 1ze vybrat
posloupnost éisel ¢, jdoucich k nule tak, Ze skoro pro vSechna v z (— 00, o) je
) , .

&
G(u) = lim [A(r) retio-1qdr .. .

k—wo &

Tedy G(u) = H(x + iu). Podle véty 3 je

f [(r)|? r2=-1 dr = f lg()2 dt = -21; f |G (w)? du = % f |H(z + iy dy .

Tim je bod 3 dokézin a zdroveii véta 5, nebof bod 4 téZe véty je jednoduchym
diisledkem bodu 3 a vlastnosti 4 e ks podle definice 2.
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Mno#ina H,, je linedrni prostor. Zavedme normu v H , takto:

Definice 3. Je-Ii H(n) ¢ H,,, potom
© . ’ 3
IH| = sup [ [|H(z + iy)|*dy] . (5)
p<T<y — 00 .

Dokézeme nyni vétu zdkladni déleZitosti:

Véta 6. Je-li v H,, zavedena norma podle definice 3, potom H ,, je Banachiw
prostor.

Diive nez pristoupime k dikazu této véty, vyslovime dobfe zndmou v&tu,
jejiz dukaz nalezne ¢tenaf napi. v knize A. I. MARKUSEVICE [7] na str. 431.

Véta 7. Necht Q je libovolnd ohraniéend oblast. Bud P mnoZina holomorfnich
funkct na této oblasts takovych, e plats

FeP= [|F(p)|*d2 < .
2
PoloZime-ls

171l = (1P aoft,

potom s takto zavedenou normovw je P Banachéw prostor. Z konvergence v priméru
plyne lokdlné stejnomérnd konvergence vech derivaci. ‘

Vratme se nyni k dikazu véty 6. Axiomy normy jsou v H ,, zfejmé splnény.
Dokézeme tedy tplnost prostoru H,. Necht tedy H,(n) tvoii Cauchyovskou
posloupnost. To tedy znamené: Ke kazdému ¢ > 0 existuje N tak, Ze je-li
k, 1 > N, pak

[ Hue + iy) — Hy(@ + iy)|? dy < &

proz € (u, »). Pro pevné z podle véty Fischer-Rieszovy existuje funkce H (x + i)
z LA(— oo, o) (v y) takova, Ze plati

F2N= [|H@ +iy) — Hio + i)t dy<e. (6)
Tedy | '
I < o, ©
lim [|H, — H||=0. (8)
k- .
Z podminky 6 dile plyne, Ze
lim [ [|H@ + iy) — Hle + i)l dy de = 0. )

Odtud ztejmé je |
b

[|H@ +iy) — Hy(e +iy)Pdydz=0. = (10)

v
lim
k> ;‘[ a
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Zde a, b jsou libovolna koneéns &isla a < b. Z (10) a véty 7 plyne, ze H(n) je
holomorfni funkce v pasu u < Ren < » (vlastnost 11).

Dokiézeme vSak také toto pomocné tvrzeni: lim H(n) = 0 stejnomé&rné pro z,
[¥]—>w

pro néZ je p < u' = x = v < v (vlastnost 12).

UvaZme obdélnfky Q, = &z, y, ' -<2z <+, k <y <k + }) a obdélniky
.Q,',=6’(x,y,,u:<x<v",k—}<y<k+%), kdep <p <u v <" <
< v. Ztejms 0O, c 2 a

z Gi=tla,y, ) <2<, — 0 <y< ).
Dale
Z JH@ + )t dyds < oo, (1)
a tedy nutné “
lim [ |H( +iy)?dyde=0. , (12)
k>t Q'

UvaZme nejdiive k = 0. Polozme H,(p) = H(n)prope Q,ne O, p = n —
— k. Podle véty 7 plati: lim H.(p) = 0 stejnomérné v f)_ . To tedy znamen4,

ze lim H(n) = 0 stejnomé&rné, pokud = ¢ Z 02y Je evidentni, e jednoduchou

Y—>o

tupravou predeslych tivah dokaZzeme uplné pomocné tvrzeni (12).
UkaZme nynf, Ze z 7, (11), (12) plyne, Ze H(n) € H ,,. Pro kazdé z  (u, v) je podle
(7) [ |H(z + iy)|2 dy < oo, a proto podle véty 2 existuje h,(r) tak, Ze

-] o

f[k,,(r)[zr”'ldr <0 ahr)rr=1im 'Q%z_ r~% H(x + 1y)dy . (13)
[} o7 -o
Dokateme, Ze h,(r) nezavisi na z. Vskutku bud z, > z,, %, %, € (4, »).
Obvyklym postupem usoudime z (13), Ze existuji w; — oo, kdyZ & — oo tak, Ze
proskoro vSechna rv (0, o) je

. 1 ) . .
he,(r) = il_?;% ff"”l—w H(x; +iy)dy, j=1,2.

-‘,a)t

Uzitim Cauchyho véty dostdvime

ha(r) — hey(r) = [ f r—n H(n) dn — — f =" H(n) dn]

Zde C, je tisetka Imn = w,, 2, S Ren < 2 & C_; je tsedka Imn = w_y,
z, < Ren =< z,. Z (12) je patrno, ze '
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. 1 1 _ -
’glg[%fr » H(n) dn — Efr ”H(n)d’n]\ 0,
G i
a tedy h, (r) = hy, (7). PoloZme h(r) = hy(r). Z¥ejmé h(r) € hyy. Uvahami, kterych
jsme jiZz nékolikrat pouzili, dostaneme, Ze

1

[h@r)r=1dr = Lim [A(r)rm2dr = H(n) .
0 &0 &

Tim je dikaz véty 6 ukonden.

Poznamenejme, %e jsme zdroven dokdzali, Ze prostor H,, je charakterisovin
témito dvéma vlastnostmi:

F je v H,, tehdy a jenom tehdy, plati-li:
1. sup le(x +1y)2dy < o,

PLBLY — 0

2. F(n) je holomorfni funkce v pdsu u < Ren <.

3. Definice biharmonického problému pro nekoneény klin, existence FeSeni
a jeho unicita

Budeme nejdifve vySettovat vlastnosti n&kterych biharmonickych funkef
definovanych na nekoneéném klinu.

Definice 4. Budeme ¥#ikat, fe u(r, ©) pat¥i do A, jestlize:

1. u(r, ©) je redlnd funkce, definovand na klinu K, coZ je mnoZina bodd o pri-

v0di&i r € (0, 0) @ amplitudé’@e(——%—,%), 0<w<m,

2. u(r, O@) md v oblasts K spojité derivace 1. aZ 4. Fddu o plati

2
A2u=(_32_+1 6, 1 az)u=0,

ot T or T 002

3. u(r, 0) a —:— Z—Z (r, ©) jsou spojité na K nejuyde s vyjimkou vrcholu,

0w W 0w ,
4. prore(0,1), O ¢ <—§, -§>, resp. 7€ {1, o), @e<-—- 5 §> plati
1 *u 1 o
—— TE— ~y-k — YT < Mtk —
71 3@m o < Mr-r-* resp. T Som | = Mr=t-% kde m + 1 =F,

k=0,1,23,4, M je pevnd konstanta, — (w) — 1 <y <6 < A(w) — L.
Zde A(0) = Re py(w), pii demé p, je koFen s mejmendi kladnow redlnou Cdsti
a 8 nezdpornou imagindrni Edsti transcendentni rovmice p sin w + sin pw = 0.
Koteny této rovnice nazgvdme Papkovidovymi &isly.
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MnoZina 4 obsahuje kromé nuly i jiné prvky. Tak na piklad funkce

e~ cos ny(4 + Bx + Cy), kde n > 0, 4, B, C jsou redlné konstanty, z =
= rcos O, y = rsin O, lez{ v této mnoZing.

Vypoéitémé—li Mellindv obraz funkce u(r, ©) z 4, dostaneme vysledky, které
jsou shrnuty ve vété 8.

Véta 8. Necht u(r, @) ¢ A. Oznalme U(n, ©) = [u(r, ©) r*-1 dr. Potom
(1}

U(n, ©) = A(n) sin n@ + B(n) cos n® + C(n) sin (n + 2) @ 4
+ D(n)cos (n + 2) O,

(14)
Afn) = A

T 2[(n +1)sinw — sin (n + 1) 0]’

A =[G +1) = Gyn+1)]sin(n +2) 5 —

— [Fyn) — Fy(m)] (n + 2) cos (n +2) 5, (158)
B
B = stm T D sme Fsmm F Do)’

B = [G4(n + 1) + Gy(n + 1)] cos (n + 2) 5

Pl
+ [Fan) + Fy(m)] (v + 2) sin (n + 2) 5,

— [Gy(n +1) — Gyln + 1) sinn 5 + [Fy(n) — F,y(n)
C(n) = - -

2
2[(n + 1) sin w — sin (n + 1) w]

— [Gu(n + 1) + Gan + D] cosn 5 — [Fyfn) + Fy(n)] nsinn 5
D(n) =

2[(m + 1) sin w + sin (n 4 1) w]
Zde

hir) = u(r, -‘i,i) falr) = u(r, — %) 0ulr) =+ o ( “’)

= . (15d)

r 060 2

4a(r) = — o (r, ~ %) , Fim) = f frym=t dr, Gy(n +1) =

0
' =fg,.(r)r"dr,i= 1,2.
J ,

Dikaz. RozepiSeme podminku 2 definice 4:

2 1 @ 1 e\ fu 2 M 1 o4 2 &%u
(375+75?+F5@5)““W+F——“3r2302+;?5@1 T
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2 Fu 1 Pu 48211,-1811,_0

et R AR e
Vyndsobme rovnici (16) vyrazem 773, kde y < Ren < 4, a integrujme
od nuly do nekoneéna. Pro prvy ¢&len z (16) nap¥. dostaneme:

(16)

© -] ©
4 3 3
f%%ﬁr"“dr: %r"ﬂ] — (n +3)f%r”+2dr=
0 0 0

=)

>
= — (n +3)fm?‘"+2d7',
0

0

n

protoZe podle vlastnosti 4 definice 4 je —(;—:é r"+3] = 0. Timto postupem dosta-

0
neme obydejnou diferencialni rovnici pro obraz funkce u(r, @)

0O it 29+ EIEO) o 4 292 U, )= 0. (1)

(Pfevedeni parcidlni diferencidlni rovnice (16) na obydejnou diferencidlni
rovnici — to je hlavni davod uziti Mellinovy transformace.)

Obecné YeSeni rovnice (17) lehce najdeme ve tvaru
U(n, ©) = A(n) sin n® + B(n) cosn @ + C(n)sin (n + 2) O +
+ D(n) cos (n + 2) 6. (18)
Z vlastnosti 4 a 3 definice 4 plyne ‘
lim U(n, @) = Fy(n), lim U(n, O) = F,(n),

Caary o~>-3

. dU . dUu :
imi FIC) (n, @) = Gy(n + 1),911mw 0 (m, ©) = — Gy(n +1). (19)
-5 >= 5

Podminky (19) uréi jednoznaéné koeficienty v obecném feseni (18). Dosta-
vame tak formule 15 a tim je dikaz véty 8 skonden.

Z formulf (15) je vidét, Ze na chovani obrazu a tim i originalu mé zasadni
vliv §itka pasu, v némz A(n), B(n), C(n), D(n) jsou holomorfni. Ta je jednak
uréena funkcemi F;(n), G;(n + 1), jednak jmenovateli ve zlomcich (15). Do-
kazeme proto nasledujici pomocnou vétou: '

Véta 9. Budte p, @ ¢, & 1 kofeny s nejmenst kladnou redlnow édstt a s nezd-
pornou. imagindrnt Cdstt transcendentnich rovnic

psin w + sin po = 0, (20)

gsinw — singw = 0. , (21)
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Zde je 0 < w = m. Bud w, prvy kladny kofen rovnice w = tg w a w, takové

. sin w sin
islo mezi 0 a 7, Ze 90— T 71
Wo

. Potom plati:
Wy

Lo<o<w=Imp > 0;2.0, <0 <a=Imp, = 0;3. funkce i, (0) =
= Re pi(w) je spojitd v intervalu (0,n); 4. 0<ow <mw=Rep >1;
5. Rep,(n) =1; 6. p, (37)==2,740 +41,106; 7. 0 < w <= Rep, <
< Regq,. . _

n
.slnf n{
§
o ' 2”\/
Obr. 1.
" %
:
|
]
i -sinféhn
!
i
| §
0 x g ox
Obr. 2.
sin w

Dikaz. Oznadme z = po, resp. qw, z = & + 1, Pt Q. Rovnice (20)

a (21) pfejdou v rovnice
QE 4+ sinfchn=0, (22)
On 4+ cosEshy=0. (23)
Zde horni znaménko odpovidé rovnici (20) a dolni rovnici (21). Na % se divejme
jako na parametr. Urdeme to Q,, pro néz pfimka Q¢ se dotyka kiivky — sin &.
(Viz obr. 1.) Dostavame v bod® dotyku: 2, = — cos &, 2,¢, = — sin &,. Je

tedy pfedné &, = w, a odtud plyne,Ze 2,= SIN @,

P Jestlize tedy w = w,, potom
0
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02 £ Q,, a tedy prasedik pHimky Q& s kiivkou — sin & je v bodé &',z < & <
= ,. Klademe-li = 0, vyhovuje & rovnici (22).

Pokud nebude fedeno jinak, budeme v dal§im brat rovnice (22) a (23) s hor-
nim znaménkem. V tomto ptipadé je (23) identicky splnéna. Kofend s mensi
redlnou éasti rovnice (20) nemé. To plyne z (23). Piedpokladejme, Ze rovnicim
(22) a (23) hovi &, , n > 0.Pron > 0 je

Q—n—-——cos§<!2§ —M=-—cosw1.
sh Wy
ProtoZe cos & > cos wy, je w; < & Tim jsme dokdzali bod 2. Bod 5 je zfejmy.
Ziejmé funkce Re p,(w) je spojité pro w e {w,, 7). Bud dile v < w,. Aby mohla
byt splnéna rovnice (22), je nutné, aby bylo n > 0. Najdéme takové 7,, pro
néZz ptimka £Q se dotyka kiivky — sin & ch #. (Viz obr. 2.) Dostdvame v bodé
dotyku
Q= —cos§&chy, Qf =—singchy .

Odtud plyne, %e &, = w,. Bud &, tse¢ka druhého priseéiku pHmky — 2 "~ I

sh 7,
s kiivkou cos £. Je &, < &,. Vskutku je
- 1 —
cos &= — 0 Sho cos ¢, .
P¥i ristu parametru n tusetka prvniho prasediku pfimky Q& s kfivkou
— sin £ ch y klesd, kdezto tsedka druhého prisediku piimky — 2 sf% 8 kiiv-

kou cos ¢ stoupa. Odtud jiZz lehce plyne, Ze &, < Re p, < &,, tedy bod 1, 3

a 4. Bod 6 plyne z pfimého ¥ypodtu.
UvaZme nyni rovnice (22) a (23) tentokrat se znaménkem —. JestliZe
sin w gin &

7n = 0, potom = . Prvni fefeni w = £ této rovnice vynechavame,

druhé FeSeni, ex1stuje-li lezi v intervalu {2z, 3n). Je-li > 0, potom pro &,

jez vyhovuje soudasné rovnicim (22) a (23)aje v O, 5/ dostavame:
sin £ 17 1
3 ~ iy
coz je nemozné. & tedy musi byt vétsi nez 2n. Tim je podén dikaz bodu 7 a
tedy dokonéen dikaz véty 9. -

>cos§=>

Poddme nyni definici biharmonického problému pro nekonedny klin
o vrcholovém Ghlu 0 < w < 7.

Definice 5. Budte funkce f,(r), f.(r) redlné, absoluiné spojité na kaZdém koned-
ném intervalu z (0, 00) a takové, Ze pro néjakd u, v, pro néé plati — A (w) — 1 <
<,u,v<11(w)—— L je:

L f [Fi(r) rowt dr < o, f[f,<r)12 ldr < oo, = 1,2 dile g,(r), gyr)
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budte takové redlné funkce, Ze .
1 ©
2. [[g(r)]2r2»+1dr < oo, f[gi(w)]2 r»*ldr < o0, 4= 12 (pfitom nemust
Q i .
byt u < »).

szarmomckym problémem nazyvdme dlohu stanovit takovou redlnou funlcoz
u(r, @), Ze pro ni plati:

3. body 1 a 2 definice 4,

4. lim f[f1 (r) - - u(r, O)2r2r-1dr = 0,

9—)?

lim f[fz(r) — u(r, O r2r-1dr =0,
[\

9—)—.2_w
(a)
lim f[f1 (2) — ulr, O)2r¥-1dr = 0,
9—»—2—
lim f [fa(r) — u(r, O)2r28-1dr = 0,
9-—-)-_;3 ‘
- 3
lim [i()—?g(r @) 2poytidy = 0,
9—».0—) or |
[ (ry @) 7'27+1dr=0,
o (b)
" [fl(r T 1’ @) r28¥1dr = 0 )
9-).-—
T2 _
[fa(r) — _u (r, O] r2o+1dr =0,
or
9»-__ |
)
lim 1o o g — o 1
wf 91(7)-‘78—0-16(7', )] P r=0,
9—>—2~ s .
lim ( +1 0 @ 227+1d;0
o 92 7‘) _T- 5@“(7‘, ) r r = ,
o ( (c)
lim g,(r) — l i u(r, 0) 2,"25+1 4 — o . ,
w 1 r a@ b — s o
9—»—2— Y
lim : g (f) + i_a_u(r o) 2,,-25+1 dr = 0
9—»—_‘2 2 r a@ ’ ==
2
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(zde y, 6 jsou redlnd isla, pro néf plati: — y(w) — 1 <y, § < y(w) — 1).

5. Ke katdému 0 < P < g existuje konstanta M(¢) tak, Ze pro 0 <r <1 je

ou 1 ou
— | < Mr—v- — | < Mrrt
I@|=<‘P:>lar|~ ”1 0| =M
aprol Zr< oo je
cu lau
< 7l < —8-1 < —38-1
[@[_<p=>‘ar = Mr , %0 Mr

{Mnozinu funkei, které spliiuji podminky 3, 4, 5, budeme znadit B.)

Nyni dokéZeme existenci FeSeni.

V&ta 10. Jestlize f;(r) a g:(r) vyhovuji podminkdm definice 5, potom existuje
FeSent prisludné k témio funkcim, vyhovujict podminkdm definice 5. Navic plats
y = Max (g, u), § = Min (— &, v), kde je ¢ > 0 a libovolné malé.

Dikaz. Rozdélme nejdi{ve okrajové podminky na dvé 8asti:

f1(r) = fua(r) + f12(7), folr) = far(r) + faa(r), 92(7) = 91a(r) + aa(r),
go(r) = gar(r) + Gao(r) _
pii em? plati, %e f;(r) jsou funkce absolutné spojité na ka?dém konesném
intervalu z(0, ), () = 0pror = 2, f,(r) = 0pror < 1,4 =1, 2;

f[fu P raetidr < o0, f [fa@ R+ dr < 0,
kde v’ je libovolné realné &islo;
f Uat)P i1 dr < 00, [T r*72dr < oo,

kde u’ je libovolné realne ¢islo, 7 = 1, 2;.podobné g;;(r) = 0 pror = 2, g,,(r) =
=0pror=11=1,2;

1 [2e]
[lga()Prewtt dr < 00, [[ga(r)Pr»*dr < o,
0 1
L [oe]
[lgaa(n P r2e¥1dr < 00, [[gey(r)P r* dr < 0.
0 1

.Stanovime nejdiive TeSeni biharmonického problému pro klin, piisluiné
funkeim f,;(r) a g, (7).

Zvolme p < v < A(w) — 1. Ziejmé je f(r)reh,, i = 1,2,g,(r).reh
i=12.

Dokazme nyni toto pomocné tvrzeni:

w's

Je-li u > 0, potom z f;1(r) 7 € by, vyplgrd
faa(r) € by . (24)
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Dokasme nejdiive, % fu(r) € bus,, kde p < <1 <+'. Vskutku pro z,
pro néZ u, < x < vy, je

@ 3 3
[[fa(r) romtdr = [[[fa(s) ds]* . vt dr =
0 r

3 3
= [[[fn(s) s#*¥ . s7A-ds]2r2e-1dr <
or

@ 3
1
gf[f:1(3)]2 sl dsfﬂ [r=2# — 3—2] r2e-1dr .
o °

Déle je pro n, pro né% u, < Ren < »j,

1 NN A | ,
ffﬂ(") rm=ldr = o r"fil(")] - “f”"fu(") dr. (25)
. 0 n
0 0
Z v&ty 4 plyne, Ze je -?1; r"f,-l(r)] = 0. Z (25) tedy plyne,Ze F,;(n) e H,,, a tedy
0
napt. z rovnice (3) véty 5 plyne tvrzeni 24.

Dosadme nyni do (15) F;(n), Gy (n + 1) pro ¢ = 1, 2. Dostaneme U,(n, 0).
Dokizeme, %e origindl k (14) fe§i biharmonicky problém pfislu$ny funkeim
fulr) a gu(r). UkédZeme nejdiive, Ze U,(n, 0) ¢ H .. Pfedpoklddéme x > 0.
K tomu tlelu pon&kud upravime vzorec pro U,(n, ©), ktery dostaneme z (15).
Plati

(n+2)sin(n+2)%éosn@—nsinn9-cos(n—|—2)9 1

: 2
Ui(n, 0) = "+ Dsno +sn 7+ 1) o 2
[Fpu(n) + Fyy(n)] 4

— (n + 2) cos (n —}-2)%_sinn@+ncosn%)—sm (n 4+ 2)6 1

+ (n+1)sinw—sin(n + 1) w 2

[Fra(n) — Fy(n)] +

cos (n + 2)%cosn@—- cosn%eos (n +2)0
(n+1)sinw +sin(n +1)w

2 [Ouln+1) +Culn+D] +

+

sin (n + 2)%sinn@ — sinn%sin (n+2)0

T (m+1)sinw —sin(n + 1o

1

3" [G1(n + 1) — Gy (n + 1)].
(26)

Z (25) plyne, Ze nF ;i (n) € H,,. Dile ziejmé je G;;(n + 1) e H,,.. ProtoZe plati

tim 279 _ 1 (27)

|[¥}—e eve 2
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stejnomérné vzhledem k z v konedném intervalu, dostdvdme napf.

sin (n + 2) -02—)- cos nO —lvl(—m—— 101)
- - < Me 2
(m+1)sinw +sin(n+ 1w

(28)

stejnomé&rné pro x e {u, »">. Zde M je konstanta (jmenovatel se neanuluje v bo-
dech, pro néz 0'< u < Ren < v < A(w) — 1). Provedeme-li tedy vsechny
piisludné odhady analogické odhadu (28), dostdvame, Ze U,(n, @) ¢ H .

Na zéklad® inversni formule pro Fourier-Planchelertv integrdl lehce doké-
Zeme, Ze origindl u,(r, ©) k U,(n, O) se vyposita takto:

&+t
1
Uy (r, O) = Py f U,(n, ©)r—"dn . (29)
Zde se integruje po piimce Re n = x, u < x < v'. Integral absolutné konver-
guje, nebot analogicky s (28) a vyuZitim toho, ze nF;,(n) a @;;(n + 1) konverguji
k nule, kdy# |y| — co, dostdvame

U.(n, ©)] < e~ M(E-e)

stejnomérné pro x e (u + ¢, v — &>, € > 0. Integral (29) miZeme derivovat
za integraénim znaménkem. To plyne z toho, Ze i pro derivace U,(n, @) podle &
dostédvame odhady

P00 | < a2,

stejnomérné pro x e {u + ¢, v' — &), kde ¢ > 0 a dosti malé. ProtoZe integrand
je zfejm& biharmonicks funkce, dostdvame, Ze u,(r, @) spliiuje podminku 3
definice 5.

Dokézeme nyni bod 4 definice 5. D¥ive neZ se pustime pfimo do dikazu,
dokéZeme toto pomocné tvrzeni:

-]
Lemma 1. Jestlize H(n) je v H,,, potom integrdly [ |H(x -+ iy)|2 dy konvergugi
stejnomérné vzhledem k x z intervalu (u, v).

Dikaz. Jestlize H(n) je v H,,, potom existuje H(u + 1y) e L*(— o0, o)
a H(y + ty) e L2(— o0, 00), kde H(u + 1y) je Fourier-Planchereliv obraz funk-
ce h(et)e~tr a H(v +iy) Fourier-Planchereliv obraz funkce h(e~t)e~t.

Plati ’

lim [ |H(z+iy) —H(x +1y)|*dy =0 (29")

&>, -- 0

pro x e {u, vp, z, € {u, vy. Vskutku z Parsevalovy rovnosti 3 a véty 5 plyne,
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Ze (29') plati, je-li

lim [|h(r)2 [r* — r=]2r-1dr = 0.

x>z, 0
Aviak

1

lim f[k(r){z [r® — rnl2r=idr =0,

22, 0
protoZe 4 |h(r)|2 r%#~1 jé integrabilni majoranta funkei |A(r)[? [r® — r*]*r2.
Ztejmé skoro viude v <0 1> je

lim |B(r)[2 [1® —1%]2r~1 = 0.

& —>T,

Piedpokladejme, Ze

lim sup f\Fx+@y12dy—e>0

Ao xe(p,v) 4

. Budou tedy existovat &sla x, — z, kdy% n — ©, &, z, € {u, ) takova, Ze
[+4]

f |F(z, + iy)[? dy > % Protoze je

n

lim f ]F(xo +iy) — F(z, +1y)|2dy =0,

N—>00 — 0

jepron = N, kde N je dosti velké ¢&islo, f |F(x, 4 3y)|2 dy = -fz , coz neni moz-
né. Tim je lemma dokézéna. (VySetiovani integralu [ |F(z -+ 1y)[? dy plene-
chdvame Cétendii.)

Vratme se tedy k dikazu bodu 4 definice 5.

(a) Bud ¢ > 0, libovolné. Bud 4 > 1 tak velké ¢islo, Ze

-4
sup [ [Pl +ip)idy <o, sup [ [nFale +)idy <,
we(u,y') Te(p,v')—c0
—A4 .
sup f |G + 1 +ay)2dy < &2, sup [ |Gule+1+ay)Pdy<e’i=12.
xe(py) A4 Te(p,y)—o )

Podle (26) je :

Uy(n, 0) = K(n, 0) }{nFyy(n) + nFyn(n)] + L(n, 0) 3{nFy(n) — nFum)] +
+ M(n, 0) $[Gy(n + 1) + Gy (n + 1)] + N(n, 0) }{Gyy(n + 1) — Gu(n +1)].
Z (27) snadno dostaneme, Ze stejnomérné vzhledem k z € (1, %), ¥ € (— o0, ),
@€<_ % %> jo |K(n, ©)| < M, |Lin, 0)| < M, |M(n,0)| < M, |[N(n, O)| =
= M, kde M je néjaks konstanta. Tedy

-4

sup flU (@ + 4y, O))2 dy < 16M2e2, sup [ |Uyx + iy)|* dy < 16M* &>

Te(p,y) 4 Te(u,p) —0
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Bud nyni K takové konstanta, Ze |[Fy(n)]? < K?, [Ga(n + 1) < K2, =1, 2.
Lehce se presvédéime, Ze
lim K(n,@)n =1, lim Ln, 0)n=1,

O—>— 9—-»31

2 2
lim M(n, @) =0, lim N(n, @) =0,
8—»%’ 9—-)-—‘:-

a to stejnomérné pro x e {u, >, y e (— 4, A). Napt.

(n + 2)sin (n + 2)%cosn%——nsinnfg—cos (n+2)-%o-
hmmnK(n, 0) = (m +1)sinw +sin (2 + 1) 0 -

A
"+ Dsno+sn@+ Do

9—»;

1.

w

A= n+ 1)[sin (n + 2)%cosn 5 sinnfuz—cos (n + 2)%] +

. w w . w w
+sm(n+2)—§—cosn—2—+smn-2—cos(n+2)~2—.

Jestlize je @ = ¢,, pak plati
|K(n, O)n — 1[2 < &2,
|L(n, @) n — 1> < &%, |M(n, O)* < &, |N(n, O)]2 < &2,
a tedy
[Us(n, @) — Fyy(n)]| < [4K + 2 4 8M]e,

je-li ©® = ¢,. Piipad, kdy 6 — — C—% se dokaze stejné. Tim je dikaz bodu a)

dokonden a navic plati y = u, 6 = +'.

(b) Ptedné z (29) dostavame, Ze r % (r, ©) je origindl k — nU,(n, ). Do-

kazme, 76 — nU,(n, ©) € H,,» pro O ¢ <— % , '(;"> . 'V dal§im nevystadime pouze
s odhady typu (28). Proto odvodime odhad siln&jsi. UvaZme tedy napt., jak
se bude chovat v pasu 4 < Re n < 7’ zlomek

(n +2)sin (n +2)%cosn@—nsinn%cos(n-}—2)@

(n+1)sinw +sin (n 4 1) o

(30)

Dokézeme, Ze tento zlomek je v tomto pasu omezeny stejnomérné a nezévisle
Yo w

na @« <—— 5 — §-> . UvaZme napf. chovani zlomku (30), kdyZz y = Ren — co.
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Citatel zlomku piSme ve tvaru

(n+2)sin(n+2)%cosn@—nsinn-6;—cos(n—[—2)@:—_

=(n +1)[sin(n+2)%cosn@—sinn%cos (n 4 2) @] +

+sin(n+2)%cosn8—i—sinn%cos(n—l—Z)@.

Vyjadiime-li goniometrické funkce pomoci exponenciel a budeme-li uvazovat
pouze ty z nich, jez charakterisuji rist vyrazu

(n + 1) [sin (n —F—Z)%cosn@——sinn?}-cos (n +2) @],

pro y — co dostaneme

w w
Yo —iz — —i20 2=

T eme—e T ofs ’@)y(%—@) V- (31)

Posledni vyraz mé zfejmé majorantu Meve, kde M je konstanta. Odtud a na.
zédkladé odhadt typu (28) plyne jiZ stejnomérnd omezenost zlomku (30) pro-

o606 -(;l néjakou konstantou K. VySetfovani piipadu y - — oo se déje

analogicky. Stejny odhad bychom dostali i pro — —C;—)- < 0 £ 0. Stejné odhady

plati i pro druhy, t¥eti a étvrty zlomek z (26), kdyZz jej znasobime &islem 7.
Protoze
nFy(n) e H, , Gyn+1)e H,, =12,

ww\

dostédvame odtud, ze — nU,(n, @) e H,, proOe <— 55 / . Nyni bude jiz dalsf
postup stejny jako p¥i diikaze bodu (a). Z (25) dostaneme tak bod (b). Rovnéz.
i bod (c) dokdZeme stejnym zplisobem.
DokéZeme nyni (stéle pro funkei u,(r, ©)) posledni bod 5. Podle (29) a od—
hadu typu (28), nap¥. pro %% (r, @), dostivime
z+ico

e 1
_;‘_71 (r, ) = 5 f —nUy(n, @) r—"=1dn, up < x<v'.

z-10

Nyni z (26) pro |®] < ¢ plyne:

e @>[ = f [y G ) gyl ) g

-0
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. [[Fu(x + 1Y) ] + IF21(93 + "y)( + IGu(x “f‘ 1+ Zy)| + ]Gu(x + 14 7'?/)” dy =

< r“‘l{ f [irye ™) s 2y 6] 4 g "‘”)]2‘1?}%-

-

. {[_f: [Py (2 +iy)|? dy]% + [_Z |F oy (2 4 y)[? dy]% + [_E[Gn(x + 1+ dy)|2 dy]% +
+ [ 10ute + 1 + g2 gy

Zde K, L, M jsou konstanty. Vzhledem k platnosti (29) je mo#no vzit za =
&slo  nebo »'. Zcela stejné bychom postupovali i v ostatnich ptipadech, take
muZeme tim povaZovat bod 5 za dokizany.

Cely vySe naznadeny postup lze nyni uZit na feSeni biharmonického pro-
blému prislusného funkeim fi,(7), gio(r), ¢ = 1, 2. Ptedpokladdme-li, Ze » < 0,
potom v tom druhém p¥ipadé dostaneme y = ', § = ».

Nen{ t&7ké se presvédéit, Ze jak u,(r, ), tak u,(r, @) jsou redlné funkece.
To plyne snadno z 29 a z toho, Ze U;(n, ©) = U,(n, 0), i = 1, 2. Nemén? snadné
je presvédiit se, ze u(r, @) = u,(r, ©) 4 u,(r, ) je feSenim naseho problémiu
s konstantami y = Max (¢, 1), 6 = Min (— ¢, »), kde ¢ > 0 a libovolnd malé.
Vskutku bod 3 definice 5 je zfejmé splnén.

Ditkaz bodu 4: Pro u,(r, @) jsme ukazali, Ze

tim [ fulr) — (s, O rir=tar = 0, (32)
@—)-:«
lim [ [fa@) — w(r, OF r-1dr — 05 (33)
@—rf)—l

2

pro u,(r, ©) podobné plati

1
Hm [ [f1a(r) — us(r, ©)P2 r2%-1dr = 0, (34)
6->—;—)0
im [ [fis(r) — ws(r, @)1 r?8=1 dr = 0. (35)
9—»-21

2

Protoze u' < 6 < 0 ay > 0, plyne z (34)

1
lim [ [f1a(r) — ug(’: 0)] r¥r=1dr= 0. (36)

9—)—5—

Podobng z (33) dostdvéme

tn [ ) — alr, O rti-1dr =0, 37

6—»—2—
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Z (32), (36) a z trojihelnikové nerovnosti nyni dostavame

1
im [ [f,(r) — u(r, ©)]2r2r-1dr = 0.
6—»-‘;—’0

Podobné z (35), (37) a z trojihelnikové nerovnosti dostavame

lim { [fi(r) — w(r, ©)])2r2-1dr = 0.
Sy
Podobné bychom ukéazali, Ze plati ostatni body sub 4.
Bod 5 pro u(r, ) se dokizZe uplné stejnou Gvahou.
Véta 10 davé odpovéd na otédzku po existenci biharmonického FeSeni pro
nekoneény klin. ,
UkéiZeme nyni na jiné, jednoduché vyjadieni feSeni naSeho problému pomoci
Greenovych funkei. Nejdtive budeme tyto Greenovy funkece definovat:

Definice 6. Greenovy funkce pro biharmonicky problém na nekoneéném klinw
Jsou:

s Gy(r, 0, w) =
1 J (n 4 2)sin (n 4 2)% cos n@ —nsinnfoz— cos (n + 2) 6@
= 2 m+1)sinw +sin(n+1)w rondn,
e (38)
rim Gy(r, 0, ) =
1 J —(n +2)cos(n+2)%sin@ +ncosn%sin (n 4+ 2) 6O
~ om 4+ 1)sinw —sin(n + 1) w rdn,
o . | (39)
z+im
1 J cos(n+2)§aﬂcosn@—cosn-zcgcos(n+2)@
Gilr, 6, 0) =55 (mn+1)sinw +sin(z+ 1) rrdn,
e (40)
T+i0 .
1 J sinv(nh—‘}—‘2)%sinn@—smn%sin (n+2)0
G‘(r’@’w)=§_n_i (n+1)sinw—sin(n 4+ 1)w rran.
o | (41)

Greenovy funkce jsou zfejmé nezavislé na z, pokud — 4, — 1 <z < 4; — 1.
Pomocf odhadd jiz vicekrat provédénych dostaneme:
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VEtail. |Gy(r,0, ») | = M(p, z) 1= pro r € (0, ), Oe{— @, 0>, 0 < ¢ < _‘{’2_2
a — h(w) — 1 <z < A(wy) — 1, pokud w je dosti blizké k cw,.
Dokazme nyni

vétu 12. Necht u(r, ©) je FeSent biharmonického problému pFislusné funkcim
ji(r): gi(/r); i = 1) 27 a necht’ u('r, @) = ul(r: @) + 7,[,2(7', @) @ 'll,i(ﬂ", @) jSO’M origi-
ndly obrazg U,(u, O) z (26). Potom

ur, 6) = f A (—}, 6, w) 5= [1(6) + ale)] ds +
0 .

+ f G, (f_, 0, w) 51; [f1(s) — fa(8)] ds + f Gy (% 0, w) % [91(5) + g2(s)1ds +
0 0

S

+fG4 (%: o, w) ‘;‘ [g1(8) — g2(s)] ds . (42)
0

Dukaz. Ukizeme, %e (42) plati pro u,(r, ©), kdyZ z f,(r), g.(r) dosadime
fu(r), gu(r). Podle (29) je

Z+4i0
1
m(r, @) = o f Ul(n’ O)rrdn, u<z< v
®—io

(Ponechdvame o;naéeni z ditkazu véty 10.) Pro z € (1, »") plati
[ 1] r*=*dr < o, [ |gu(r)| r*dr < 0, kde i =1,2. (43)
0 [

Pisme v (26) obrazy F, (n), G;;(» + 1) pomoci originali. (Pro jednoduchost
to provedeme pro piipad f1,(r) = fy(r) = f(r), g1(r) = gar(r) = 0.) Dostaneme
z+ico ' )
. ) ) :
1 J (m + 2) sin (n +2)Ecosn@——nsmn§-cos (n + 2)0O

r-n.

a(r, 0) = T Dsne femm F Do

0

.[fs"-lf(s) ds] dn .

0

27y
Z~10

Vzhledem k (43) a odhadim typu (28) mlZeme vyménit integradni pofadi.

Dostaneme tak
ul(f,@) =fG1(—:—’ @,w) f_(&ﬂ ds.
(/]
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Tab. 1. Hodnoty G, (r, 0, —

3)

2
T T 14 14
r ©=0 6= 20 6 = 10 e 5 ® 4
u
u u u U
0,00 0 0 0 0 0
0,25 0,003 —0,003 —0,002 —0,001 0
0,50 0,105 0,095 0,066 0,005 0
0,66 0,386 0,373 0,321 0,051 0
0,75 0,582 0,586 0,572 0,166 0
1,00 1,067 1,139 1,396 4,036 0
1,33 1,035 1,042 1,017 0,295 0
1,50 0,869 0,839 0,722 0,114 0
2,00 0,420 0,380 0,264 0,020 0
4,00 —0,042 —0,041 —0,036 —0,009 0
14
Tab. 2. Hodnoty G, (r, 0, ?)
T T JT T
r =0 6= 20 6= 10 e 5 8 4
u
k74 u u u
0,00 0 0 0 0 0
0,25 0 —0,0004 —0,001 0 0
0,50 0 0,0092 0,010 —0,002 0
0,66 0 0,0962 0,151 0,029, 0
0,75 0 0,1879 0,334 0,137 0 l
1,00 0 0,4570 1,002 3,988 0
1,33 0 0,3337 0,594 0,244 0 ‘
1,50 0 0,2165 0,340 0,066 0
2,00 0 0,0368 0,040 0,008 0
4,00 0 —0,0070 —0,010 —0,003 ] J
Tab. 3. Hodnoty G5 (r, o, %)
b4 14 4 : T
r 6=0 6= 20 6= 10 6= 5 © 4
u
u u u w
0,00 0 0 0 0 0
0,25 —0,004 —0,004 —0,003 —0,0003 0
0,50 —0,064 —0,059 —0,045 —0,0075 0
0,66 —0,156 —0,148 —0,125 —0,0290 0
0,75 —0,209 —0,203 —0,181 —0,0568 0
1,00 —0,336 —0,337 —0,333 —0,3211 —0,3183
1,33 —0,372 —0,361 —0,322 —0,1010 0
1,50 —0,350 —0,333 —0,281 —0,0652 0
2,00 —0,256 —0,236 —0,180 —0,0300 0
4,00 —0,065 0,057 —0,041 —0,0055 0
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Teb. 4. Hodnoty G, (r, o, _’E)

3
T T 4 T
, = ®=3% =% 0=3 o=
u
u u u wU
0 0 0 0 0 0
0,25 0 —0,0001 —0,0001 0 0
0,50 0 —0.,0068 —0,0098 —0,0025 0
0,66 0 —0,0202 —0,0472 —0,0180 0
0.75 0 —0,0469 —0,0809 —0,0429 0
1,00 0 —0,0931 —0.1791 —0.2998 —0,3183
L33 0 —0,0834 —0,1438 —0,0763 0
1,50 0 —0,0657 —0,1061 —0,0406 0
2,00 0 —0,0272 —0,0392 —0,0100 0
4.00 0 —0,0010 —0,0012 —0,0001 0
T o
X 18
\K‘O"
\Kgbo 9"
NN
\\\
6 18 20 22 2+ 26 28
r

Obr. 3.

Superposici jednotlivych p¥padit a vysledkdi pro u,(r, @) a us(r, @) tvrzeni
dokézeme.
Poznamka. Z véty 11 snadno plyne, %e (42) ma smysl, kdyZ pro né&jaka
49 e (= Alw) — 1, 4(w) — 1) je
1 @
JIf)| r=1dr < 0, [|fr)] mrdr< oo, i=12,
o 1
1 ® (44)
flgr)mar <0, [lgn)|rdr <o, i=12.
1
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To jsou slabi{ podminky, ne# jaké byly kladeny na okrajové hodnoty v de-
finici 5.

Vzorec (42) mé jednak cenu praktickou — d4 se pomoci ného vskutku vy-
potitat hledans biharmonickd funkce — jednak cenu teoretickou, jak uvidime

v dal8im. Numerické hodnoty @; (r, 0, g) jsou uvedeny v tabulkich 1, 2, 3, 4
a grafy téchto funkei na obr. 3, 4, 5, 6, 7. Vzorec (42) je vlastné konvoluce pro
Mellinovu transformaci. (Podrobnéjii informace o funkeich G, |r, O, g) nalezne
&tendt v [8].)

3,988

L [

o-
| \

N

002040.50.81.0121.41.61,8/2;02,2
es=0 r

Obr. 4.

DokéZeme nyni dalsi vétu zdkladni dilezitosti, a to vétu o unicité.

Véta 13. Necht u(r, @) je v B a pHislu$t funkcim fi(r) =0, g;(r) = 0,4 = 1, 2.
Potom u(r, @) = 0.

Drive, nez pfistoupime k dikazu této v&ty, dokizeme:

Lemma 2. Nechf u(r, @) e B a necht ji pFislusi konstanty y a é. Necht 0 < ¢ <%’-

w

| ok
Potom pro © < r < 1, |0 < ¢ plati 5m30n

SMp)rrmapol =r < oo,

6] < 9,

cu
—_— < S—m — =
prs I=M(<p)r- kdek=1,2,3,4,m +n=Fk. |
Diukaz. Kolem bodu o soutadnicich [0y, 7] = 2z, = [%s, ¥,] OpiSme kruZniei

K poloméru R = ;—0 sin (6—;- — q)). Funkei u(r, @) vyjadieme v Goursatové
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tvaru

u(r, 0) = v(z, y) = Re (y(z — 2,) + (2 — 2y) p(z — 2,))
proze K. Bud x = r cos @, y = r sin 0. Oznadme

96) = g2 @ 9) +i 50 @) [0 =g +1).
@T_G |

N\

.3>\

)

®
Vin

w /i
4

\J
s
~—7 /
/
/)
//

-01

N
—
/
v
/i

/

———
0 02 04 06 08 18 20 22 24 26

/
L/

28 30 32 3+

r
Obr. 5.
Potom plati
’ 1 f(Rt) 22—z, 1 [f(R?)
‘P“—%Fﬁﬁ—::;;dt* R im) & ¢t
TR G
CB
) 1 [ (Rt
v@—wa=x@~%h=g4;ﬂ2}%m_
"R
G,

1 2t“‘z}zz0

- %JﬂRt) (t _ Z___zo)z 2 dt + ﬁ )
C R

kde O, je jednotkova kruZnice a « a f§ konsta,nt';y. (Dikaz nalezne &tenat

v [5]).) Derivace __—693’8:;?;” ,kde k = 2, 3, 4, m + n =k, se daji lehce odhadnout.
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Odha.dnéme kupr (xm %) v okoli nekonedna. Pfedng mame

0%
72z (%o ) = Re (¥/(0) + 2¢7(0)) .

-03 L

{
{
|
{
|
1

-015

I

N

v
Ve~

181—% Q{’%
0t
I NG
éa 36° S I~ \QQT
0
0 02 04 06 G8 10 12 1 16 18|20 22 24 26_28
8=0 r
Qbr. 6
JestliZze pouZijeme (45), dostaneme
20 K
8552 ( y()) F Ma‘xlf Rt)’

kde K je konstanta. Déle Max If(Rt)| < L(ry +~ R)-*-%,Jeli—6 — 1 = 0,

Max !f Rt)| < L(r, — R)-o-1,
teC,
jeli —86— 1< 0.
02
Zde L je konstanta. Odtud jiZ dostdvame, %e pror = 1 je| ’a%; (@, %o)| = Mrzi-2,
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kde M je konstanta. ProtoZe druhd derivace funkce % v polarnich soufadnicich
je linedrni kombinaci vyrazi 71 %; , % %Z a druhych derivaci v soutadnicich
kartézskych, pri SemZ soudinitelé u téchto funkei jsou 4 cos @, 4 sin O,
dostdvame odtud naSe tvrzeni. Ostatni piipady se dokdzi analogicky.

] —

-030

.r.to
.0,2( /

/

-0.20
/
e

r=13

-015

<750 |

-010

—

\\\\ N
Wi o

=06
r=40
0 9" \rp 18" 27 36" 45"
8

Obr. 7.

Dikaz véty 13. Do klinu K, na ném? je definovina funkce u(r, @), vsuiime
klin K,, jehoZz symetrala leZi na symetrdle klinu K a jehoZ vrchol je vzdélen
o0 a od vrcholu klinu K. Vrcholovy thel klinu K, bud 0 < o’ < w. Nejbliz§{im
nasim cilem bude ukézat, Ze v K, se d4 u(r, ©) psat pomoci vzorce (42).

Opi§me kolem vrcholu klinu K, kruZnici o dosti malém poloméru. Uvnitt
této kruzZnice je
u(r, ) = u(z, y) = Re (x(2) + 2(p(2)) -
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Stted této kruZnice bud poditkem systému soufadnie, osa x necht je totoZna
se symetrilou klinu K. Nyni ke kazdému celému m = 0 maZeme najit kon-
stanty 4,, A,, 45, ..., 4, a By, B,, ..., B, tak, Ze

2ED(0) = uED(0), i = 1,2, ..., m, gE-H(0) =»6-D(0), i =1,2,...,m,
pfi demz
u(z) = Ade% + A% 4+ ...+ A7, v(z) = Bie? + Bye % ... + B e ™.

Pro konstanty A; resp. B; dostaneme totiz soustavu linedrnich rovnie. Pro jeji
determinant plati

1 1 | 1
—1 —2 -3 ..., —m
D = 1 22 32 ... m2 *0,
+1 42m-1 L3m-1 ... + mm-1

nebot je to wronskidn funkef e~?, ..., e~™, jeZ jsou fundamentélnim systémem
néjaké obydejné diferencialni rovnice, a to s konstantnimi koeficienty. Bihar-
monicks funkce

w(z, y) = Re (1(z) — u(2) + 2(g(2) — »(2)) (45)

le?i v mnoZing 4 (uvazovans na klinu K,), pokud m je dosti velké. Jsou-li
totiZ y > 0, 6 < 0 konstanty pFisluiné funkei u(r, @) na klinu X, potom podle
lemmatu 2 je pro w(z, y) = w(p, #), kde z = p cos 9, y = p sin ¥, bod 4 defi-
nice 4 splnén s konstantami y’, 8, pfidemz je y’ < 4. Pfitom ovSem piedpokl-
dame, Ze plati — A;(w’) — 1 < &, coZ je pravdivé, pokud o’ je dosti blizké
k . Funkece w(g, #) je tedy Fefenim naSeho biharmonického problému pro
klin K, a jeji obraz se da psit ve tvaru (26). Proto w(p, #) se d4 psat pomoci
(42). Funkce Re (u(z) + zr(2)) ziejmé lezi v 4 a tedy i ona se d4 psat pomoci
vzorce (42). Z toho plyne Ze

u(r, ©) = u(p, ¥) =fG1(%, 9, w’)%[ua(a,%,) + U, (a, —%,)]da + el
/]

(46)

G

(%) Ly
,—2-) znamenas, %e

bereme hodnotu funkce » na ramenu klinu K, atd. Nyni zfejmé pro o € (0, cc)
plati
. ' '
}3_1)15 Uq (a, —2—) =u (a, 7) atd.

hmG(— 19,,,«)) G’i(%,@,w’), 1=1,2,384.

Prejdéme nyni v (46) k limité, kdyz a — 0. Symbol «, (a

Integraly (46) maji v8ak integrabilni majorantu nezdvislou na a (pokud o’ je
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dostatetns blizké k w). Vskutku napt. pro 0 < ¢ = 1 plati podle véty 11

G'l(% , D, w')

kde M je konstanta nezavislé na a. Dile podle vlastnosti 5 definice 5 je

@’
Uq | O, 7

pro 0 < vt < 1,kde 0 <y* < 4,(w’) — 1. Protoze jes < 7, je

< Mow, — o) —1<e<Ao)—1,

= |u(z(o), O(0))| = Nv—7*

Uy (a, %—)' < No—7°.

Jestlize nyni je y* < x < 4;(0") — 1, potom
11
Gy (%, 9, co') %, (a,%) ;l < Ko#=7*-1,

kde je K konstanta.
Je vidét, Ze jenom s nepatrnymi zménami postupu dostaneme integrabilnf

o v

majoranty pro vSechny integrandy z (46). MuZeme tedy prejit k limit& pod
integra¢nim znaménkem. Je

ulr, 6) =f01(§,@, w);;[u (s, %) n u(s, %)] ds + ... (47)
0

Nyni piejdeme v (47) k limité, kdyZ o' — w. Podle bodu 4 definice 5 je

[ur, )| gf]cm%[ u(s, _‘;_)l n
[}
1 w’ '
R (O R
1 1
} 4
ool [l
0 0

. é o , 2
+ [f [G,]2 s—28-1 d.s-] . [f[u (s, —_ %)] $20-1 ds]i—i- .} )

¥ . ) 1
Podle véty 11 je [G4]2 < K(z) s**. Plati, 3¢ f[G’1]2 5271 ds < oo, protofe x
0

A | P

]ds+...§

e}
mizeme volit v&tii ne% v, a b G2 o y oy
ne y, a podobné 1f (] g-20- ds < oo, protoze x miZeme

volit mensi neZ §. Podle bodu 4 definice 5 je

. o'\ I
Y
0
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a podobnsg

0
A2
lim [u (s, %)] 82-1ds = 0.
W —0 Y

Podobné lze vySetfit i ostatni integraly (47). Nakonec dostaneme, Ze je
u(r, @) = 0, coz bylo dokazat. ‘
Pozndmka. Je dluzno vyzdvihnout tu skuteénost, Ze Papkovidovo &islo

p1(w) d&vé horni hranici rastu okrajovych podminek v podatku a v nekoneénu,
pokud checeme mit zarudenu unicitu ¥efeni. Napt. tzv. Papkovidova funkce

rEP-1 [COS (py + 1) g—cos (Pr —1) O — cos (p, — 1) %)‘ cos (py + 1) @]

je biharmonicka funkce na nekoneéném klinu o vrcholovém thlu w & na rame-
nech klinu se rovné nule spolu se svou normalni derivaei.

' (Pokrafovéni)
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