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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

O SYMETRICKE DERIVACI SPOJITYCH FUNKCI

VLADIMIR PETRUV, Praha

(Doslo dne 16. zari 1957) DT:517.23

V préci je dokdzéno, Ze pro vSechny spojité funkce z ¢ C, aZ na
mnoZinu funkei I. kategorie, je pro vSechna ¢e (0, 1) horni sy-
metrickd derivace rovna -+ oo a dolni rovna — 0. Ddle je to zobec-
z(t + h) — x(t — h)

(k) )

néno na vyraz tvaru

Budu uzivati obvyklych oznadeni: C bude znamenati mnozinu v8ech funkei,

spojitych v intervalu <0, 1), s obvyklou normou |jz|]| = max |%()| (tedy: kon-
te<0,1>
vergence v C je totéZ jako stejnomérnd konvergence). C je tplny normovany

linedrni prostor a to separabilni (nap¥. mnoZina v8ech polynomu s raciondlnimi
koeficienty je v ném hustd). O mnoziné 4 c C budeme ¥ikati, Ze je residuel,
je-li C — 4 I. kategorie v O' tj. je-li C — 4 rovno spodetnému sjednoceni
¥idkych mnozin.

Jest zndmo, Ze plati:!)
I. Oznaéme A4, mnoZinu vSech z e C takovych, Ze pro skoro v8echna

1 €0, 1)je

x*(t) = lim sup ﬁ(ﬁ_}%l(t) = -+ o0,
h—0 - :

2,(t) = lim inf ZCF ]-}z—git) — o,
h—0+

z~(t) = lim sup —L_i)b—(-) =L w0,
h—0-—

2 () = hmnfx(t;h])z—x(t)__oo;
h—0-—

pak A, je residuel.?)
1) Otézkami tohoto druhu se jako prvni zabyvali S. Banacy (v1z [1]) a S. MAZURKIE-

wioz (viz [2]).
2) Viz [3].
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" II.:BudiZ 4, mnozina v8ech x e C, pro néz.plati:. . - .
V <0, 1) existuji 4 neprazdné dokonale mnoziny M+ M+, M-, M _ tak, %e

pro kazdé t e M+ je x*(t) = x.(t) = + @,

pro kazdé t e M, je x*(t) = z,(f) = — o,

pro kazdé t e M~ je x~(t) = x_(t) = + oo,

prokazdé te M_jex(t) = 2_(f) = — o ;
pak A, je residuel.?)

III. Speci4lng: Budiz 4, mnozina viech 0, pro néz v ia,dnem bodé
z {0, 1) neexistuje jednostrannd derivace (ani nevlastni); pak 4, je I. kate-
gorie.

V. JarNik dokazuje v citované jiZ praci (mimo jiné) vysledky obecnéjii, které

@(t + h) — a(t)
)

dostaneme tak, 7e ve vétach I a Il misto vyrazt vezmeme obec-

ai(_t_—{-%)h);x(_t) , kde @(h) je definovano pro viechna &, . p(h)>0,

pro A% 0, lim ¢(h) = 0.%)
N h—0

néjsi vyrazy

2(t + k) — z@t — h)
2h

V této pozndmce budu vySetfovati vyraz

2t + h) — 2t — h)

0] ; ddle budeme oznadovati znakem z* horni sy-

metrickou derivaci

resp. o-

becnéji

x5(t) = lim sup z(t + 1) )_ ot — 1)
h—0 dk
a znakem z, dolni symetrickou derivaci
z(t +h) —x(t —h) 5)
2h ’

Z,(t) = lim inf
h—0

V ptipadg, Ze 25(t) = «,(f) = «, budeme Fikati, Ze funkce 2 mé v bodé ¢ sy-
metrickou derivaci rovnou &« (— ©0 = & < + o0).
Budiz ¢(h) definovano pro A > 0, ¢(h) > 0, lim ¢(h) = 0; dokdZi nyni tuto

h—0+
vétu:
3) Viz [4].
9) U vty II jeits za dodatedného pfedpokladu lim sup ﬂ’i) < 4 o pro ,,pravostran-
¢ tvrzeni véty. Je-li lim sup —;&@ = + 0, plati tvrzeni pravé opadné (viz [3]). Stejnd
h—0 +
zleva.

%) Ztfejm? je jedno, bereme-li limitu pro h — 0 nebo pro & — 0 + nebo pro h - 0 —
tedy pOme »derivace* a ,,derivace zprava‘ a ,derivace zleva‘* dévaji v symetnckém
pripads totéz.
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Vé&ta 1. BudiZ B mnoZina vdech x ¢ C takovich, Ze plati: Pro kaZdé t € (0, 1) je

. ot +h) — 2t —h)
e ) =t

. m(t—}—h)-x(t—h)
gt p(h)

— 0
pak B je residuel.

Dikaz. Oznadme B, resp. B, (n = 2, n ptirozené) mnofinu viech zeC
takovych, Ze existuje alespoil jedno ¢, l <tL1 — % tak, Ze pro \'Téechna.

z(t + k) — z(t — )
@(h)

+ o + 0
C—B. = UB,+ UB,.

N2 Nn=2

h0<h< jest

<, resp. = — n. Ziejmé je

Potiebujeme dokazat, Ze C — B je L. kategorie. Staéi tedy dokazat, Ze kazda
B, je ¥idka, nebot pro mnoZiny B, to dostaneme ihned pfechodem k funkei
—z. BudiZ » pevné.

DokaZeme nejprve, Ze B, je uzaviena: BudiZz z, e B,, z,— z, tedy ke
kazdému =z, existuje t, € <;1; , 1 — —> tak, Ze pro vSechna b, 0 < b < — ! ]e

Trm(bm + k) — Tm(tm — B)
(k)

intervalu ! 1— l>, muzeme tedy predpoklidati, Ze existuje lim £, = ¢,
\ n Mm—>+

(jinak bychom presli k posloupnosti vybrané). Pak vSak téZz plati

Zy(to + ) — (8 — h)
@(h)

nebylo, existovalo by &, (O <h = %) tak, Ze

=< n. VsSechna tato ¢, v3ak lezi v kompaktnim

= 7 pro viechna 0 < & < —; kdyby tomu totiz tak.

To(te + Po) — Zo(ty — hy)
@(hy)

Protoze x, je spojité funkce, existuje tedy 6 > 0 tak, Ze pro v8echna ¢, [f — #,| <C
< 4, plati

=n+2 (¢>0).

Zo(t + hy) — xo(t — hy)
@ (ko)

ProtoZe x,,— x, znamend stejnomérnou konvergenci v <0, 1), existuje tedy

>n-+e.
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m, tak, e prom > m, [t — t| < & je té%
Zm(t + o) — Zm(t — ho)
D)
Existuje viak (nebot ¢,,— 1)) m, tak, Ze pro m > m, je |t,, — &)| < 4, a tedy

pro m > max(m,, m,) je

Zm(bm + o) — Zm(t — hy)
@ (ko)

>n

>n

1
kde 0 < hy = —> COZ je Spor.

Stadi tedy jesté ukazat, Ze B, je hraniéni,®) tj. Ze kaZd4 oteviend koule
prostoru C obsahuje alespoii jeden bod nepatiici do B,. ProtoZe vSak mnoZina
viech polynomu p je hustd v. O, staéi to dokizat pro oteviené koule, jejichZ
stfedem je polynom. Budiz tedy K koule o poloméru r (r > 0) a stfedu p.
Protoze p je polynom, existuje M > 0 tak, Ze pro viechna ¢ a h takova, Ze
h>0,0<t+h<1,0=5t—h =<1, je (podle véty o pfirtstku funkce)

plt + k>2; PE=M) _ e L on) <M (0] < 1).

Oznalme y(k) = sup @(h). Ziejmé lim y(k) = 0.
E—s0+

O<hsk

1 o 1
Definujme nyni funkei y,, pror >0, 0 < s < —S—takto (budlz d= [§§]):7)
Yr s(8MS) = pro m=0,1,...,d,

Yr,o(8ms + 48) =
Yrs(8ms + 6s) =0 pro m=0,1,...,d —1,

pro m=0,1,...,d—1,

s o

Y,ro(8ms -+ 7s)=g— pro m=0,1,...,d —1,

Yrs(1) =0

a mezi témito 4d - 2 body proloZme ¥, , linedrng. Prib&h funkce ¥rs je na-
znaden na obr. 1.
Ziejms |y, || < r, tedy p + Y., € K.

Zvolme s tak, aby:

1 r r
1 —, 1I6Ms < —, —/———=>n.
0<8 <1, los<g <16’ 16p(ss)
) Uzaviend mnoZina je fidké tehdy a jen tehdy, je-li hraniéni.
7} Tj. d celd, d=<=§1§<d—l—l.
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1 .
Ke kazdému t ¢ <; , 1 — 717> zvolme h, takto:

Jeli8ms + 3s <t < 8ms+ 25, je t—.ht——— 8ms .

II. Je-li 8ms 4 25 <t <8ms+ %s, je t-+ h, = 8ms -+ 4s.

III. Je-li8ms + %8 <t < 8ms-+5s, je t-+ h,=8ms—+ Ts.

Je-li 8ms + 55 <t <8ms+12s, je t—h,=8ms.

Je-li 8ms + 12s <t < 8ms + 135, je t+h,=8(m+ 1)s+ 4s.

Jelisms +2s <t <8m -+ 1)s+1is, je t—h, = 8ms—+ 6s.
' (m=0,1,...,d —1).

i

IR

] 1 R

A AN A

Obr. 2.

Pro vétsi prehlednost si to nakresleme; ¥imska &islice uddva prislusny interval
proménné ¢ a arabska jemu odpovidajici bod [t + A,, y, (¢t + A,)] v pFipadech
IT, 111, V a bod [t — Ay, ¥, s(t — ;)] v piipadech I, IV, VI (obr. 2): Pak je vidy

1
0 < hy < 88 < — 8 Yrilt + he) — Yoot — h) = 13
tedy n

P(t + kt) + y'r,s(t + ht) — p(t _ ht) _ yr,s(t - ht) >
@(hy)

h
1 7 1 7 r
—_— - — ¢ > | — —_

@(hy) \8 p(8s) \1
' Tedy p + ¥, non € B,, q. e. d.

,
—2 o .
Mht) ~ T6ps) — "

Véta 2. Budiz B, mnoZina vdech x e C takovyjch, Ze pro vdechna t e (0, 1) je
25(t) = + o0, z,(t) = — ©; pak B, je residuel.
Diukaz. Ve vété 1 volime ¢(h) = 2h.
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Disledek. Budiz B, mnozina viech z € C takovych, Ze alespoil v jednom
bodé z intervalu (0, 1) existuje symetrickd derivace; pak.B; je I. kategorie.
Tedy pro symetrickou derivaci mdme vysledek opadny neZ pro jednostrannou
derivaci obydejnou (viz III).

Poznamka. Pravé tak jako to ¢ini S. BANACEH ve svém é&lanku [1], 1ze véty
obsazené v Jarnikové ¢lanku [3] a vétu obsaZenou v tomto 8lanku zobecnit
na jisté funkcionaly.
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Peszome

CHUMMETPUYECKAS IIPOU3BONHAS HENPEPEIBHEIX
OYHKIUN

BJIAJUMUP IIETPYB. (Vladimir Petrav), IIpara
(TToctynuao B pegaxuuio 16/IX 1957 r.)

OGosnaunm gepes C mpocTpaHCTBO BCeX (YHKOWE, HeNPePHBHEX HA HHTEP-
saze <0, 1>, ¢ o6BIKHOBeHHOH HOpMOil. II3BecTHO, YTO QYHKOME, HeMMEOIIHe
HE B OfHOU TouKe ¢ (0 = ¢ < 1) HM KOHEUHYIO, HE GECKOHEYHYIO IIPAaBOCTOPOH-
HIOIO, IPOU3BOJHYI0, 06Pa3yioT TOIHKO MHOMKECTBO mepBoil karteropmm. OGos-
Ha9@M CEMBOJIOM
z(lt + k) — z(t — k)

2h

z5(t) = lim sup
h—0

BePXHIOK CEMMETPHYECKYI0 IPOW3BONHYI0 (QYHKIEE & B TOYKE { U CHMBOJIIOM

et h) —x(t— h)
x,(8) = lllllll—)tnf oA

— HEJKHION CHMMeTPHIeCKYI0 MPOW3BONHYIH QyEKmmu x B Touke i Ecnm
z(t) =z(t) = (—0=a =+ ),

TO YOBOPEM, UTO B TOUKe f.CYIMECTBYeT CEMMETPHYecKasd IPOX3BOAHAS QYHKIAA
Z W 91O OHA paBHseTcA «. JloKaskBaercs, 9T0 QyHKIUE, HeEMeloMye HA B O~
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sOiL. TouKe ¢ (0'<< £ << 1) HE KOHEUHYIO, HE OECKOHEYHYI0 CHMMETPHIECKYIO IIpO-
m3BoHYI0, 00pasylT residuel (T. e. MHOKeCTBO, NOHNOJHEHHEM KOTOPOTO
ABIIAeTeA MHOKECTBOM IepBod Karteropmm). Cumpasepiuea eme Gosee obmast
TeopeMa:

ITycmv (k) onpedesero 0aa h > 0, nycmdv @(h) > 0, u lim @(h) = 0,
h—0 +
moeda cywecmeyem residuel B mak, umo das ecakoll pynkyuu x € B cnpagedauso

caedyrowee: daa écaxozo t e (0, 1) 6ydem:

. z(t + h) — x(t — h) . x(t +h) —a(t —h)
iz sup o(R) =+, lmint o (k)

= — 0.

Zusammenfassung

UBER DIE SYMMETRISCHE ABLEITUNG STETIGER
FUNKTIONEN

VLADIMIR PETRUV, Praha
(Eingelangt am 16. September 1957)

Es sei C der Raum aller im Interval <0, 1) stetiger reeller Funktionen x mit
der iiblichen Norm. Es ist bekannt, dass die Funktionen, die fiir kein ¢ (0 =<
=t < 1) weder eine endliche noch unendliche rechtsseitige Ableitung be-
sitzen, nur eine Menge erster Kategorie bilden. Man bezeichne mit

z5(t) = lim sup x(t + h) ;}; x(t — h)
h—0

die obere symmetrische Derivierte von x im Punkte ¢ und mit
z(t + h) — z(t — h)
2h

die untere symmetrische Derivierte von z im Punkte . Wenn 25(f) = z,(f) = «
(— o0 £ &« < + o) gilt, so wollen wir sagen, dass die Funktion x im Punkte
t die symmetrische Ableitung « besitzt. Es wird bewiesen, dass die Funktionen,
die fiir kein ¢ (0 < ¢t << 1) weder eine endliche noch eine unendliche symmetri-
sche Ableitung besitzen, eine Residualmenge bilden.

Noch allgemeiner gilt der Satz:

Es sei p(h) fur alle h > 0 definiert, p(h) > 0, hm @(h) = 0. Dann gibt es 1m

2,(t) = lim inf
h—0

.Raume C eine Residualmenge B, so, dass jede Funlctwn x aus B folgende Eigen-
schaft besitzt: Fir jedes t aus (0, 1) st
z(t + h) — x(t — h)

. x(t + h) — x(t — h) -
lim sup o) = + o, lim inf o) =— .
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