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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 90 (1965), Praha 

O JEDNEJ TRIEDE RACIONÁLNYCH KRIVIEK 

NIKOLAJ PODTJAGIN, Bratislava 

(Došlo dne 2. března 1964) 

V práci sa dokazuje, že všetky epicykloidy, hypocykloidy a růžice sú racio­
nálně křivky pokiaT sú uzavřete. Zároveň je uvedený spoločný vzorec pre ich 
stupen. 

G. LORIA v svojej práci [1] uviedol, že epicykloidy a hypocykloidy sú algebraické 
křivky a pre epicykloidy aj určil ich stupeň. Ovsem přesný dókaz toho chýbal. L. 
GRANÁT a M. FIEDLER V [2] uviedli presnú definíciu racionálnych kriviek a pre 
hypocykloidy aj určili ich stupeň. 

Hlavným cielom tohoto článku je uviesť přesný dokaž racionálnosti všetkých 
epicykloíd, hypocykloíd a tzv. ružíc a uviesť jediný vzorec pre určenie ich stupňa. 
Toto je možné urobiť, ak všetky tieto křivky určíme jedinou sústavou dvoch parame­
trických rovnic zvláštneho typu, v ktorých koeficienty majú určitý kinematický význam. 
Táto sústava rovnic okrem toho umožňuje zistiť niektoré dóležité vlastnosti, spoločné 
všetkým uvedeným křivkám. V článku sú ovšem uvedené len tie, ktoré sú potřebné 
k prevedeniu přesného dokazu základnej vety. 

1. KŘIVKY TRIEDY P 

Východiskom naších úvah je nasledujúca jednoduchá úloha: Úsečka O A sa rovno­
měrné otáča okolo pevného bodu O. Druhá úsečka AM se rovnoměrné otáča okolo 
pohyblivého konca A prvej úsečky. Třeba určiť křivku, ktorů pri tomto zloženom 
pohybe opisuje koniec M úsečky AM. 

Je zřejmé, že nie všetky křivky, ktoré koniec M úsečky AM opisuje, sú uzavřete. 
Tie, ktoré sú uzavřete, považujme za prvky istej množiny, ktorú pre stručnosť nazve­
me triedou P. 

V ďalšom budeme písmenami a, b označovať samotné úsečky O A, AM i ich dížky. 
Už zo samótnej definície kriviek ttiedy P vyplýVajů tieto ich vlastnosti: *:':,-

1) pevným bodom O prechádza křivka vtedy a len vtedy, keďa = b, f 

2) vzdialenosť bodov každej jkrivky o4 .pevného bodu O nie je váčšia ako a -f b, „ 
3) pre a =# b vzdialenosť hodov křivky od pevného bodu O nie je menšia ako |a — b|-
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Pri určovaní rovnic kríviek triedy p postupujeme takto: Zvolme pevný bod O za 
počiatok pravouhlej súradnicovej sústavy XY a predpokladajme, že v okamžiku 
počiatku pohybu body A a M ležali na osi X, pričom bod A sa nachádzal medzi 
bodmi O a M, Predpokladajme ďalej, že za istý Čas t úsečka a sa pootočila o uhol a, 

Obr. 1. 

úsečka b sa pootočila o uhol p vzhladom na úsečku a; vzhladom na súradnicovú 
sústavu o uhol a + p. Ak premietneme vektory O A a AM do súradnicových osí, 
dostaneme rovnice 

(i) x = a . cos a + b . cos (a + ß), 
y = a . sin a + b . sin (a + ß) , 

kde x a y sú súradnice bodu M v čase ř. 
Nech y je uhlová rýchlosť otáčania úsečky a, / nech je uhlová rýchlosť otáčenia 

úsečky b, vzhladom na úsečku a; vzhladom na súradnicovú sústavu je y + y'. Z rov­
nic a = y . ř, P = y'. ř potom dostaneme 

/? 
a У 

Ak teraz poměr uhlových rychlostí y'jy označíme písmenom m, rovnice (1) móžeme 
písať v tvare 

(-) x = a . cos a + b . cos (m + 1) a , 
y = a . sin a + b . sin (m + 1) a . 
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Možno sa Iahko presvedčiť, že rovnice (2) určujú uzavretú křivku, určujú teda křivku 
triedy P vtedy a len vtedy, keď poměr m uhlových rychlostí otáčania úsečiek b, a je 
vyjádřený racionálnym číslom. Položme m = p/q, kde p a q sú celé nesúdelitelné 
čísla. Položme ďalej co = a/q. Potom rovnice (2) nadobudnú tvar 

(3) x = a . cos qco + b . cos (p + q) co, 
y = a . sin qco + b . sin (p + q) co . 

Pretože celé čísla p a q sú nesúdelitelné, súradnice x & y bodov křivky P sú perio­
dické funkcie parametra co so spoločnou periodou 2n: pri zmene parametra co od 
nuly do 2n křivka bude celá opísaná. V ďalšom budeme predpokladať, že parameter co 
je nezáporný a mění sa len v intervale [0,27t). 

Pri vzájomne opačnom otáčaní sa úsečiek a, b podiel rychlostí ich otáčania je 
záporný. V ďalšom pře určitost* budeme predpokladať, že číslo q je kladné. Číslo p je 
potom kladné, ak směry otáčania úsečiek a, b sú rovnaké, je však záporné, ak směry 
otáčania sa úsečiek a, b sú opačné. 

Pretože křivky triedy P podlá definície, sú vytvořené otáčaním dvoch úsečiek a, b, 
konstanty a, b, jp, q nemóžu sa rovnať nule. Rovnice (3) sú teda všeobecnými rovni-
cami kriviek triedy P za týchto predpokladov: 

1) konstanty P, q sú celé nesúdelitelné čísla, 
2) ani jedna z konstant a, b, P, q sa nerovná nule, pričom konstanty a, b, q sú 

kladné čísla. 

2. ZÁKLADNÉ TYPY KRIVIEK TRIEDY P 

Charakter kriviek triedy P je velmi rozmanitý. Závisí od poměru rychlostí otáčania 
sa úsečiek a, b, i od poměru dfžok týchto úsečiek. 

Určíme rózne případy, ktoré tu móžu nastať: 
1° a # b, p > 0. Rovnice (3) v tomto případe možno napísať v tvare 

/r, x , i. / * + r A x = (R + r) cos co + b . cos I co J, 

y = (R + r) sin co' + b . sin I co'), 

kde 
a . p a. q -, 

R = — , r = ~ 9 co = qm(ú . 
p + q p + q 

To sú známe rovnice epicykloidy s pevným kruhom o poloměre R a s pohyblivým 
kruhom o poloměre r. Je to prostá epicykloida pre a . q — b(P + q) = 0, predfžená 
pre a . q - b(p + g) < 0 a skrátená pre a . q - b(/> + #) > 0. 
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2° a =f= b, p < O, p + q > 0. V tomto případe rovnice (3) určujú epicykloidu so 
záporným polomerom pevného kruhu. Položme p' = - p, q' - p + q. Rovnice (3) 
potom možno písať v tvare 

x = b . cos q'co + a . cos (p' + q')co , 

y = b . sin qco + a . sin (pf + q')co . 

Protože číslo p' je kladné, tieto rovnice určujú epicykloidu, ktorej poloměr pevného 
kruhu sa rovná R' = (b . p')/(pf + q') a poloměr pohyblivého kruhu sa rovná 
r' = ( b . q')l(p' + q'). Oba tieto poloměry sú teraz kladné. 

3° a =f= b, p + q < 0. Rovnice (3) teraz možno písať v tvare 

, x = (R — r) cos co' + b . cos l co' j , 

y == (R - r) sin co' - b . sin / co' J , 

kde 

p a . p a . q 
# = 9 r — ^ co = q . co . 

p + q p + q 

Vidíme, že křivka triedy P je teraz hypocykloidou, ktorej poloměr pevného kruhu 
sa rovná R a poloměr pohyblivého kruhu r. Pre a . q + b(p + q) = 0 je táto hypo-
cykloida prostá, pre a . q + b(p + q) > 0 predížená a pre a . q + b(p + q) < 0 
skrátená. 

4° a = b. Z rovnic (3) v tomto případe dostaneme 

(4) x = 2a . cos | - + q j co . cos - co , 

y = 2a . sin ( - + q \ co . cos - co . \2 V 2 
Z toho 

(5) í -«-( f -0 
Ak zavedieme polárné súradnice, potom 

y 

(У . 

tg Ф, x2 + y2 = ø2 

X 
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a z rovnice (5) dostaneme 

2 
co = (<p + 2fc7t), (k -= 0, + 1 , ± 2 , . . . ) . 

P + 2g 

Z rovnic (4) ďalej máme 

o2 = 4a2 . cos2 - (o . 
2 

Máme teda 

Q = +2a . cos — - — (cp + 2kn) . 
P + 2<? 

To je však známa rovnica tzv. ružíc. 
Vidíme, že ku křivkám triedy P patria všetky druhy epicykloíd. hypocykloíd a ružíc. 

Tvar (3) rovnic týchto kriviek, ako uvidíme ďalej, je zvlášť vhodný pre skúmanie ich 
vlastností. Zvláštny význam přitom má konstanta p. 

3. ZÁKLADNÉ VLASTNOSTI KRIVIEK TRIEDY P 

Z rovnic (3) dostáváme 

^ x2 + y2-a2-b2 

(6) cos pco = . 
2ab 

Pre a = b a x = >> = 0 máme cos pco = — 1. Počiatok súradnicovej sústavy pre 
každú křivku triedy P v případe, že a = b, je jej p-násobný bod, odpovedajúci 
hodnotám parametra 

^ = (2k + l ) ^ k s a 0 9 Í 9 2 f _ 9 ] p l - i . 
m 

Vzorec (6) pre x2 + y2 = (a + b)2 dává cos pco = 1 a pre x2 + y2 = (a — b)2 

dává cos pco = — 1. Z toho vyplývá, že každá křivka triedy P má |p| bodov, vzdiale-
ných od počiatku súradnicovej sústavy na vzdialenosť a + b, ktoré odpovedajú 
hodnotám parametra co určeným vzorcom 

co = - — , k = 0, 1,2,..., |p| - 1, 
\P\ 

a pre a 4= b má ||?| bodov, vzdialených od počiatku súradnicovej sústavy na vzdiale­
nosť |a — b|, ktoré sú určené vzorcom 

w_£-L±Jlf, ik-0,1,2, ...,|p|-l. 
p 
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Eahko sa možno presvedčiť o tom, že pre a 4= b každému z týchto bodov odpovedá 
len jedna hodnota parametra co. Predpokladajme opak, tj. nech napr. niektorému 
bodu, vzdialenému od počiatku súradnicovej sústavy na vzdialenosť |a — b|, odpo-
vedajú dve rózne hodnoty parametra co: 

(7) coxJ
2k^^\ c 2 = ( 2 k 2 + 1K 

IPI IPI 

kde/c, < k2,kx = 0 , 1 , 2 , . . . , |p| - 1, fc2 = 1, 2, 3,..., |p| - 1. 
Pretože pre tieto hodnoty je cos pco = — 1 a pre tuto hodnotu cos pco rovnice (3) 

nadobúdajú tvar 

x = (a — b). cos qco , y = (a — b). sin qco , 

vidíme, že pre a 4= b musia nutné platiť aj rovnosti 

cos qco2 = cos qcoj , sin qco2 = sin qcox . 

Tieto však móžu byť splněné len vtedy, keď qco2 - qcox = 2kn, kde k je isté kladné 
celé číslo. Vzhladom na rovnice (7) musí teda platiť 

2kn 
(2k2 + 1) . qn _ (2kl + 1) . qn 

\P\ \P\ 
alebo 

k2 - kx = - | p | . 

Pretože celé čísla p a q nemajú spoločných delitelov, celé číslo k musí byť dělitelé 
číslom q. Ak položíme k = q . k\ kde k! je opáť celé kladné číslo, dostaneme 

k2 — kx = k'. |p| . 

Avšak celé nazáporné čísla kx a fc2
 n i e sú váčšie ako |p| — 1. Toto je však splněné len 

vtedy, keďfc' = 0, tj. keďfc2 = kx. 
Tak isto by sme mohli dokázať, že každému bodu křivky triedy P, vzdialenému od 

počiatku súradnicovej ústavy na vzdialenosť a + b, odpovedá len jedna hodnota 
parametra co. 

Z rovnic (3) ďalej dostaneme 

(8) (S)2 + (df;)2 = a v + b2(p + q)2 + 2abq(p + q) •cos pa> • 
V bodoch, vzdialených od počiatku súradnicovej sústavy na vzdialenosť a + b, 
pre ktoré platí rovnost* cos pco = 1, máme 

© Ч Ш г = Þ' + «' + 'Я ! 
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Pretože každému z týchto bodov odpovedá len jediná hodnota parametra ca, vidíme, 
že tieto body u vsetkých kriviek triedy P, s výnimkou prostých hypocykloíd, sú bodmi 
regulárnymi. Všetky body prostých hypocykloíd, vzdialené od počiatku súradnicovej 
sústavy na vzdialenosť a + b, sú body singulárně. Sú to body zvratu. Z rovnic (3) 
totiž lahko možno určiť 

(S) 2 + (S) 2 = a v+b2(p+q)*+2ab<?2(p+q)2"cos po> • 
Pre cos pco = 1 z toho dostáváme 

{B)'+{^)'=w+«p+<rr>o-
Pre body kriviek triedy P, vzdialené od počiatku súradnicovej sústavy na vzdiale­
nosť |a — bf, máme cos pco = — 1. Vzorec (8) pre tieto body potom dává 

v2 

{t)'+ffi'Ь-*+<* 
Pretože pre a 4= b každému z týchto bodov odpovedá len jedna hodnota parametra c0, 
sú tieto body regulárnymi bodmi u vsetkých kriviek triedy P s výnimkou ružíc 
a prostých epicykloíd. U ružíc týmto bodom odpovedá počiatok súradnicovej sústavy, 
ktorý je ich |p|-násobným bodom. U prostých epicykloíd sú tieto body bodmi singu-
lárnymi. Opáť by sme sa mohli presvedčiť o tom, že sú to body zvratu. 

Pre všetky body, ktorých vzdialenosť od počiatku súradnicovej sústavy je menšia 
ako a + b, ale váčšia ako |a — b|, máme 

feY + ^ Y + o. (dA 
\dco) \dcoJ \dcoJ 

V opačnom případe by sme mali 

a V + b2(P + q)2 + 2abq(p + 4) . cos pco = 0 . 

Táto rovnica zrejme nemóže byť splněná pre p + q = 0. Je teda ekvivalentná s rov-
nicou 

a V + b2(p + q)2 

cos pco = — 2ab<j(P + q) 

Táto rovnica však može byť splněná len pre &q ± b(p + q) = 0, pretože vo vsetkých 
ostatných prípadoch absolutna hodnota jej právej strany je vždy váčšia ako jednotka. 
Vidíme, že zo vsetkých kriviek triedy P singulárně body može mať len prostá hypo-
cykloida a prostá epicykloida. Přitom singulárnymi bodmi prostých hypocykloíd 
móžu byť len body vzdialené od počiatku súradnicovej sústavy na vzdialenosť a + b 
a u prostých epicykloíd len body, vzdialené od počiatku súradnicovej sústavy ná 
vzdialenosť [a — b|. 
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4. ZÁKLADNÁ VETA 

Teraz dokážeme tuto základnu vetu. 
Veta: Křivky triedy P sú racionálnymi křivkami, ktorých stupeň n je párne 

číslo, dané vzorcom 
n = \p\ + \p + 2q\ . 

Dókaz. Racionálnou křivkou n-tého stupňa, kde n je prirodzené číslo, nazýváme 
množinu všetkých reálných bodov (x, y), splňujúcich tieto dve podmienky: 

a) pre skoro všetky hodnoty parametra ř, patriace k určitej číselnej množině SDí, 
platia rovnosti 

x=m y=Éň m + 0 

Kty y h(t)' {)+ ' 
kde /(ř), (p(t) a h(t) sú polynomy najviac n-této stupňa bez spoločných nulových 
bodov, z ktorých aspoň jeden je právě n-tého stupňa, 

b) existuje aspoň jeden bod (x0, y0) 

*0 - 7777 • yo ~ -TJ-T > "(h) + U , 
fc('o) H'o) 

ktorému odpovedá len jedna hodnota t0eWl parametra ř, pre ktorú máme 

Napíšeme teraz rovnice (3) v tvare 

a b 
x = - (e i í t 0 + ťTi<10>) + - IV^+tf" + e-'<*+«>«"|, 

2 2 
a b 
2ř 2í 

a položme el0> = ř. Tieto rovnice potom nadobudnú tvar 

do *-íK''+?)+ b(> '+^)]• 
K-íO-e-^)]-

Ďalej máme 

®'+ffi--m(ity+(m---^ m+m 
Z toho, Čo sme povedali už skór, teraz vyplývá, že na každej krivke triedy P vždy 
existuje aspoň jeden bod, ktorému odpovedá jediná hodnota parametra í0, pre ktorú 
platí nerovnosť (9). 
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Druhá z vyššie uvedených podmienok racionálnosti kriviek je teda splněná u všet-
kých kriviek triedy P. 

Rozoberme teraz tieto možné případy: 

1° p > 0. Ak napíšeme rovnice (10) v tvare 

1 
x = 2tp+q 

[a(íp+2« + tp) + Ъ(t2(p+q) + 1)], 

y=--&r< l<tP+2q -'")+ b ( t 2 U , + 9 } - ^ • 

vidíme, že křivky triedy P v danom případe splňujú aj prvú z vyššie uvedených pod­
mienok racionálnosti kriviek a přitom polynomy 

f(t) = a(tp+q + tp) + b(t2ip+q) + 1), q>(t) = ~i[a(tp+q - tp) + b(t2(p+q) - 1)] 

sú polynomy stupňa 2(p + q) a stupeň polynomu /i(ř) = 2íp+* je dva rázy menší. 
Máme pri tom h(t) =t= 0 pre všetky hodnoty ř. 

To znamená, že pre p > 0 každá křivka triedy P je racionálna křivka stupňa 
2(p + q). A pretože p a q sú čísla kladné, možeme písať 2(p + g) = \p\ + |p + 2aJ. 

2° p < 0, P + 2q í> 0. Ak napíšeme rovnice (10) v tvare 

x -= _L [a(t2« + 1) + b(íp + 2* + rp)] , j , = - -L [a(í2« - 1) + b(í*+2« - r ' ) ] , 

vidíme, že v danom případe polynomy f(t) a (p(t) sú polynomy stupňa 2q a h(t) je 
polynom stupňa g, přitom h(t) =f= 0. Křivka triedy P je v tomto případe racionálna 
křivka stupňa 2q. Pretože teraz je p číslo záporné a p + 2q je číslo nezáporné, máme 
2a = |d + \p + 2a |. 

3° p + 2# < 0. Teraz rovnice (10) napíšeme v tvare 

x = — L _ ^ r a ( r ' + r<*+2«>) + b(i + r2<'+«>)], 

y = L_^ r a ( r * - r<'+2«> + b(i - r 2<'+«>)] 

a vidíme, že v danom případe křivka triedy P je racionálna křivka stupňa —2(p + q). 
Avšak aj teraz máme — 2(p + q) = |p| + |p + 2aJ . 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КРИВЫХ 

Николай ПОДТЯГИН (Nikolaj Podtjagin), Братислава 

В статье доказывается, что целый класс алгебраических кривых, содержащий 
все эпициклоиды, гипоциклоиды и многолистные розы, можно определить 
уравнениями 

(*) х = a cos qœ + b cos (p + q)œ, y = a cos qa> + b sin (p + q)co, 

где о — параметр, меняющийся в интервале [0, 2п), а и b — любые положи­
тельные числа, р и q — целые числа, не имеющие общих делителей, причем 
число q положительно. Вид этих уравнений особенно выгоден при изучении 
различных общих свойств рассматриваемого класса кривых. Особенную роль 
при этом играет коэффициент р. 

В статье доказываются некоторые из упомянутых общих свойств кривых дан­
ного класса, и доказывается теорема: кривые, определяемые уравнениями (*), 
суть рациональные кривые, степень которых п дана для всех формулой 

* = Ы + \Р + H . 

Résumé 

SUR UNE CLASSE DE COURBES ALGÉBRIQUES 

Nikolaj PODTJAGIN, Bratislava 

On démontre dans cet article que la classe de courbes algébriques contenant toutes 
les épicycloïdes, hypocycloïdes et rosettes peut être donnée par les équations 

(*) x =- a cos qœ + b cos (p + q)co , y = a sin qco + b sin (p + q) a>, 

où œ figure comme paramètre variant dans l'intervalle [0,2я), a et b sont des constan­
tes positives arbitraires, p et q des nombres entiers n'ayant pas de communs diviseurs, 
q étant de plus positif. La forme de ces équations est avantageuse surtout pour l'étude 
des propriétés générales des courbes considérées. Un rôle prépondérant est joué 
par le coefficient p. 

Dans l'article on montre quelques propriétés générales de ces courbes et on dé­
montre le théorème: toute courbe définie par les équations (*) est une courbe 
algébrique dont l'ordre n est donné pour chacune d'elles par la formule unique 

n~\p\ + \p + 2q\. 
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