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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 90 (1965), Praha

O JEDNEJ TRIEDE RACIONALNYCH KRIVIEK

NiIkoLAJ PODTIJAGIN, Bratislava
(Doslo dne 2. bfezna 1964)

V praci sa dokazuje, Ze vietky epicykloidy, hypocykloidy a ruzice su racio-
nalne krivky pokial st uzavreté. Zarovet je uvedeny spoloény vzorec pre ich
stupei.

G. Loria v svojej préaci [1] uviedol, Ze epicykloidy a hypocykloidy s algebraické
krivky a pre epicykloidy aj ur€il ich stupefi. OvSem presny ddkaz toho chybal. L.
GRANAT a M. FIEDLER Vv [2] uviedli presnu definiciu raciondlnych kriviek a pre
hypocykloidy aj uréili ich stuperi.

Hlavnym ciefom tohoto ¢ldnku je uviest presny dokaz raciondlnosti vsetkych
epicykloid, hypocykloid a tzv. ruZic a uviest jediny vzorec pre urfenie ich stupfia.
Toto je moZné urobit, ak vSetky tieto krivky uréime jedinou sustavou dvoch parame-
trickych rovnic zvld$tneho typu, v ktorych koeficienty maji uréity kinematicky vyznam.
Tdto ststava rovnic okrem toho umoZiiuje zistif niektoré déleZité vlastnosti, spolocné
vietkym uvedenym krivkdm. V ¢ldnku st ovSem uvedené len tie, ktoré st potrebné
k prevedeniu presného dékazu zdkladnej vety.

1. KRIVKY TRIEDY P

Vychodiskom nasich tvah je nasledujica jednoduchd tloha: Usetka OA sa rovno-
merne otdc¢a okolo pevného bodu O. Druhd usecka AM se rovnomerne otdc¢a okolo
pohyblivého konca A prvej useky. Treba uréit krivku, ktor pri tomto zloZenom
pohybe opisuje koniec M tiseCky AM.

Je zrejmé, Ze nie vSetky krivky, ktoré koniec M tiseCky AM opisuje, si uzavreté.
Tie, ktoré su uzavreté, povazujme za prvky istej mnoZiny, ktord pre stru¢nost nazve-
me triedou P.

V dalSom budeme pismenami a, b oznacovat samotné usecky OA, AM i ich dizky

Uz zo samotnej definicie kriviek triedy P vyplyvaju tieto. ich vlastnosti:

1) pevnym bodom O prechddza krivka vtedy a len vtedy, ked a = b,
2) vzdialenost bodov kaZdej krivky od pevného bodu O nie je valSia ako a + b,
3) prea # b vzdialenost bodov krivky od pevného bodu O nie je mensia ako Ja — b|.
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Pri uréovani rovnic kriviek triedy P postupujeme takto: Zvolme pevny bod O za
potiatok pravouhlej siradnicovej siistavy XY a predpokladajme, e v okamZiku
poliatku pohybu body A a M leZali na osi X, prifom bod 4 sa nachddzal medzi
bodmi O a M, Predpokladajme dalej, s za isty &as ¢ isetka a sa pootocila o uhol «,

Y

Obr. 1:

usetka b sa pootoéila o uhol f vzhladom na uselku a; vzhladom na suradnicovii
sistavu o uhol o + B. Ak premietneme vektory OA4 a AM do siiradnicovych osf,
dostaneme rovnice

(1) x=a.cosa+ b.cos(x + ),
y=a.sin a + b.sin (« + B),
kde x a y sti siradnice bodu M v &ase 1.
Nech y je uhlové rychlost otd¢ania use&ky a, y’ nech je uhlova rychlost otd&enia
tise&ky b, vzhladom na tsetku a; vzhladom na stradnicovi siistavu je y + y'. Z rov-
nica =1y.t B =79 .t potom dostaneme

B_Y
a y‘

Ak teraz pomer uhlovych rychlosti y/y oznagime pismenom m, rovnice (1) mdZeme
pisaf v tvare

(2 x=a.cosa+b.cos(m + 1)a,
y=a.sina+b.sin(m+ 1)a.
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Mozno sa lahko presvedgit, Ze rovnice (2) uréuji uzavretd krivku, uréuji teda krivku
triedy P vtedy a len vtedy, ked pomer m uhlovych rychlosti otd¢ania usediek b, a je
vyjadreny raciondlnym c&islom. PoloZme m = p/q, kde p a g su celé nesudeliteIné
gisla. PoloZme dalej w = a/q. Potom rovnice (2) nadobudnu tvar

(3) x=a.cosqw +b.cos(p + q)w,
y=a.sin go +b.sin (p + q) .

PretoZe celé &isla p a g su nesudeliteIné, stiradnice x a y bodov krivky P st perio-
dické funkcie parametra @ so spoloénou periodou 2z: pri zmene parametra @ od
nuly do 2= krivka bude celd opisand. V dal§om budeme predpokladat, Ze parameter w
je nezdporny a meni sa len v intervale [0,27).

Pri vzdjomne opadnom otdlani sa usefiek a, b podiel rychlosti ich otdéania je
zdporny. V dalSom pre uréitost budeme predpokladat, Ze &islo q je kladné. Cislo p je
potom kladné, ak smery otd€ania usefiek a, b st rovnaké, je viak zdporné, ak smery
otdéania sa usediek a, b st opacné.

PretoZe krivky triedy P podIa definicie, si vytvorené otd¢anim dvoch usediek a, b,
konstanty a, b, p, ¢ nemdZu sa rovnat nule. Rovnice (3) st teda vSeobecnymi rovni-
cami kriviek triedy P za tychto predpokladov:

1) konstanty p, g su celé nesudeliteIné &isla,

2) ani jedna z konitdnt a, b, p, q sa nerovnd nule, prifom konstanty a, b, g si
kladné ¢isla. ’

2. ZAKLADNE TYPY KRIVIEK TRIEDY P

Charakter kriviek triedy P je velmi rozmanity. Zdvisi od pomeru rychlosti otd¢ania
sa usediek a, b, i od pomeru di¥ok tychto tuseiek.

Ur¢ime r6zne pripady, ktoré tu méZu nastat:

1° a % b, p > 0. Rovnice (3) v tomto pripade moZno napisat v tvare

x=(R+r)cosw’+b.cos(R+r(o'),
. r

. (R
y=(R+r)sinw’+b.sm( +rw'>,
r

kde

a.p’ r=24 ow=q.0.
p+4q

R= - ,
ptq

To su zndme rovnice epicykloidy s pevnym kruhom o polomere R a s pohyblivym
kruhom o polomere r. Je to prostd epicykloida pre a. g — b(p + q) = 0, prediZend -
prea.q — b(p + q) < 0 a skrdtend prea.q — b(p + q) > 0.
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2°a+b,p<0,p+ q>0.V tomto pripade rovnice (3) uréuju epicykloidu so
zdpornym polomerom pevného kruhu. Polome p’ = — p, ¢’ = p + ¢. Rovnice (3)
potom moZno pisaf v tvare

=b.cosq'w + a.COS(p/ + q’)w,
y = b. sin qgo+a.sin(p +q)w.
PretoZe ¢islo p’ je kladné, tieto rovnice urdujii epicykloidu, ktorej polomer pevného

krubu sa rovnd R’ = (b.p')/(p’ + q') a polomer pohyblivého kruhu sa rovnd
r' =(b.q")/(p’ + ¢'). Oba tieto polomery st teraz kladné.

3_° a+b,p+ q<0. Rovnice (3) teraz moZno pisat v tvare

x=(R - r)cos o’ +b.cos<R_ rw'),
r

y=(R ~r)sin o —b.sin(R—rw'),
ro
kde

R=27 r=-249 w=q.m.

p+gq p+aq

Vidime, Ze krivka triedy P je teraz hypocykloidou, ktorej polomer pevného kruhu
sa rovnd R a polomer pohyblivého kruhu r. Pre a. g + b(p + ¢) = 0 je tdto hypo-
cykloida prostd, pre a.g + b(p + q) > 0 predizend a pre a.q + b(p + q) <0
skrdtend. "

4° a = b. Z rovnic (3) v tomto pripade dostaneme

(4) x=2a.cos<§+q>w.cos§w,

. P ) 14
y=2a.sin|> + W.COS=w.

Z toho
(5) : X=tg(£+q)w-
x
Ak zavedieme poldrne suradnice, potom
£=t8¢a X+ yt=o¢
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a z rovnice (5) dostaneme

=

22 (¢ +2kn), (k=0, +1,+2,...).
q

Z rovnic (4) dalej mdme

QZ=482.0082£(D.
2
Mdme teda
p
@ = +2a.cos — (@ + 2kn).
o 2¢1( )

To je vsak zndma rovnica tzv. ruZic.

Vidime, Ze ku krivkdm triedy P patria vSetky druhy epicykloid. hypocykloid a ruZic.
Tvar (3) rovnic tychto kriviek, ako uvidime dalej, je zvld$t vhodny pre skiimanie ich
vlastnosti. Zvld$tny vyznam pritom md konStanta p.

3. ZAKLADNE VLASTNOSTI KRIVIEK TRIEDY P

Z rovnic (3) dostdvame

x2+y2—az—b2
6 cos pw = .
(6) P ok

Pre a=b a x = y = 0 mdme cos po = —1. Poliatok sdradnicovej sistavy pre
kazda krivku triedy P v pripade, ¢ a = b, je jej p-ndsobny bod, odpovedajici
hodnotdm parametra

2
w___(k+1)7z

, k=0,1,2,....|p| - 1.
\p|

Vzorec (6) pre x> + y?> = (a + b)* ddva cos pw = 1 a pre x* + y> = (a — b)?
ddva cos pw = —1. Z toho vyplyva, Ze kaZdd krivka triedy P md |p| bodov, vzdiale-
nych od podiatku suradnicovej ststavy na vzdialenost a + b, ktoré odpovedaji
hodnotdm parametra w uréenym vzorcom

(0=2EE', k=0’1,2>""|pl—1’

Ip|

a pre a + b md |p| bodov, vzdialenych od pociatku suradnicovej sustavy na vzdiale-
nost |a — b|, ktoré si uréené vzorcom

w=(2k+1)n,
p

k=0,1,2,..,]p| — 1.
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Lahko sa moZno presved¢it o tom, Ze pre a % b kaZdému z tychto bodov odpovedd
len jedna hodnota parametra w. Predpokladajme opak, tj. nech napr. niektorému
bodu, vzdialenému od pociatku suradnicovej sustavy na vzdialenost [a — b|, odpo-
vedaji dve rézne hodnoty parametra w:

(2k, + 1) (2k, + )=
== e, =

(7 o
) ‘ Ipl Ipl
kde k; < ky, k, =0,1,2, ..., |pl =1, k,=1,2,3,...,|p| — 1.
PretoZe pre tieto hodnoty je cos pw = —1 a pre tuto hodnotu cos pw rovnice (3)

nadobudaji tvar
x =(a—b).cosqu, y=(a—b).sinqo,
vidime, %e pre a # b musia nutne platit aj rovnosti
COs qw, = COS qw, , sin gw, = sin qw, .

Tieto v§ak mdZu byt splnené len vtedy, ked qw, — qw, = 2kn, kde k je isté kladné
celé &islo. Vzhladom na rovnice (7) musi teda platit

(2ky + 1).qn_ (2ky + 1). gqm
|pl |pl

= 2kn

alebo

k
ky =k, =-1pl.
q

PretoZe celé &isla p a q nemaji spolonych delitelov, celé ¢islo k musi byt delitelné
&islom gq. Ak poloZime k = q . k’, kde k' je opif celé kladné &islo, dostaneme

k, — k, = k. |p|.

Avsak celé nazdporné &isla k; a k, nie st vicSie ako [p| — 1. Toto je vSak splnené len
vtedy, ked k' = 0, tj. ked k, = k,.

Tak isto by sme mohli dokdzaf, Ze kazdému bodu krivky triedy P, vzdialenému od
potiatku stiradnicovej Gstavy na vzdialenost a + b, odpovedd len jedna hodnota
parametra o. '

Z rovnic (3) dalej dostaneme

dx\? dy)? 2,2 2 2
(8) o) Tlg,) =9 +bp + 9) + 2abg(p + g) . cos po.

V bodoch, vzdialenych od pogiatku stradnicovej sustavy na vzdialenost a + b,
pre ktoré plati rovnost cos pw = 1, mdme

(G0) + () o tr o
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Pretoze kazdému z tychto bodov odpovedd len jedind hodnota parametra w, vidime,
Ze tieto body u vietkych kriviek triedy P, s vynimkou prostych hypocykloid, sii bodmi
reguldrnymi. VSetky body prostych hypocykloid, vzdialené od pofiatku stiradnicovej
sistavy na vzdialenost a + b, sti body singuldrne. St to body zvratu. Z rovnic (3)
totiz lTahko mozZno urdif

d2x 2 d2y 2
—) +(—=) =a%* + b*(p + q)* + 2abg*(p + 9)*. cos pw .
dw? dw?
Pre cos pw = 1 z toho dostdvdme

d2x 2 dzy 2 5

XN A (CEY = [ag? + b(p + q)2? > 0.

( dwz) ( dwz) [ag® + b(p + 9)]

Pre body kriviek triedy P, vzdialené od pociatku suradnicovej stistavy na vzdiale-

nost |Ja — b|, mdme cos pw = —1. Vzorec (8) pre tieto body potom ddva
dx\? dy\?
Z) 4 (2 =[ag — b(p + 9)]*.
dw dw

PretoZe pre a + b kazdému z tychto bodov odpovedad len jedna hodnota parametra w,
su tieto body reguldrnymi bodmi u vSetkych kriviek triedy P s vynimkou ruZic
a prostych epicykloid. U ruZic tymto bodom odpovedd pociatok siradnicovej sustavy,
ktory je ich |p[-ndsobnym bodom. U prostych epicykloid s tieto body bodmi singu-
ldrnymi. Opét by sme sa mohli presvedgéit o tom, Ze sui to body zvratu.

Pre vSetky body, ktorych vzdialenost od pociatku suradnicovej sustavy je mensia
ako a + b, ale vicSia ako |a — b|, mdme

dx \?2 dy\?
2V 4+ (2) +o0.
do dw

V opacnom pripade by sme mali

a’q®> + b*(p + q)* + 2abg(p + q) . cos po = 0.

Tdto rovnica zrejme nemoZe byt splnend pre p + g = 0. Je teda ekvivalentnd s rov-
nicou :
a2q2 + bl(p + q)Z

2abq(p + q)

Tato rovnica viak méZe byt splnend len pre ag + b(p + g) = 0, pretoZe vo vietkych
ostatnych pripadoch absoliitna hodnota jej pravej strany je vZdy viésia ako jednotka.
Vidime, Ze zo vietkych kriviek triedy P singuldrne body méZe mat len prostd hypo-
cykloida a prostd epicykloida. Pritom singuldrnymi bodmi prostych hypocykloid
moZu byf len body vzdialené od pociatku suradnicovej siistavy na vzdialenost a + b
a u prostych epicykloid len body, vzdialené od pociatku siradnicovej sustavy na
vzdialenost [a — b.

cos pw = —
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4. ZAKLADNA VETA

Teraz dokdZeme tuto zdkladni vetu.
Veta: Krivky triedy P su raciondinymi krivkami, ktorych stuperi n je pdrne
Cislo, dané vzorcom
n=|pl +Ip+ 2q|.

Ddkaz. Raciondlnou krivkou n-tého stuptia, kde n je prirodzené &islo, nazyvame
mnoZinu vietkych redlnych bodov (x, y), spliiujicich tieto dve podmienky:

a) pre skoro vietky hodnoty parametra t, patriace k urditej &iselnej mnoZine M,
platia rovnosti

x =102y o,
hr)” " k()

kde f(f), ¢(t) a h(t) si polynémy najviac n-této stupiia bez spolo&nych nulovych
bodov, z ktorych aspoii jeden je prdave n-tého stupiia,

b) existuje aspoii jeden bod (xo, ¥o)

_ f(to) _o(t)
Yo = h(to)’ Yo = h(to) - Hto) + 0,

ktorému odpovedd len jedna hodnota t, € IR parametra ¢, pre ktori mame

2 d 2
©) (9-’-‘-) N (—X> "y
dt t=to dt t=to

Napieme teraz rovnice (3) v tvare

a, . . b.. : .
x = — (€"9° + ¢~ 1®) 4 — i(p+Qo + —i(p+9)w ,

a

. _ b .
> (elqw —e iqm) + _2_ [ei(p+q)a> —e x(p+q)m] ,
1 ]

y

a poloZme e’ = t. Tieto rovnice potom nadobudnii tvar.

_ 1 1 +q 1
(10) . X = E[a(t“ + ;;) +b (tp + t—p:q-)] s
' =} _1 pra _ L
y = E[a(t“ t‘l) + b<t ‘t;:; .
Dalej mdme

2 2 2 2 2 2 2
A A A VA AN P A A
dt dt dt do dw do do
Z toho, &o sme povedali uZ skér, teraz vyplyva, Ze na kaZdej krivke triedy P vidy

existuje aspoii jeden bod, ktorému odpovedd jedind hodnota parametra t,, pre ktord
plati nerovnost (9). i
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Druhd z vysSie uvedenych podmienok raciondlnosti kriviek je teda splnend u vset-
kych kriviek triedy P. '
Rozoberme teraz tieto mozZné pripady:

1° p > 0. Ak napiSeme rovnice (10) v tvare

1

2¢Pta

[a(P*? + ) + B(*®*? + 1)],

i
2¢tP*a

y = [a(t7+29 — 7) + b(r2®*0 — 1)],

vidime, Ze krivky triedy P v danom pripade spliiujii aj prvu z vysSie uvedenych pod-
mienok raciondlnosti kriviek a pritom polynémy

) = a7 4 ) 4 B0 + 1), oft) = —ifa(et = ) + b0 — 1]

su polynémy stupiia 2(p + q) a stupefi polynému h(t) = 2¢°*9 je dva razy mensi.
Méme pri tom h(t) 3 0 pre vietky hodnoty t.

To znamend, Ze pre p > 0 kaZdd krivka triedy P je raciondlna krivka stupiia
2(p + q). A pretoZe p a g su &isla kladné, mdZeme pisat 2(p + q) = |p| + |p + 24| .

2° p <0, p + 2q = 0. Ak napiSeme rovnice (10) v tvare
x = % [a(?2 + 1) + b(tP*22 4+ t7P)], y = — 2—1; [a(?® — 1) + b(P+2e — t77)],
t

vidime, 7e v danom pripade polynémy f() a ¢(t) si polynémy stuptia 2q a h(t) je
polyném stupiia g, pritom h(f) + 0. Krivka triedy P je v tomto pripade raciondlna
krivka stupiia 2q. PretoZe teraz je p &islo zdporné a p + 2q je &islo nezdporné, mdme
29 = |pl + Ip + 241 . '

3° p + 2q < 0. Teraz rovnice (10) napiSeme v tvare

v [a(t™? + 7 ®*20) 4 (1 + ¢~ 2+O)]
t

y=— Et'—:;'l—) [a(t™® — = ®+20 4 p(1 — (~20+D)]

a vidime, Ze v danom pripade krivka triedy P je raciondlna krivka stupiia —2(p + q).
Avsak aj teraz mdme —2(p + q) = |p| + |p + 24| .
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Pe3iome

OB OJJHOM KIJIACCE AJITEBPAMYECKHNX KPUBBIX

-

Huxonait [IOATATUH (Nikolaj Podtjagin), Bparuciasa

B craTbe 0Ka3bIBAETCSA, YTO LEJIBIH KJIACC aJIre6pandyecKux KPUBBIX, COMEPKa LM
BCE SMHUIMKIONIBI, TMIOUUKIOMABl ¥ MHOTOJMCTHBIE PO3bI, MOXHO ONPEINENUTH
YPaBHEHHAMM

*) x =acosqw + bcos(p + g)w, y=acosqw + bsin (p + q) @,

rAe ® — mapaMeTp, MeHsoumiics B untepsaie [0, 2n), a u b — moOkle NONOXKHU-
TEJbHBIE YHCJA, p U q — IeJIble YHUCJIa, HE MMEIOLIUE OOIMX IeJIUTEeNICH, MpHYeM
YHCJIO § TOJIOKMTENLHO. BUI 3THX ypaBHeHH# OCOOGEHHO BHIFOJIEH NPH HU3YYEHHU
pa3IMYHBIX OOLIMX CBOWCTB pacCMaTpMBaeMOro kjacca KpuBbIX. OCOOGEHHYIO poJib
IIPH 3TOM MrpaeT Ko3pPpUuueHT p.

B craThe OKa3BIBAIOTCSA HEKOTOPHIE U3 YIIOMSHYTHIX OOIIUX CBOWCTB KPHBHIX JaH-
HOTO KJacca, ¥ JOKa3blBaeTCs TeOpeMa: KPUBbIE, ONpeAeseMble ypaBHeHHAMH (*),
CYTh palfHOHaJIbHbIE KPHUBbIE, CTENEHb KOTOPHIX n AaHa i BceX opMyJioi

n=|p|+|p+ 2.

Resumé
SUR UNE CLASSE DE COURBES ALGEBRIQUES

Nikolaj PODTIAGIN, Bratislava

On démontre dans cet article que la classe de courbes algébriques contenant toutes
les épicycloides, hypocycloides et rosettes peut étre donnée par les équations

(* x=acosqw+bcos(p+q)‘a;, y =asin gw + bsin (p + q) o,

ol  figure comme paramétre variant dans P'intervalie [0,2n), a et b sont des constan-
tes positives arbitraires, p et q des nombres entiers n’ayant pas de communs diviseurs,
q étant de plus positif. La forme de ces équations est avantageuse surtout pour I’étude
des propriétés générales des courbes considérées. Un role prépondérant est joué
par le coefficient p. '

. Dans P’article on montre quelques propriétés générales de ces courbes et on dé-
montre le théoréme: toute courbe définie par les équations (*) est une courbe
algébrique dont I’ordre n est donné pour chacune d’elles par la formule unique

n=lp|+|p+2q|.
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