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Casopis pro péstoviani matematiky, ro&. 80 (1950)

O ROVINNEM BIHARMONICKEM PROBLEMU V OBLASTECH
S UHLOVYMI BODY

IVO BABUSKA, Praha.
(Doslo dne 1. listopadu 1954.) DT 513.73

V [1] bylo naznaleno jedno feSeni biharmonického problému za
predpokladu, %e hranice definiéni oblasti mé&la dostateénd hladkou
hranici. V praxi se v8ak vétSinou vyskytuji oblasti, které maji pouze
po &éastech dostateénd hladkou hranici s dhlovymi body.

V této kratké poznamce ukdZeme, Ze metoda orthonormaélnich
funkei, jak byla naznadena v [1], vede k cili iplné stejné jako v piipads
oblasti s hranici dostate¢nd hladkou. UkéZeme, Ze i konvergence pro
oblasti s thlovymi body je v podstaté stejné jako pro oblasti s hranici
dostateénd hladkou.

1. Né&které definice a pomocné véty

V tomto odstavei vyslovime nékteré definice a véty které budeme dale po-
trebovat.

Definice 1. Bud jednoduchd orientovand kfivka. Bud 9(s) vhel kladného sméru
teény s osou x, kde s jest délka oblouku. Necht 9(s) je totdlné spojitd funkce a necht

dd(s) ' dd(s)

a5 el,, p>1, t.j. nechﬁf s "ds < o .

Potom budeme Fikat, Ze kfivka C je dostatecné hladkd.

Kfivku C budeme nazgvat po Edstech dostateéné hladkou, jestliZe je sjednocenim
koneéného poltu oblouki O,;, t = 1,2,..., N s koncovymi body A; (orientace
obloukw je shodnd s orientact kfivky) takovych, Ze :

L [ [

ds
C;

2. [#(4,), —H(4,)-| + 0 [mod =],

ﬂd,s<oo‘,1)

1) V podateénim bodé oblouku béfeme derivaci zleva, v koncovém bod$ derivaci
zZprava.
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kde 9(A;), resp. 3 A,) - znalt limity hodnot dhlu kladného sméru teény s osou x
vbodé A; pro A; 22 C resp. A; = z¢C.2)

Body A; budeme nazyvat singuldrnimi body kfivky C. Orientact pfedpokld-
dejme tak, Ze vnitiek je po levé strané.

Véta 1. Bud C jednoduchd po Edstech dostateéné hladkd kiivka a 2 jeji vnitiek.
Bud f spojitd funkce na Q takovd, e

LN + ()] e <=

Potom pro 1 < p < 2 plati

([ o <] NEE (7] as] + [+ ) [irasl},

q<§%z—), [pro p = 2 jest ¢ < o0].

Pri tom konstanta M nezdvisi na funkci f [zdvisi ovsem na q, p, £2].

Dukaz. Viz [3], véta 2, str. 64, véta 2, str. 72 a poznamka str. 81.

Véta 2. Bud Q wvnitfek jednoduché kiivky C. BudteZ na £2 definovdny funkce
f1 a f, takové, Ze
fgf|f1|1’d!2 < o, fgf|f2]1’d9 < ©.

Potom
[ {zf[(mz + (f)2177 dQ)» < L[y dore + 1) [|f2lp dQ1>

Dikaz plyne okamzité z nerovnosti Minkovského. 3)

Definice 2. Bud C jednoduchd, po Cdstech dostatecné hladkd kitvka a Q jejt
vnitiek. Bud na Q definovdina tntegrovatelnd funkce f takovd, Ze

[T~ (T <= o

Bud na C definovina funkce g. Rekneme, %e g je prodloufenim funkce f na hranici

%), Znadime z < A, resp. z & 4, jestliZe v okoli 4; je bod z za bodem resp. pfed bodem
A;, jdeme-li ve sméru orientace ktivky.

3) Minkovského nerovnost je

1 1 1
[flz + ylP dQP < [[lal? dQIP + [flyl? dR)7 .
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C oblasti 2, jestlite existuje poslowpnost funkct fa, n < 1,2,
takovijch Ze je

JIFEE) + ()] e [ flfwﬂdg_)o, .

flg—f,,lzds—»O.
P

.. 8pojitych na Q

Poznamka 1. JestliZe f jest spojits funkce na 2, potom f na hranici je pro-
dlouZenim i ve smyslu definice 2. Nehledime-li pfipadng na mnozinu miry nula,
je to prodlouZeni jediné. (Srv. vétu 1.) V tomto smyslu miizeme se divat na
definici 2 jako na zobecnéni pojmu spojitého prodlouzeni.

Poznédmka 2. V [1] zavedli jsme jiny pojem prodlouzeni (srv. def. 10 v [1]).
Pro piipad hranice dostateéné hladké jsou definice velmi podobné.

Poznédmka 3.V definici 2 jsme piedpokladali, ze p > §. Vzhledem k v&té 1
statilo pfedpokladdat, Ze p > 1 a misto [|g — f.[*ds— O pozadovat, aby
¢

f[g——f,,|d8——> 0.

V dalsim v8ak vystadime s piipadem p > 4 a ziskdme tim podobnost definice
2 a definice 10 v (1) pro ptipad dostateéné hladke hranice.

Vé&ta 3. Bud C jednoduchd, po Edstech dostateéné hladkd orientovand kfivka a Q
jejt vnitrek. Bud zq € Q. Potom pro kaZdou holomorfnt funkci ¢ definovanou na 2
takovou, Ze Im ¢(z,) = 0 plati

gflﬂ“ de < K(E)({?I(Re @) dQ)""

Pfitom nerovnost plati pro kazdé 1 < ¢ << 0 a konstanta K (¢) nezdvist na funkct ¢.
Dukaz. Viz vétu 3 [2].

2. O biharmonickém: problému
V tomto odstavei ukaZzeme, Ze metoda orthogonélnich funkei, jak byla po-
psana v [1], konverguje i pro oblasti s hranici po ¢astech dostateéné hladkou.

Definice 3. Bud C jednoduchd, po édstech dostateéné hladkd kfivka a Q jejt
vnitfek. BudteZ na C definovdny funkce h a k takové, Ze

[lh2ds < o0, [lkPds < co.
C C

Potom reguldrnim biharmonickym problémem vzhledem k oblasti Q a funkcim
h a k nazveme dilohu nalézti integrovatelnow biharmonickou funkei U takovou, Ze

ST+ () + 2 (5 oo < =
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a funkce b a k jsou prodlouZent Z resp. a@g na hranict C ve smyslu definice 2.

Véta 4. Bud C jednoduchd, po Edstech dostateéné hladkd kfivka a jejt vnitiek.
Reguldrni biharmonicky problém vzhledem k oblasti 2 a funkcim b a k ma Fedent,
jestlife existuje integrovatelnd funkce f takovd, Ze je

w2 s e

of of

2. Funkce — resp. 2 md prodloufent h resp. k.

ox

Dukaz. Viz [3], str. 111 a dalsi.
Plati nyni véta, jejiz tvrzeni jest velmi podobné jako ve vété 19 v [1] a to
i pro oblasti, jejichZ hranice je kiivka po éastech dostateénd hladka.

Véta 5. Bud C po édstech dostateéné hladkd a Q jeji vnitiek. Bud 2y e Q. Bud
Yu, ® = 1,2, ..., posloupnost celistvijcht) funkct splitujict tyto predpoklady:

1. Posloupnost funkci v, = Re p, jest uzaviend v prostoru vdech harmonickych
funkct na Q integrovatelnijch s je kvadrdtem, t. j. ke kaZdému ¢ > 0 a kaZdé harmo-

nické funkci v takové, Ze
[[*dQ < o0,
Q

existuji koeficienty o;, © = 1,2, ..., N, takové, %e
N
ff(v——Zcxivi)zd.Q< E .
2 =1

2. Posloupnost funkct v, = Re y, jest orthonormalisovand, t. j. plati

__jl pron=m,
[)fv,,vmdQ—{O pro n + m.

3. Plati Tm pa(zg) = O
4. Plati p, =¥, a ¥a(z,) = 0.
Bud ddle g biharmonickd funkce na Q majict tyto viastnosts:

[T Jee <

2. g = Re [zp + 71,9
kde @ a x jsou jisté holomorfni funkce definované na 0.

Potom oznabime-li

’ l y
PN = i zlaﬂw” s Py = i Zlany,n ’
n= n=

1) Predpoklad, ¥e funkce ¥, jsou celistvé neni podstatny.
4) Ka¥dou biharmonickou funkei 1ze v tomto tvaru vyjadfit. Srv. [4], str. 108.

451



a9 .09 - -
—%+15§—¢+Z¢ + 2
oc,,:Imny)ndt,

Ine) = f 0 — oa0) — Eort) g,

271 t—=z
plati
1. gy — ¢ skoro stejnomérné na Q a
[Jlox —¢'71d2>0
pro kaidé 1 > & > 0,

2. oy — @ skoro stejnomérné na Q a na C plati
Jloy — gf*ds > 0.7)
3. yy— % skoro stejnomérné bodové na Q.

Dukaz prenechdvam &tenafi. Je uplné stejny jako ve vété 19 [1]. Tvrzeni 2
a druhé ¢ast v tvrzeni 1 plyne z vét 1 a 3 této poznamky.
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- Peswowme

O MJOCKON BUTAPMOHUYECKON NPOBJIEME
B OBJIACTAX C VI'NIOBBIMU TOYKAMHI

NBO BABVIIKA (Ivo Babuska), ITpara.
(Mocrynmuao B pegaxumio 1/XTI 1954 r.)

B craree pacnmpoCTpaHAIOTCS pesyJbTaTH pabore ,,3aMeTKa K OJHOMY pe-

meHnI0 GurapmMoHmdeckoit npobiaemsr’’ [1] Ha 06s1acTi, rpaHUIEI KOTOPHX J0-
CTaTOYHO TJIAfKHM II0 YaCTAM.:

5) Pondvad% 49 = 4 Re ¢, snadno z v8ty 1 nahlédneme, %e ¢ mé prodlouZeni ve
smyslu definice 2 [t. j. jeji realnd a imagindrni &ast]. Pod integradnim znamenim uvaZzu-
jeme pravé toto prodlouieni.
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Zusammenfassung

UBER DAS EBENE BIHARMONISCHE PROBLEM IN GEBIETEN
MIT WINKELPUNKTEN

IVO BABUSKA, Praha.
(Eingelangt 1. 11, 1954.)

Dieser Artikel enthilt die Verbreitung der Resultate der ,,Bemerkung zur
gewissen Losung des biharmonischen Problems* (Casopis pro péstovani matema-
tiky, 79, 1954, 41—63) auch fiir Gebiete die durch teilweise glatte Kurve be-
grenzt sind.
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