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&asopis pro péstovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

FUNKCIONALNI ROVNICE TRIGONOMETRICKYCH FUNKCT

OTOMAR HAJEK, Praha.
(Doslo dne 12. ledna 1955.)

V ¢lanku jsou podéna vSechna feSeni (holomorfni v okoli podatku)
rovnic (2) a (6); rovnice (2) proa = b = 1 arovnice (6) proa = — b =
= 1 ptechdzeji v znamé adi¢ni formule pro funkce sin x, cos .

I

Hledejme funkece F, @, H, holomorfni v po¢atku a vyhovujici v okoli poéatku
rovnici
F(x +y)=a.G). Hy) (1)
(@ je dana konstanta). Jeji feSeni nazveme exponencidinim fefenim. Piedpokla-
dejme a = 0. Ziejmé G(0) = 0= F = 0 <= H(0) = 0, nadez jedna z G, H je
identicky 0 a druha je libovolna. Pro G(0) . H(0) & 0 plyne z (1) F(z) = a .
.G(0) . H(x) = a . H(0) . G(x), dale

E.Fx +y)=Fk.F(x).k.F(y)
(k = (a . G(0) . H(0))~1), se znAmym Fedenim F(x) = a . G(0) . H(0) .es>. Reseni
(1) jsou tedy:
pro a + 0
F(x) = axyebs, G(x) = xefr, H(x) = yeb*
(«, B, v libovolné konstanty),

@ = 0, H libovolna ,
H = 0, G libovoln4 ;

pro a =0

F
F
F =0, @, Hlbovolné .

1I.

Hledejme funkce F, @, holomorfni v poéatku a vyhovujici v okoli podatku
rovnici

Flz+y)=a.F@). Gy +b.Fy) . 6) @)
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(a, b jsou dané konstanty). Rovnici (2) nazveme sinus-rovnici. VSimnéme si,
%e ptechézi opét v sinus-rovnici s tymiz konstantami pfi transformaci

. @) =e=.F(x), g(x)=e=.G(z). (*)

Piedpokliddejme F == 0. Piipad a . b = 0 vede na exponencialni feseni. Ukaz-
me, 7e pro a . b + 0 se sta¢i omezit na pfipad @ = b = 1. Predevsim

F(x + y) = a, . F(z) . Gy(y) + F(y) . Gi(2) (3)
8 Gl =b.G,a, = %; nyni a, #+ 1 implikuje (F(x + y) = F(y + z) do (3)) J
F(z) . G\(y) = F(y) . Gi(2) ;

dosazenim do (3) mame rovnici typu (1) s exponencidlnim FeSenim. Dale tedy
Yesime rovnici

F(x +y) = F(z). G(y) + F(y) . G() . (4)

Také F(0) + 0 vede na exponencialni FeSeni: z (4) plyne G(x) = 1—;%02 F(z).

UkaZme, Ze za pfedpokladi F(0) = F’(0) = 0 ma (4) jen feSeni F' = 0. Necht
F(z) = ZPa,x", Q(x) = Z2b,x". Z (4) plyne pro kazdé m , n

(n.i;m)an+m:an-bm+am-bn- (5)

Dokazme ay, = A, , . a, indukei podle k. Pro & = 1 je to ziejmé; polozme v (5)
m = kn; pak
Wp  bpp + App b by + Axn b,
A+1)n = *"*k—j;"k—"“ = Pkn = Atn - On @y = Ay Ay
k+ 1)n k + 1)n
n n
Odtud plyne a, = 0 = a;,, = 0 pro kazdé k; zejména a, = 0 =~ F = 0, cbd.
Predpokladejme tedy F'(0) = 0 = F’'(0) = a,. Pfipadnym uzitim transformace
FII(O)

(*)sc= ~3F(0 )dosahneme toho, aby F"(0) = 0 = a,. Z (4) plyne G(0) = 1,

a

Gz) — (F(x + y; —F@ _ py . G(y; - 1) : ﬁ_’(yg) ,

kdykoliv F(y) + 0 + y; jezto F'(0) + 0, mame limitnim pfechodem

O(z) = al (F'(x) — F(z) . & (0)).

Pak G'(0) = af YF"(0) — a, G'(0) = — @ (0), tedy G'(0) =0, t. j., Q) =
S (#). Dosazenim do (4): F(xr + y) = a; (F(x) F'(y) + F(y) . F'(z)).
Pro kazdé m, n pak

(n —; m) Gl = (N + 1)@y 1@p + (M + 1) Qpy@y .
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Volbou m = 2 méme }(n + 1)(n + 2) @,0,., = 3asa,, t. j.
k p2n+1
(2n 4+ 1)

(4) ma tedy feseni F(z) = « . sin fiz, G(x) = cos 'ﬁx v piipadé a; = 0, a F(x) =
= az, G(z) = 1 v ptipadé a; = 0. Redeni rovnice (2) dostaneme tedy uZitim .
zpétné transformace (*) a ndsobkem. Jsou to tato feseni:

F = 0, G libovolné ;

Ay =0, Qypy = n=1).

pro a + b+ 0
1
= px — B
F(x) = aef®, G(x) P A
pro a =b =+ 0

1
F(x) = xefrsinyz, Gx)= ” ef® cos yx ,

F(x) = cefrx, G(x) = —i— el ;

(x, B, y jsou libovolné konstanty).

III1.

Hledejme funkce F, ¢, holomorfni v poditku, vyhovujici v okoli poditku
rovniei

Fz+y)=a.F(@).F(y) +b.06().Gy) (6)

(@, b jsou dané konstanty). (6) nazveme kosinus-rovnicsi. VSimndme si, Ze
transformaci (*) piejde opét v kosinus-rovnici s tymi% konstantami. P¥ipad
a . b = 0 vede na exponenciilni Fegeni; necht tedy a . b == 0. Zfejms stadi pied-
poklddat @ = — b =1 (F, = aF, G, = i|/ab . @), tak¥e feSime rovnici

F(z +y) = F(z). F(y) — G(x) . O(y) - ™
Pro G = 0 ma (7) jen exponenciilni feseni; pro konstantni F je také G kon-
stantni. Z (7) plyne
F(x) . (1 —F(0)) = — Gz) . G(0) . (8)
Kdyby F(0) + 1, pak G(0) = 0 implikuje ¥ = 0 a G(0) = 0 znamend jen
exponenciélni YeSeni. Viechny tyto ptipady z dalstho vyloudime. Piipadnym
uzitim transformace (*) s ¢ = — F’(0) 1ze dosdhnout toho, aby F’(0) =.0.
Z (8) pak plyne G(0) = 0 (nebot predpokléddme F(0) = 1, G == 0). Plati
F@+y) — F(a)
Y

:F(x),&)?/:_l_a(x).Q% -
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Pro ¥ = 0; limitnim pfechodem méme F'(z) = — G(z) . G'(0), tedy G'(0) == 0
(jezto F neni konstanta), tedy
- ’ — 1 — — 1
Fo)=—6@), kde s= 70 »(9)

. Zejména F'(x 4 y) = -;— . G(x + y); (7) derivujeme podle x a srovname:

G+ y) = G@) . F(y) — 5. ¢'(2) . Gly) . (10)

Ze symetrie pak plyne
G@) . (F@y) + . @) = ) . (Fx) + 5. ¢'(a)) . (11)
Nyni bud je G¢'(z) = ——;- F(x) identicky, la (10) je pak sinus-rovnice

Gz + y) = Gx) . Fly) + G(y) . F(x) s fefenim G(z) = e®sin w2z, F(r) =
= e, cos vz (nebot G(0) = 0, a plati (7)). Anebo existuje y tak, Ze F(y) +
+s8.Q'(y) &= 0, a pak z (11) plyne G(x) = k . (F(x) + s . @' (x)). Uzitim (9)
s.F(x)=Fk.(F)+ . F'@), (12)
takze F spliiuje linedrni diferencialni rovnici 2. ¥4du s konstantnimi koeficienty.
MizZe mit dvoji fedeni; uzitim poé¢ateénich podminek F(0) = 1, F'(0) = 0 a (9)
dostdvame
Pla) = A

(tiore — 2i01e), 6le) = L2 (ohe — crey
2 1

1
Ay — Ay
pro A, == A, (a tyto funkce vyhovuji (7)), anebo
Fx) = (1 - Ax)er*, Q(z) = 4 Azer®
(a tyto funkce vyhovuji (7)). Obecnd FeSeni rovnice (2) dostaneme tedy uZitim
zpétné transformace (*) a nasobkem. Jsou to tato Fefeni:

F=0, G=0;
proa.b + 0
F(x) = &'(F%——Z) (Belat Ve — xe(B+ Ve
“o = V:_”_bé B (et — o) )
F(z) =\%~(1 —azx)efr, Q(z) = %,xeﬂw;

F konstantni, G = l/% (1 — aF);

1) Zde i déle vyhovujf ob8 hodnoty odmocniny.

g ?) V tomto Fefenf je obsaZeno téZ FeSeni F(x) = ee¢®.cos 7w, @(z) = e¢®.sin vz pro
= — 0 = 1T, Y = Q.
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proa =0 %>

o) = baters, G(x) = et ;
proa +0=25b

F(x) = % efz | @ libovolné ;

proa=0=5»%
F = 0, G libovolné;

(x, B, ¥ jsou libovolné konstanty — v prvém Fefeni & + f).

(Viz téz vytah tohoto ¢lanku v dasopise UexocaoB. MareM. :ypHAI, § (80),
1955, 432—434.)
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