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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 83 (1958) , Praha 

POZNÁMKA K THEOEIÍ KJEMANNOVA INTKGRÁLU 

KAKKL DBBOHLAV, Praha M\r,i7.65 
(Došlo dno 12. ftorvnn. 1056) 

V Stánku jo dokázán vzoroc / F(x) <bí .-•* f*X<P(t)] 0'(í) <il za prod­
li*) « 

pokladu. žo funk(H) 0 tmi v každém bodo intervalu < v, /J> nezápornou 
fi 

dortvaci a žo oxmtuju Kirtaaunňv integrál f&'(u$)dx.. Předpoklad oxia-
« 

ionco tohoto mtojtfralu nelxo nahradit předpokladem omcweunHti 
funkce &'. 

Budiž / libovolná omezená funkce v intervalu -.[a, by. *íe-li /; libovolné 
dělení tohoto intervalu určené dřlieínu hody a ••* xQ < xx < ... < a;ft - 6, 
pak označme nymbolem #(/, />) pPÍNluňný horní Houfot a symbolem $(f, D) 

b 
\ň'iHÍ\ih\y dolní HO učet. .Jak známo, je tíiemannův horní integrál // definován 

a 
jako infimum množiny všech horních Bouétu funkce /. Podobné je definován 

b b b 
llicmanniiv dolnf integrál // a platí /( /) — //. 

ti a a 

Věta 1. Jívdii / amrzená funkce v intervalu <a, ž»>t <p nezáporní funkce 
ti 

r intervalu c ?\, fi; H Eiemanwvým integráhm Jtp - b •— a. Definujme funkce <P, g 

í^épwm 0(1) ... a -I- /<p» f/(0 /W>(0] PÍ1)* -Poto//̂  pfotí 
// (> 

// A/- (i) 
a a 

tJ&kaz. Budiž D libovolné dělení intervalu ya, b/y I) {a lř-0 < .r, 
... <r a?n •*••- &}, a budiž l í | supremum funkce / v intervalu (x^v #,>. Ze »po-
jitonti funkce 0 a sw vsstahú 0(/v) a, </>(/?) 6 vyplývá, že exintují 
hody ti€ <«,£> takoví, že platí *(l ť) «* ««, f0 •- a, ^ .-•--• /í. Pro *« <í,- l f ř<> 
jent 0(ť) f ^a?/ř.lt ^> a tedy g(t) < M4<p(t) (i - 1, 2, ,.., n). Odtud plyne 

'f</ 2 JV : ^ / V : 2 J / ^ *'"i) *</> />) a tedy 

/ff á / / . (2) 

2:5 



Vezměme nyní libovolné dělení D0 intervalu <ťx, /}> a zvolme libovolně 
e > 0. Označme písmenem M supremiim funkce |/[ v intervalu <a, by. Z exis-

tence f<p plyne, že je možno najít takové dělení Dx intervalu <%, /?>, pro které 

.M [/%, Di) — _•(?>- DJ] _S £. Budiž D2 = {a. = í0 < t± < ... < 4 = /?} spo­
lečné zjemnění obou dělení D0, D± a označme symbolem /zt (resp. VÍ) supremum 
(resp. infimum) funkce <p v intervalu <^_1? £.>. Budiž ještě xt = &&), M; 

supremum funkce / v intervalu <a;ť_1, __£>, r/ === e(b — ČZ)-1. Zřejmě existují 
čísla ££ taková, že „*$_-_ __ _fť __ a;ť, /(_»•) __ __!"$ — ??; dále existují čísla T£ taková, 

u 
že ^ __ rž __ íť, 0(T ř) = cjj-. Protože x£ — &%•_! = fcp = <>?-(č,: — Jť_ih kde 

>'/ __ £>* __ /i,, platí 

IÍ /[*(T.)] p(Tf)(ř, - í,_x) - 2/(sfc/)(-rť - a : w ) | = 
i 1 í 1 

- \jtnSiMTt) -.,](«! - *,-i)i _ i ^ ( ^ - - n)(í* - *w = 

= M[S(<p, D„) - s(<p, D2)] _ _ r [ S ( . , _ , ) - s( . , _»,.)] _ e. 

Odtud plyne % , D 0) _ J % , D 2) _ _/[<P(T f)] p t o ) . , - *,_.) _ 
i 1 

_ ! / (£ . ) (* , - *.-i) - e _ 2 - * . ( * , - * Í - I ) - rj(6 - o) - * _ / / - „ , 
Í 1 Í = l „ 

takže fg __ f/ — 2e. Ježto £ bylo libovolné, platí 
v a 

fg ž_ / / . (3) 
(X a 

Vzorec (1) plyne srovnáním (2) a (3). 

Věta 2. Budiž f omezená funkce v intervalu <a, 6>, <p nekladná funkce v inter-

valu <#, j8> _ Riemannovým, integrálem fq>~a — b. Definujme funkce _>, g 
t a 

předpisem &(t) = b + f(p, g(ť) = f[&(t)] • \tp\. Potom platí vztah (1). 
« t 

D ů k a z . Definujme funkce y>, W předpisem ip = — cp, W(t) = a + / ^ . 
F F * 

Plat í _*(_) + <P(ř) = a + 6. Ze zřejmého vztahu //(#) da; = ff(a + b - x) dx 
_ _ _ a _ a 

plyne podle věty l"// = ff[a + b-W]y> = ffm\<p\ -= /*• 
P o z n á m k a 1. Klademe-li ve vztahu (1) funkci — / místo /, dostaneme 

za předpokladů věty 1 nebo věty 2 rovnost 
b p 

ff = fg • W 
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Jestliže tedy jeden z integrálů f/5 fg existuje, existuje i druhý a oba jsou 

si rovny. 

P o z n á m k a 2. Má-li funkce 0 v intervalu <oc, /?> nezápornou derivaci 

a existuje-li /í>' jakožto Riemannův integrál, potom podle věty 1 platí 
* W) J 

f F(x) dx = fF[0(t)] <P'(t) dí (5) 
<P(0í) a. 

pro libovolnou omezenou funkci F v intervalu <$(^), CP(j8)>. Analogický vzorec 
dostaneme z věty 2 pro případ 0' <1 0. 

P o z n á m k a 3. Ukážeme ještě, že předpoklad existence integrálu f0f 

v poznámce 2 nelze nahradit požadavkem omezenosti funkce 0'. Jsou známy 
příklady funkcí / s omezenou derivací v intervalu <«, /}> takových, že ne-

P 
existuje Riemannův integrál //'. N a př. v [1], str. 143—144, cvičení 18, je 

cc 

taková funkce / sestrojena; při tom je <#, /3> -= <0, 1>, |/'[ < 2. Platí tedy 
I i 

alespoň jeden ze vztahů a) //' -+= /(l) — /(O), b) //' 4= /(l) — /(O). V případě 
o o 

a) položme 0(x) = 2a; -f /(o;), v případě b) 0(x) = 2# — /(#). Jest vždy 
f 

0 < $ ' < 4, při čemž platí f0' 4= 0(1) — 0(0), jak je možno dokázati jedno-
0 

duchým výpočtem. Položíme-li ještě F = 1, vidíme, že vzorec (5) v našem 
případě neplatí. 
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Р е з ю м е 

ЗАМЕТКА К ТЕОРИИ ИНТЕГРАЛА РИМАНА 

КАРЕЛ ДРБОГЛАВ (Каге1 ВгЪоЫалг), Прага 

(Поступило в редакцию 12/\71 1956 г.) 

Пусть (р(Ь) > 0 для всех I е <«, /3>. Если существует интеграл Рямана 

[<р, т о 

Ъ р Ь Ь р I 

Ц(х) ах - //[а + [<Р] Ф) & , //(я) ах = //[а + /<р] <р(Ь) д* , 
а л л « а Л 
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где а — любое число, 6 == а + /<р и / — произвольная ограниченная 
ос 

в <а, Ъ) функция (Теорема 1). Для случая <р(Ъ) ^ 0 нетрудно доказать 
видоизменение этой теоремы (Теорема 2). Далее, имеет место, напр., сле­
дующая формула: 

Ш) Р . 
/ Я(х) Ах = ]У[Ф(0] Ф'(*) & I 

Ф(ос) сх 

где Ф'(0 >̂ 0 для всех % е <#, /5), -Р — произвольная ограниченная в 
\Ф(ос), Ф(/?)> функция, при условии, что существует интеграл Римана 

/*Ф\ Это условие нельзя заменить условием ограниченности функции Ф\ 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

EINE BEMERKUNG 
ZUR THEORIE DES RIEMANNSOHEN INTEGRALS 

KAREL DRBOHLAV, Praha 

(Eingelangt am 12. Juni 1956) 

ß 
Sei <p(t) ^ 0 für alle t e <a, ß). Existiert das Riemannsche Integra] ftp, 

OL 

dann gilt 

Jf(x) dB = Jf[a + J>] <p(t) dt , Jf(x) dx = Jf[a + J>] cp(t) dt, 
a ex ex a oc ex. 

ß 

wo a eine behebige Zahl bedeutet, b = a + ftp gesetzt wird und / eine behebige, 
ex 

in <a, &> beschränkte Funktion ist (Satz 1). Eür den Fall tp(t) fg 0 lässt sich 
eine leichte Modifikation beweisen (Satz 2). Ferner gilt z. B. die Formel 

W) ß 
f F(x) dx = fF[0(t)] 0'(t) dt, 

wo &'(t) ^ 0 für alle t e <ÖC, /3> ist, F eine beliebige, in (&(oc), &(ß)) geschränkte 
ß 

Funktion bedeutet, vorausgesetzt, dass das Riemannsche Integral f&' existiert. 
ex 

Diese Bedingung kann nicht durch die Beschränktheit der Funktion 0' ersetzt 
werden. 
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