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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro¥. 83 (1958) , Praha

POZNAMKA K THEORII RIEMANNOVA INTEGRALU

KAREL DRBOHLAV, Praha DT:517.65
(Doslo dne 12, dervoa 1956)

()

V ahinku jo dokdzin vzoree f ) de - f!f’[(l) D'(t) dt za pied-
o)

pokladu, Ze funkeo @ ma v kaZddém bodd mturvzl,lu (v, i, nezdpornou

B
derivaci a Ze existujo Riemanntv integrdl ftl”(;z:) die. Piodpoklad oxis-
X
tonce tohoto integrdln nelze nahradit  piedpoklademn  omezenosti

funkeo @',

BudiZ f libovolnd omezenid funkee v intervalu a, b.. Je-li D libovolné
déleni tohoto intervalu uréené délicimi body « == g <2, -0 ... <, = b,
pak oznatme symbolem S(f, 1) piisluiny horni soudet a symbolem s(f, D)

b
wistuding doln{ soudet. Jak znamo, je Riemanniv hornf integral definovan
| Y J

a
jako infimum mnoziny viech hornich souéti funkee f. Podobnd je definovén
1] 1 b
Riemanniv dolnf integral [fa platf [( - /) -~ [f.
(4] a a

Véta 1. Budif [ omezend funkee v intervalu {a,b;, @ nexipornd funkce
#

rintervalu <, g, s Riemannovgm integrdlent (@ = b -- a. Definujme funkee D, ¢

i "
predpisem Dty - a - _[ @, y(t) flep(t)] @(t). Potom. plati

I;

hz (1)

Dkaz Budiz D libovolné délent mtm‘valu N N ) I N T
cve Ty o bl a budif My supremum funkcee f v intorvalu Lx, o, x>, Ze spo-
jitosti funkee @ a zo vataht @(a) - a, ([>((i) b vyplyvd, e existuji
body ;€ {x, f; takové, Ze platl D(k) == 2, lo = &, &, = . Pro telti_p by,
just  (t) /1"1_1' xS t;('dy g(t) =2 Mpt) (2 L2, 05m). Odtud  plyne

N ”

lg - > f ZM, fq’ 34‘1 i) o S(f, D) a tedy
-1 4. f

v LR W 78 .
g

[f/ ~an (2)
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Vezméme nyni libovolné déleni D, intervalu {(«, 8> a zvolme libovolné
& > 0. Oznadme pismenem M supremum funkece |f| v intervalu <{a, b). Z exis-

B
tence [ plyne, e je moZno najit takové déleni D, intervalu {x, ), pro které

M[8(p, Dy) — s(p, D))] = &. Budiz D, = {ax =1, <t <...<t =} spo-
le¢né zjemnéni obou déleni Dy, D, a oznadme symbolem y; (resp. »;) supremum
(resp. infimum) funkce ¢ v intervalu <i,_,¢,)>. BudiZ jesté z; = &(t;), M,
supremum funkce f v intervalu <{z;_;,z;>, n = &b — a)~'. Ziejmé existuji

éisla &; takovd, 7e x;_; < &, < =z, f(&;) = M, — n; déle existuji éisla 7, takova,
t;
ze i, =7, =t, Dr;) =¢&. Protoie x, — x4 = [¢ = o{t; — t;,), kde
ti-a
y; é 0: é M5 pla’ti

IZ)‘[@ )] plTa)t; — i) — “f(f Naey — 24)| =

i1

lZfE)[w ) — o)t — )] <ZM ti = vl — tiy) =
= M[S((P, D.) — s(p, Dy)] = M[S(% D,) — s(g, Dy)] = &

Odtud plyne S(g, Do) = S(g, D,) = z]‘[@(r,-)] P(Tl; — b)) 2
i 1

n n b
= Ef( e —xy) — & %Zle(xz —Z;4) — b —a)—e= ff — 2,
_ 5 |
takZe f g = [f — 2e. Jezto & bylo libovolné, plati
N @ _ b_
fe= [t , (3)

Vzorec (1) plyne srovnéniml (2) a (3).

Véta 2. BudiZ f omezend funkce v intervalu {a, b>, ¢ nekladnd funkce v inter-
valu {o, B s Riemannommz integrdlem ﬁp = a — b. Definujme funkce @, ¢
predpisem D) = b + f @, 9(t) = f[D(£)] - [zp[ Potom plati vatah (1).

Dikaz. Defmu]me funkce v, SP piedpisem V’ = — ¢ lI’(t) =a+ f .
Plati ¥(t) 4 O(t) = a + b. Ze z¥ejmého vztahu fj(x = ff a+ b — z)de

plyne podle véty 1 ff = ff{a +b— Py = ff[¢]l¢l fg
a o«
Poznimka 1. Klademe-li ve vztahu (1) funkm — f misto f, dostaneme
za predpokladi véty 1 nebo véty 2 rovnost

b B
ft=1[g. (4)
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b
Jestlize tedy jeden z integrali [f, (g existuje, existuje i druhy a oba jsou
si rovny.

Poznémka 2. Ma-li funkce @ v intervalu {x, 3> nezipornou derivaci

a existuje-li f @’ jakozto Riemanntv mterrral potom podle véty 1 plati

(B)
[ F(z)dz = fF[@ (&) D'(t) de (8)
(%)
pro libovolnou omezenou funkei F v intervalu (®(x), (f)>. Analogicky vzorec

dostaneme z véty 2 pro p¥ipad @' = 0.
4
Poznamka 3. UkdZeme jesté, Ze piedpoklad existence integrilu [

&

v poznamece 2 nelze nahradit pozadavkem omezenosti funkce @'. Jsou zndm
Yy
piiklady funkei f s omezenou derivaci v mtervalu {x, B> takovych, %e ne-

existuje Riemanniv integral f f’. Na pf. v [1], str. 143—144, cvideni 18, je
takova funkce f sestrojena; pn tom je (x, B> = <0, 1y, |f'| < 2. Plati tedy
alesponi jeden ze vztahll a) f]‘ =+ f(1) — f(O ff _,& f(1) — f(0). V piipadé
a) poloime O(x) = 2z —,—f , VvV pripadé D) @(x) 2x — f(z). Jest vidy
0 < @' < 4, pii temZ plati Of @ = O(1) — &(0), jak je mozno dokazati jedno-

duchym vypoétem. Poloiime-li je§té F = 1, vidime, Ze vzorec (5) v naSem
piipadé neplati. '
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Peswonme
3AMETKA K TEOPHU MHTEPPAJIA PIIMAHA

HAPEJ JPBOTIJIAB (Karel Drbohlav), IIpara
(lMocrynuno B peganmmio 12/VI 1956 r.)

lHyers @(f) > 0 aua seex te {x, g). Ecamcymeersyer nurerpan Pamaua
0
[@, 10
x

D E t b B i
[iw) ac = [fle + o) gty &t . [Ha) dz = [fla + [p]9(t) dt,



I
rge @ — 7no6oe wmemo, b = a + [¢p m f — mpOEBBONBHAA OTpAHEYEHHAN
o

B {a, b) ¢dymruma (Teopema 1). IIna cayuas ¢(f) = 0 HeTpyAHO HOKa3aTh
sEjom3MeHerme aToi Teopemsl (Teopema 2). Ilamee, mMeer mMecTO, Hamp., cile-
aviomasa popmyna:
f) F(x) dr = fF[(D(t 19 d
D(«,

rge @'(f) = 0 mna Bcex fe{x, ), F — mnpoumsBonbEAA OrpaHHICHHAS B
{D(x), D(B)> dyBEROEs, OPE YCIOBHH, 9YTO CYIECTBYyeT mHTerpan Pmmana
B

[@'. 3T0 ycuoBme Henp3d 3aMEHHTH YCIOBEEM OTPaHMYEHHOCTH QpyHKmEE @',

X

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG
ZUR THEORIE DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

@

KAREL DRBOHLAY, Praha
(Eingelangt am 12. Juni 1956)

s
Sei ¢(t) =0 fiir alle te (x, f). Existiert das Riemannsche Integral [e¢,
dann gilt

b B t b B I
ff(w) de = ff[a - f(p] p(t) dt ff(fv) dz = ff[a' +f¢] @(t) dt

wo @ eine beliebige Zah! bedeutet, b = a + _f p gesetzt wird und f eine beheblge
in <{a, by beschrinkte Funktion ist (Satz 1) Fiir den Fall p(t) = 0 ldsst sich
eine leichte Modifikation beweisen (%a.tz 2). Ferner gilt z. B. die Formel

(B

‘pf F(x)de = [F[(D(t)] D'(t) dt,

()

wo @'(¢) = 0 fur alle ¢ e {x, 3, ist, F eine beliebige, in (D(x), P(#)) heschrinkte
5 .

Funktion bedeutet, vorausgesetzt, dass das Riemannsche Integral f @’ existiert.

Diese Bedingung kann nicht durch die Beschranktheit der Funktmn P’ ersetzt
werden.
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