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éasopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

O JEDNE ZAKLADNI VETE MATEMATICKE LOGIKY

LADISLAV RIEGER, Praha.
(Doslo dne 26. dervence 1954.) : DT: 517:11

V préci je predeviim novym, pom&rné jednoduchym zptisobem do-
kézéna hlavni v&ta o t. zv. zobecnénych Booleovych o-algebrach. Tato
véta je algebraickym jadrem zndmé Lindenbaumovy véty z oblasti
matematické logiky. Déle je ukézéno, %e véty Goédelova (o uplnosti
niZ§iho predikatového poétu) a Lowenheim-Skolemova jsou dusledkem
hlavni véty. Autor se téZ zmitiuje o moZné souvislosti mezi Linden-
baumovou algebrou, Cantorovym diskontinuem a jistym problémem
theorie pravdépodobnosti. V zdvéru jsou srovnény rtzné dosud zndmé
methody dikazu Gédelovy véty a ostatnich zmin&nych vét.

1. Uvodni poznimka

Za jednu ze zdkladnich vét (klasické) matematické logiky je tieba povaZovat
tuto t. zv. LINDENBAUMOVU vétu:l)

Ka#dd bezespornd teorie?) vyjadfitelnd v symbolech mitstho predikdtového
poltu, dd se roz&tfit v t. 2v. dplnou bezespornou teorii, t. j. takovou, Ze katdd jejt
véta majict smysl je budto dokazatelnow poulkou teorie, nebo je dokazatelnou
pouckou teorie jejt opak.

Z této véty totiz snadno plyne na pi. GODELOVA véta o Gplnosti nizsiho
predikatového poétu a SKOLEMOVA-LOWENHEIMOVA véta o existenci spodet-
ného modelu kazdé elementarni (t. j. v symbolech niz§iho predikatového poétu
vyjadritelné) bezesporné teorie — a to v nejobecnéjsim znéni.

Za matematické jadro Lindenbaumovy véty je tfeba povaZovat jistou jedno-
duse znéjici poucku z teorie Booleovych algeber, kterou v dalsim sformulu-
jeme a dokdZeme. Obecné matematickd dileZitost takto formulované Linden-
baumovy pouéky je zdiraznéna m. j. i tim, %e z ni 1ze pomérné snadno odvodit
obé zakladni véty z teorie spocetné aditivnich Booleovych algeber (o-algeber),
totiz:

1) Viz na, pf. préce A. Tarski [1] a [2] — ALFRED LINDENBAUM byl mlady nadany pol-
sky matematik a logik, zavraZd¥ny nacisty za okupace Polska.

?) Pojem ,,teorie** bude definovan niZe.
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1. t. zv. LooMisovu vétu o tom, %e kaZd4 o-algebra je homomorfnim obra-
zem mnoZinového o-télesa, a

2. vétu o volnosti o-télesa borelovskych mnoZin CaANTOROVA diskontinua.?)

[Booleova ¢-algebra se nazyva volnou, lze-li ji vytvofit z takové mnozZiny
jejich prvki, %é plati: Ka%dé zobrazeni mnoZiny téchto prvka (t. zv. volnych
generatori) do libovolné o-algebry se dé rozsifit v homomorfni zobrazeni
(celé této t. zv. volné o-algebry do dané o-algebry.)]

Tim spie, Ze v monografiich a uéebnicich matematické logiky byvéa Linden-
baumova véta jakoZ i Godelova véta o Gplnosti niZsiho predikatového poétu
dokazovédna s nepodstatnymi (nealgebraickymi) komplikacemi, danymi
symbolikou predikédtového poctut) a zbyteénou komplikovanosti nékolika-
nésobné indukce, nebude snad na 8kodu podat v této praci pomérné struény
algebraicky dilkaz. Je tfeba ovSem fici, Ze zakladni myslenka induktivnf{ kon-
strukce v ditkazu uZité neni zcela nova. Jeji kofeny-sahaji do metody dikazt
t. zv. e-teoremit HILBERTOVY teorie ditkazil;®) mnohem pozd&ji se tato myslen-
ka objevuje v diikazu Godelovy véty od L. HENKINA [6].

Budu v dal$im uZivat oznaleni a pojmu, b&Znych v teorii svazii, resp. Boo-
leovych algeber. K tomu viz na p¥. kap. X monografie G. BIRkHOFF, Laitice
Theory (2. vyd.), po pf. v ruském piekladu (T'éorija struktur, zkr. [St]).

Definice 1. Rikime, ¥e Booleova algebra A je ®-algebra (to jest zobecnéné
o-algebra vzhledem k roding ® posloupnosti prvki, pro né% jsou definovana
suprema a infima), jestliZe je ddna rodina ® posloupnosti prvki z 4 o téchto
Stytfech vlastnostech:

(i) (Pravidlo dopliks):

Kdy# {a;};-,€ @, pak i {@,}2 €.

(ii) (Pravidlo sjednocent):

Kdy% {a,}2,€®, pak i {a U a;};>, ¢ ® pro kaidy prvek ae 4.

(iii) (Pravidlo trividlnich posloupnosti):

Ka%d4 posloupnost, jejiZ élenové od jistého podinajic jsou stéle stejni, patii
do ®. :

(iv) (Pravidlo suprema): Je-li {a:}5-,€®, pak existuje prvek ET _sluzp aye

¢ A ve smyslu polouspof4dani algebry 4. PiSeme a = kula;,.

" Dasledky definice -1: Je-li {ax}f-1¢€¢®, pak existuje ve ®-algebie A

prvek ¢ = inf a, — Pifeme a = N ax
= k=12, k=1
%) Tuto v&tu dokézal autor v préci [3]. Jiny dikaz podal neddvno Loowuis.

4) Tak na pf. v neddvné monografii [4] zaujimé dikez Lindenbaumovy vity a Gdde-
lovy v&ty o dplnosti pinych 15 strének.

5) Srov. HiLBERT-BERNAYS [5], II. dil.

218




Dukaz plyne z (i) a (iv) a z t. zv. Morganovych identit

‘(sup @)’ =infa,, (infa) = supa,,
k=12,  k=12..  k=12..  E=12,.

které plati vidy, jakmile jedna strana mé smysl (viz [St]).

Je-li {a,} € @, pak {a n a,}2, e D pro ka%dé pevné a ¢ A. — Dikaz plyne
z predchoziho a z (i) a (ii).

Obecné distributiont identity: Plati vidy

N@veg)=av (Na) —
k=1 k=1

a duélng, jakmile jen aspoii jedna strana mé smysl. — Dukaz viz [St], X, § 10.

Pravé uvedenych vét budeme v dal§im uZivat bez citace.

Ziejmé kazdé o-algebra je i ®-algebrou vzhledem k rodiné ® viech posloup-
nosti prvki algebry vitbee. Méné trividlnim prikladem ®-algebry je téleso viech
borelovskych mnozin, patticich do tfid koneénych indexii libovolného topologic-
kého prostoru; zde @ je rodina vSech posloupnosti mnoZin s ohranienymi
indexy t¥id (v jedné posloupnosti). V matematické logice je zakladni duleZitosti
t. zv. Lindenbaumova @-algebra nizdiho predikatového podtu, kters bude defi ino-
vana niZe:

Definice 2. Rikdme, e neprdzdnd mnofina I proka ®-algebry A je ®-idedlem,
jestlize platt:

(0) I + A.

(1) Jakmile {a;}2.,e Paa;el prokaidéi = 1,2, ..., potom N a;¢ L.

i=1
(2) Jakmile a Cb,ael, pak bel.
Rikdme, %e ®-idedl P je ®-prvoidedlem, jestlife jests plati:

(3) Jakmile {a,;}2, ¢ ® a U a, e I, potom je a; e I pro vhodné i = j.
: i=1

Jasné je, Ze kazdy ®-idedl je (obycejny) ideal a Ze ®-prvoideal je (obydejny)
prvoidedl. (Srov. [St], X, § 6.) To zaruduje pravidlo (iii) v definici 1.

Snadno dokdZeme tuto vétu: ®-idedl P je ®-prvoidedlem tehdy a jen tehdy,
kdy? z kadych dvou proks a a a’ algebry jeden (a oviem vzhledem k (0), (1), (2)
v definici 2 a k (iii) v definici 1 jen jeden) prvek le#t v P.

Nutnost podminky je vzhledem k @ U @’ = 1 ¢ P a k (iii) v definici 1 podle
(3) v definici 2 ziejma.

Postaditelnost:

Necht {a,}°,¢® a U a; e P. Necht nase podminka nepostaduje, t. j. jest

@;non e Pproi =1, 2 pfesto, Ze je. splnéna Protoze z kaZdé dvopce prvku
aaa ]edenpa.tridonzhledem ka,ua/ =1eP,jea;e Ppros =1,2,.
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coZ davé spor s (0), ponévadz n a, = (U a;)’ € P (podle (1) v definici 2 a (iii)
v definici 1).

I této véty v da,léim pouh]eme bez citace.

2. Lindenbaumova véta

Pomocn4 véta. Je-li I néjaky O-idedl O-algebry A, b e A pevny prvek takovy,
%e nent a n b = 0 ani pro jedno ae I, pak mnofina I vdech ye A, splitujicich
a n b C y pfivhodném a € I je O-idedl v A, obsahujict jak danyj idedl I tak i prvekb.

Dikaz. ProtoZe (0) a (2) z definice 2 jsou ziejmé splnény, dokazme (1).

Necht tedy {y,)=,e®, y,el pro s=1,2,... Pak ke kazdému &lenu y,
existuje a, € I tak, Ze je a, n b C y,. Spojenim s prvkem b’ ¢ 4 na obou stranich
dostdvame podle dxstrlbutlvmho zakona a, u b Cy, v b'. Protoze a, U b’ €1,
jeiy, ube I. Tedy je i n (s ud)=0b"u n Y, € I — opét podle distributiv-

l=1 s=1

ni identity. Podle definice I bude viak

bn(b’uny,)=bnny,5f.
=1

8=1

Tim spise tedy ny,eI c. b. d.

Hlavni v&ta. Budi? A ®-algebra se spoetnou rodinou ®. Budif I dany ®-idedl
v A. — Pak existuje ®-prvoidedl P v A obsahujict I.

Pozndmka. Podle (iii) v definici 1 je sama algebra 4 spodetna.

Predpoklad spoletnosti ®-algebry miZe byt (za vhodné modifikace defini-
ce 1) snadno odstrandn (my to viak nepot¥ebujeme). Naproti tomu pfedpoklad
spotetnosti rodiny ® odstranén byt nemuZe, nebot neni tézké udat piiklady
dokonce spotetnych o- algeber v nichZ véta neplati.

Dikaz. Oznadme jako {aj} , posloupnost, sestavenou ze viech posloup-
hostf rodiny @ (i =1, 2,. . je tedy index posloupnosti, £ = 1, 2, ... index
jejiho ¢&lenu). Pro formalni z]ednoduseni muZeme (vzhledem k (iii) v definici 1)
pfedpokladat Ze poslo‘upnost samych nul je prvmni. -~

* Sestrojme induktivng stoupajici Fetézec ®-idedlir

LehLe..CI,¢.

vesmés obsahu]icich dany (I) 1dea1 I ta.k Ze (D-ldeal I splnu]e tuto podminku
(p, m):. ‘ . o

Jedi U a,, € I a ‘ S n, potom ]e ]1i i a, e I, pro vhodné pf‘lrozené gislo j.
o el L .
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Polotme I, — I; pak podminka (p, 1) pro I, je splnéna trividlng, protoZe
a}=0prok=1,2,. :
Necht je jiz udan r- ty &len fetézce {I,}, splitujici (p, 7).

Pak existenci I,., zaru¢ime takto:
V piipads A), Ze ku I, neexistuje ®-nadidedl, ktery by obsahoval prvek

G af*'e A, polome I, = I,,,; pak oviem I, ., spliiuje (p, r + 1). V opatném

k=1

ptipad& A’), Ze totiZ existuje ®-idedl obsahujici jak prvek U r+1 tak i idedl

I,, dokazme, Ze pak jiZ existuje i ®-idedl I, , ,, ktery obsahu]e I a vhodny prvek
a}*! (¢len posloupnosti {a;*'};°; € D).

Dejme tomu, Ze by naopak takovy ®-ideél I, , ; neexistoval. To dle nasi shora
uvedené pomocné véty znamend, %e ke kaidému prvku af*! (k= 1,2,...)
musi existovat prvek b, e I, takovy, %e je aj*! n b, = 0. Ale pak je b; € (a*!)
prokazdé k= 1,2,...,t.j. (a}*') e I, pro kazdé k = 1, 2, ... Tedy — protoze

I, je ®-idedl —je M) (a,*) = (U ait') e I,. To viak je ve sporu s pi"edpoklé.;
k=1 k=1 '

danou rozsifitelnosti ®-idedlu I, ve ®-nadidedl, obsahujici prvek U aj*!

k=1
(ptipad A’)). Tim je pokradovani naseho fetézce ®-idedldi zarudeno. Neni totiz
tézké si ovéfit splnéni vlastnosti (p, r 4+ 1) pro kterykoli ®-idedl I,,, pravé
vyznaceny pripadem A’).

Nebot je-li U aiel,,, pro n&jaké ¢ < r, potom to znamené, Ze v i-tém
k=1
kroku konstrukce naseho retézce nastal piipad A’), takze ]e a el; € I,,, pii

vhodném j; pro ¢ = r 4 1 jsme vSak potfebné pravé zaridili.

Utvofme nyni mnoZinové sjednoceni P =3 I,.
r=1
Dokéazeme, Ze P je hledanym ®-prvoidedlem nad I.

Snadno nejprve nahlizime, Ze P je (obydejny) ideal, zvlasté pak Ze neobsa-
huje nulu (poZadavek (0) definice 2, a pozadavek (2) definice 2).
Z konstrukce viak bezprostredné plyne, Ze je splnén i pozadavek (3) definice

2, nebot je-li U a,, € P, pak j ]e U d}, e I, pti vhodném n. Pongvadz tedy v j-tém

kroku konstrukce nastal pf'ipad A’),5) bude a} ¢ I, pti vhodném s, tedy ale€ P.
Dokazme konedng, Ze P m4 i vlastnost (1) z definice 2.
Kdyby tomu tak nebylo, méli bychom posloupnost {a;};.; € ® pn vhodném ¢

takovou, Ze by sice bylo ai ¢ P pro kazdé k = 1,2,..., ale prvek n @, by ne-
lezel v P. , k=1

5) I, je P-idedl!
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ProtoZe viak je — jak vla,stné jiz vime — P obyéejn)'rm prvoidedlem, pattil

by nésledkem (n a,,) 9] (n aj) =1e¢P prvek (n aj) = U (a,,) do P.

k=1
Tedy prvek U (af)’ patfii do jistého I,. Avéak ponévadz I, je ®-ideal a pro-

toze (dle vlastnostl (i) v definici 1) je {ak},,,,1 = {(@})'}>., € ® pti vhodném j,
je jiZ také nésledkem naki konstrukce (af)’ € I, pro toto j a pro vhodné k. Tedy
je i (a})’ € P. To v¥ak je ve sporu s pfedpoklddanym aj ¢ P.

Tim je naSe hlavni véta Gplné dokdzana.

Poznamky k dikazu. Existence nadprvoidedlu k danému idealu se v ab-
straktni algebfe — pokud jde o obydejné koneéné operace — dokazuje zpra-
vidla takto: Postupné se rozéifuje-dany ideal pfidavanim prvki a sjednocova-
nim pfes stoupajici fetézec nadidealii se obdrzi maximalni idedl, ktery je hle-
danym nadprvoidedlem. (Odvoldme-li se na t. zv. ZorNOVO lemma, nemusime
ani tuto béZnou konstrukei provadét.) Takovym zpasobem se postupuje na pt.
v teorii okruhii, v teorii svazl a v teorii pologrup.

Tato prostd metoda zde selhdvé, nebot sjednoceni pres nekonecny Tetézec
stoupajicich ®-ideald jiz nemusi byt ®@-idedl a pii pfipadném dopliiovani ve
®-ideal narazime na nulu.

D4 se vlak ukézat, Ze obydejné prvoidealy ve ®-algebie, které by nebyly
®-prvoidealy, jsou ,,pomérné vzicné“ v tomto smyslu: Povazujeme-li prvo-
idedly dané ®-algebry za body SToNEOVA®) representujiciho prostoru, pak nase
algebra je (ve smyslu koneénych operaci) isomorfni s mnoZinovym télesem
obojetnych (t. j. soudasné otevienych i uzavienych) mnozin tohoto prostoru.
Ukazuje se, Ze mnoZina viech prvoideald, obsahujicich dany ideél, pfedstavuje
ve Stoneovd representujicim prostoru otevienou bodovou mnoZinu. Naproti
tomu mnoZina viech prvoidedld, které nejsou ®-prvoidealy, tvofi v tomto
prostoru mnozinu prvni kategorie. Protoze ve Stoneové prostoru jakozto v bi-
kompaktnim nuladimensiondlnim prostoru plati BaAtREOVA véta o kategorii,
nemohou véechnyéna,dprvoideé,ly k danému ®-idealu nebyt ®-prvoideily.

Na tom lze zaleiit jak ,,topologicky‘‘ dikaz Lindenbaumovy véty (a Gode-
lovy véty o tplnosti jakoZz i véty Skolemovy-Lowenheimovy) tak i dukaz
Loomisovy véty; to udinili Sikorski v praci [7] a Rastowa a SIKORSKI v praci[8].

3. Lindenbaumova algebra.

Pfistupme nyni k aplikacim na¥i hlavni v&ty na matematickou logiku;
mdjme pfitom pro urditost na mysli systém predikdtového poétu HILBERTA-
ACKERMANNA (viz [9]). — Popidme poviechnd tento systém.

%) Viz [St] XI, § 3.
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T. zv. 2dkladnimi vyjrazy predikétového podtu jsou vyrazy P(z), @), ...
R(z,y), ..., 8(x, y, 2), ... (ve spotetném podtu). Zde pismena z, ¥, z, ... po pipa-
dé s indexy jsou t. zv. individuové proménné a mohou nabyt vyznamu libovol-
nych prvki libovolnd predepsané mnoZiny (t. zv. oboru individuf). P(.),
Q(.), ..., R(r) ... jsou t. zv. predikdiové proménné, které pak jiz nabyvaji vy-
znamu libovolnych (pfipadné ov8em i pevnych) vlastnosti individui a dvoj-
élennych a obecné n-¢lennych relaci mezi nimi.?)

Pojem (v&tného) vyrazu vibec je pak definovén induktivng za pomoci logic-
kych &dstic V (nebo, vel), ~ (unikoli), 3 (existuje, maly kvantor), () (kazdy,
velky kvantor) takto: ‘

- a) zakladni vyrazy jsou vyrazy; .

b) jsou-li U, B vyrazy, pak vyrazy tvaru AVS, ~UA, 32Y, 39 B, ...;
(*) ¥, (¥) B, ... (t. j. presndji naznadené trojice, dvojice a trojice vyrazd) jsou
také vyrazy. — Ve vyrazech posledniho druhu je — jak se ¥ik4 — individuové
proménné z, ¥, ... vazina; jinak je volna.?)

Je jasné, Ze jestliZe kazdy ze zdkladnich vyrazi tvaru T(z;, 2, ..., Z;)
obdrzel vyznam jednoduché véty, pravici, Ze mezi individui z,, z,,, ..., 2, je
prisludny, k-tou n-¢lennou predikdtovou proménnou oznadeny n-Slenny vztah,
potom i sloZené vyrazy obdrii jednoznaéné vyznam odpovidajicich sloZenych
vét. (Symbolika predikdtového poétu byla totiZ pravé tak zvolena, aby pfesny
a ,,normovanym‘ zpusobem vystihovala logické kombinovani jednodussich
vét a vystavbu sloZenych vét.?))

Vlastnim smyslem predikatového poétu je — jak znamo — rekurentné se-
strojit zvlastni t¥idu vyrazl, totiz t. zv. formuli predikdtového poétu; to musi
byt toliko vyrazy, které v kazdém myslitelném vyznamu budou pravdivymi
vétami, to jest vétami pravdivymi z ,,ryze logickych diavodi‘:?®) (ma-li totiz

7) Striktn& vzato lze vyrazy P(z), ..., S(z, y, 2), ... samotné (bez ohledu na jejich uZiti
dili interpretaci) prost§ povaZovat za n + l-tice pfirozenych &isel, kde na prvnich n
mistech jsou &isla pfedem jednou pro vZdy ofislovanych individuovych proménnych tak,
jak v zékladnim vyrazu jdou za sebou, na poslednim n + 1-tém misté je &islo n-Elenné
ve vyrazu figurujici predikétové prom&nné — opdt vzhledem k pevnému piedem danému
ofislovéni viech n-8lennych predikatovych prom&nnych. Ma%eme viak zavést: (spofetnd
mnoho) t. zv. individuovych konstant (na pt. &islovek) za piisluiné modifikace odvozo-
vacich pravidel. — Pak muZeme (ale nemusime) v pfédpokladech i tvrzeni Linden-
baumovy véty nahradit bezespornost siln&jsf t.zv. w — bezespornostt (viz [5]) — beze
zmény matematického substratu.

8) Nevyskytuje-li se individuové proménné, na pf. 2, v ¥ vibec nebo je-li tam jiZ% vé-
zéna, jde ve vyraze 3 z ¥ 6i (z) ¥ o t. zv. fiktivni vazbu.

%) Ze tomu tak skute&ns je, to se oviem nedé dokézat, nybr jen ovitit.

10) Je tieba zduraznit, Z%e ukolem matematické logiky nenf samo zkouméni pojmu
pravdivosti matematickych poudek, coZ patii do filosofie matematiky. (Filosofie matema-
tiky musi oviem respektovat vysledky matematické logiky.) V matematické logice miZe
jit toliko o znamé pravidla, dle nichZ je urfena pravdivost, resp. nepravdivost sloZené
vity, jestliZe je zndma pravdivost a nepravdivost v8t jednodussich. Pouze v tomto smyslu
se hovoti o ,,ryze logicky pravdivych vyrazech jako o slofenych vyrazech, které se sté-
vajf ,,identicky praydivymi‘* bez ohledu na pravdivost jejich soudastf.
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predikdtovy podet dit to co chceme). Jestlize pak tiida formuli je totoZzna
8 tiidou viZdy pravdivych vyrazi, Fikdme, Ze predikdtovy podet je dplny.
Sestrojeni tf¥idy formuli se d&je v zésad® takto:11)
Jisté konkretni vyrazy, po pripadé celd tfida vyrazi presné popsaného
tvaru se prohlast za t. zv. axtemy, &ili vychozt formule. (Na pf. ~ AV 32 U.)
Déle se udaji (pouhym popisem tvaru zadastnénych vyrazi) jistd pravidla,
dle nichZ z toho, Ze jisté vyrazy byly jiz zafazeny mezi formule, jiz plyne, Ze
jiné t¥eba rovnéZ zafadit mezi formule. (Typickym a skoro ve viech systémech
vystupujicim pravidlem tohoto druhu t. zv. modus ponens, t. j. pravidlo
pravici, Ze kdyz Y i ~ U V B jsou formule, potom i B musi byt formule.)
Majice takto induktivné definovanou t¥idu formuli zavedme nyni takovyto
vztah mezi viechny vyrazy:

A <= B (Y je ekvivalentnt s B) ,

jestlize vyrazy ~UAV B jakozi~BV 9 j jsou formule.

Neni tézké dokazat (viz Hilbert-Ackermann [9], nebo Hilbert-BERNAYS [5])
predeviim, Ze relace <= mezi vyrazy je rovnost.

Déle ze znamych zakladnich poudek teorie predikatového poétu snadno ply-
ne, Ze tiidy [U], [B], [€], ... vzdjemné rovnych vyrazl tvoii Booleovu algebru
ve smyslu t&chto definic: :

[A] v [B] =[AV D],
(U] 0 [B] = ~[(~AV ~DB)],
(U] = [~],
l1=[~AVY], 0=[~(~UAVY)].

Plati pak, Ze vyraz ~ UV B je formuli tehdy a jen tehdy, kdyz je [U] S [B]
v této algebfe — a Ze [§] = 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ vyraz § je formule

Tato t. zv. Lindenbaumova algebra niz$iho predikatového pottu je vSak
i ®-algebrou v nésledujicim smyslu:

Rodina posloupnosti @ je — vedle trivialnich posloupnost1 (viz (iii) v defini-
ci 1) — tvofena posloupnostmi tvaru

{a}iz, = (W (@)

kde vyraz U(=,) vzniké z vyrazu 9o = U(x,) (v ndmz vystupuje volns 1nd1v1duo-
vé proménnd, oznatend jako_z,) ndhradou volné z, libovolnou volnou indivi-
duovou proménnou, oznafenou jako z;, pro k=1, 2,... (V ¥ mohou oviem
vystupovat i dalsf volné, nebo vézané individuové proménne ) ,

Hvézditka pak naznaduje, Ze je po p¥ipads potiebi pred popsanou néhradou
(bez Gjmy rovnosti) provést vhodné ,,pfejmenovani‘ viazanych proménnych
v U tak, aby se takto z; nestala. vézanou proménnou.

11) Nebudeme zde- vypisovat pOd.l‘ObnOStl, k tomu viz HILBERT-ACKERMANN [9]. Popi-
feme radgji obecné zésa.dy, spole&né pro véechny systémy predlka.tového poétu, ]1chi Je
cel4 tada.
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Potom je (jak se snadno dokazZe, srov. [9])

Ua=[3 2% QI]
k=1

0 o = [(z) %]

E-1

(Nenf-li individuovd proménna z, ve vyrazu U pfitomna, anebo je tam jen
vazana, pak klademe formélné a, = [¥] pro kazdé k =1,2,...a [32, U] =
= [¥], [(x,) Y] = [Y] (fiktivni kvantifikace).)

Z induktivni definice pojmu vyraz a z axiomi e), f) a z odvozovacich pra-
videl y,) a y,) systému Hilberta-Ackermanna snadno plyne, Ze jsou splnény
viechny pozadavky definice 1. ,

Je tedy Lindenbaumova algebra niziiho predikatového poétul?) ®-algebra se
2fejmé spoletnou rodinou posloupnosti ®. Nyni miZeme teprve podat pfesnou
definici pojmu (symbolisované) elementdrni matematické teorie.

Definice 3. Elementdrnt (t. j. v symbolech niZ§iho predikatového podtu
vyjadritelnd) bezespornd teorie je ®-idedl Lindenbaumovy algebry; pfi tom vy-
razy, jejichZ tFidy tvoft takovy ®-idedl, jsou (v symbolech predikdtového podtu
vyjaditend) poudky teorie.

Uplnd bezespornd elementarni teorie je pak ®-prvoidedl Lindenbaumovy
algebry.

Touto definici (kterd v podstaté pochézi od TarskEHO, viz pozn. 1)) je vy-
jadreno predné, Ze teorii jakoZzto deduktivné uzavieny systém je tfeba pova-
Zovat za takovy systém matematickych vét, ktery spliiuje toto:

a) Je-li Y(y) (kde ¥ je libovolné individuum) poutkou teorie, pak je pouckou
teorie i véta tvaru (z) Y(x) (pro viechna z plati Y(z)). — To odpovida pozadav-
ku (1) v definici 2.

b) Je-li Y poutkou teorie a A — B (coz je zkratka za ~ AV B) je logicky
zarubeno (vzniklo interpretaci formule), potom ¥ je pouckou teorie. — To
odpovidéd pozadavku (2) definice 2.

c¢) Pokud je teorie bezesporna (a jiné ovSem neuvaZujeme), nejsou viechny
vyrazy jejimi poutkami. — To odpovidé poZadavku (0) definice 2.

Za druhé — pokud jde o iplné teorie — definice 3 vyjadiuje vzhledem k tvr-
zeni, dokdzanému za definici 2 prévé toto:

Protoze [AV ~U]=[UY]u [U] =1 patiéi do kaZdého idedlu, musi byt
jeden (a jen jeden) z obou vyrazi U, ~ U pouékou Gplné teorie — a obracené.

1%) MiZeme hovofit o Lindenbaumové algebie ni¥Stho predikatového podtu vibec, pro-
to¥e viechny analogicky sestrojené ®-algebry pro rtizné uplné systémy ni¥Siho predikéto-
vého pottu jsou siisomorfni. Prave jejich typ isomorfismu, ktery lze ciarakterisovat jako
jistou volnou ®-algebru, je vlastni matematickou strukturou niZ#ff predikitové logiky.
(To provedl autor v préci [10].)
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Nyni je matematické jadro na poéatku uvedené Lindenbaumovy véty
jasné.

Nez piejdeme ke Godelové vété o tplnosti niZsiho predikédtového poétu jako
snadnému disledky vé&ty Lindenbaumovy, upozornéme jesté na jednu zaji-
mavou souvislost s teorit pravdépodobnosti.

Je zndmo (viz praci autora [3]), Ze Lindenbaumova algebra muZe byt iso-
morfné (ve smyslu viech v ni definovanych suprem a infim) representovana
borelovskymi mnoZinami Cantorova diskontinua. S druhé strany je z teorie
miry*?) zndmo, Ze libovolné nezdpornd mnoZinové funkce, nepfekradujici co do
hodnot jednitku, definovand na mnoZindch redlnych &isel, které v trojkovém
rozvinut{ maji na pevném misté nulu (v Cantorové diskontinuu), dé se jedno-
zna¢né rozsifit v og-aditivni funkei na borelovskych mnozZinidch Cantorova
diskontinua. Takovéto zdkladni obojetné mnoZiny Cantorova diskontinua viak
ve zminéné representaci muZzeme nechat odpovidat prvkim Lindenbaumovy
algebry tvaru [T(z;, Z,, ..., 2;)]. To znamend, %e Ffedend mnoZinova funkce
miZe byt povaZovina za jakési ,,pravdépodobnostni ohodnoceni predikato-
vych (ovlem i kvantifikovanych) vyrazl, uréené udanymi pravdépodobnost-
mi, %e individua z;, Z, ..., z; jsou ve vztahu Ty(x;, Ty, ..., T3).

To by pro teorii pravdépodobnosti — alesponi v pfipadé spodetnych pravdé-
podobnostnich poli (t. j. obord individui) — mohlo m. j. znamenat beze-
sporny zpusob, jakym lze bez obav ,logicky volné&*“ (t. j. bez dalSich pravdé-
podobnostnich pfedpokladi) kombinovat vyroky, tykajici se riznych pravdé-
podobnostnich, spolu nesouvisicich poli. (Jak zndmo, pfi neopatrném takovém
kombinovan{ snadno obdrzime logické spory.)

4. Dusledky Lindenbaumovy véty.

Obratme se koneéné k dikazu Godelovy véty o Gplnosti jakoZto dusledku
véty Lindenbaumovy.

Vyslovime tuto Gédelovu vétu v siln€jSim znéni, nez je obvyklé, takto:
Nent-li vyraz U niZ$tho predikdtového poltu formuli, pak lze kaZdé predikdtové
proménmé ddt vijznam uréité (obecns n-tlenné) relace mezi pFirozenymi &isly a libo-
volné1*) oznaéit véechna pfirozend &isla pomoct individuovijch proménnych tak, Ze
vyraz U po pripadném dosazent vhodniyjch ¢isel za jeho volné individuové proménné
(pokud v U n&jaké jsou) obdrét vijznam chybného tvrzent o pfirozenych Eislech.

Dtkaz. M&jme v Lindenbaumové algebfe systém viech jejich prvka [B],
které spliiuji vztah [A]' € [B].

ProtoZe U neni formule, t. j. je [U] += 1, je téz [U] = [~ U] =+ 0.

- 13) S;ov n. pi‘ HawLmos, Meaaure Theory, po pi‘ v ruském pi‘ekladu (Té’onga mery, kap.
a III)

14) V tom je pré.vé zesfleni oproti obvyklému znéni
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To znamen4, e Fedené t¥idy [B] tvoii t. zv. hlavni ®-idedl I vytvofeny
prvkem [~ ). (Hlavni ided]l Lindenbaumovy algebry je pravé tim, éemu se ¥iké
koneéné axiomatisovatelnd teorie.) BudiZz nyni II podle Lindenbaumovy véty
existujici ®-nadprvoidedl k I. Definujme (ke kaZdému k a » pfirozenému)
n-8lennou relaci of mezi ptirozenymi &isly takto:

Cisla I, m, ..., t (v udaném pofadi a v poétu n) jsou v relaci of tehdy a jen
tehdy, kdyz je ‘

[T(zy; Ty -0 T1)] € II,

kde T( , ,...) oznaduje k-tou n-6lennou predikdtovou proménnou. (Nékteré,
po piipadé i v8echny tyto relace mohou byt prazdné; to neskodi — prazdné
relace nevyluc¢ujeme.)

Nechme nyni k-tou n-Slennou predikdtovou proménnou, oznadenou jako
T« ,,...), pravé znamenat tuto relaci of. (To tedy znamené na p¥. toto: mezi
¢isly, oznadenymi tfebas znaky z,, x,, ,, s mame relaci 7,( , , ) = gf — ¢&ili
je pravda, Ze T'y(x3, 2,, Z,, #;) — tehdy a jen tehdy, je-li[T';(x,,, 2,,, ¥,,, %,,)] € IT;
je-li tedy na pf. 3 = 8, 2, = 2, z, = 8, z; = 3, pak éisla 8, 2, 8, 3 jsou v relaci
0; jestlize je [7'y(%g, X3, X4, 3)] € I1. Zde je t¥eba si uvédomit, %e definice relace
0¥ a tedy i stanoveni vyznamu k-té n-dlenné predikétové proménné nezavisi na
libovolném soudasném konkretnim vyznamu jednotlivych individuovych pro-
ménnych jako znaku pro éisla, nybrz zdvisi jen na piedem jednou providy pro-
vedeném oéislovani jednotlivych individuovych proménnych. Pfi tom méme
oviem stale na mysli, Ze v daném soudasném vyznamu individuovych pro-
ménnych bylo kazdé éislo alespoii jednou oznadeno.)

Tim jsme vSak ve smyslu induktivniho vybudovani vyrazu predikdtového
podtu postupné dali kazdému vyrazu vyznam véty o pfirozenych éislech, jak-
mile jsme jen fixovali éiselny vyznam individuovych proménnych.

Dokazme kone¢né, Ze libovolny vyraz € obdrzi takto vyznam pravdivé véty
tehdy a jen tehdy, kdy% plati [*€] e II, kde vyraz *€ vzniknul z vyrazu €
timto (pravé shora na zvlaStnim piipadé naznacenym) zplisobem:

Kazdé v € volné individuové proménnéd se nahradi tou individuovou pro-
ménnou, jejiz &islo (t. j. hodnotu indexu) ona sama pravé oznacuje; pied tim se
po pfipadé —aby se z volné takto nestala vazana proménnd — vhodné pre-
jmenuji vazané individuové proménné v €, coz jisté vzhledem k jejich konec-
nému poctu lze.

Dukaz tohoto tvrzeni vedme indukei podle sloZitosti vyrazu.

a) Pro zékladni vyrazy jsme potfebné pravé zafidili.

b) ProtoZe nasledkem prvoidedlové vlastnosti idedlu IT je [* ~ €] € IT tehdy
a jen tehdy, kdyZ neni [*€] € II, pienasi se nafe tvrzeni zfejmé z vyrazi tvaru €
na vyrazy tvaru ~ €, nebot je odividné * ~ € = ~ *€.

Protoze II je ®-idedl, plati [*€ (#,)] € IT pro ka%dé r = 1, 2, ... tehdy a jen
tehdy, je-li [*(x,) €] € IT pro jisté vhodné ¢ (na pi. pro prvni ¢ v&t&i, nez jsou
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indexy individuovych proménnych v € a v *¢€). (K tomu si staéi jen uvédomit,
%e ka?dé pfirozené éislo bylo oznadeno a pripomenout si definici infima v Lin-
"denbaumové algebte.)

To viak vzhledem k zfejmému vztahu *(z;) @ = (x;) *€ znamena4, Ze se nase
tvrzeni pfendsi z vyrazi tvaru € = €(z,) na vyrazy tvaru (z;) €. Koneéné pro-
toze II je ®-prvoidedl, je [*3 z; €] II tehdy a jen tehdy, kdyZz alesponi pro
jedno r = 1,2, ... je [*€(z,)] e II.

To vSak vzhledem k tomu, Ze kaZdé p¥irozené ¢&islo bylo oznadeno, vzhledem
k definici suprema v Lindenbaumové algebfe a vzhledem k zfejmé rovnosti
*3z; € = 3 2, *¢ znamend, Ze se nafe tvrzeni pienddi z vyrazi tvaru € =
= @(x,) na vyrazy tvaru 3 x; €. — Tim je nafe tvrzeni — a tedy i Gddelova
véta dokazéna; nebof jsou-li z,,z,, ..., z, po fadé v U pripadné vystupujici
volné individuové proménné, coz pisme jako Y = U(z,, z, ..., 2,), pak nasled-
kem [~ U(x,, z,, ..., z,)] € Il pfechdzi ~ A v pravdivou vétu, jestlize z,, z,, ...,
x, byla po fadé nahrazena individuovymi proménnymi, na pf. ,, x,, ..., Zs,
znadicimi po fadé ¢isla 7, s, ..., . To jest, U prechdzi takto v nepravdivou
védu, c. b. d.

Uvedme jesté vétu Skolemovu-Lowenheimovu v tomto nejsilnéj§im znéni:

Ka#dd bezespornd teorie, symbolisovatelnd vyrazy nizsiho predikdtového poctu,
-mite byt povaZovdna za teoris jistych relact mezi piirozenyyms Eisly.

Dikaz se ve smyslu definice 3 provede doslova stejné, jako odvozeni Gode-
lovy véty o Gplnosti, pravé podané; jen na misto hlavniho ®-idedlu I, daného
prvkem [~ 2], nastoupi libovolny ®-idedl — t. j. dana teorie.

K vété Skolemové-Lowenheimové (kterou lze jednoduseji odvodit i pfimo)
neskodi poznamenat toto: Tato véta byla svého dasu povaZovana za jedno ze
,,sensaénich¢¢ tvrzeni matematické logiky. Ukazuje se toti%, Ze axiomaticky
‘pojaté teorie mnozin muze byt formulovana v symbolech niZiiho predikatového
pottu; to viak dle Skolemovy-Lowenheimovy v&ty znamend, Ze adkoli se
v axiomatické teorii mnoZin hovoii o nespoéetnych mohutnostech ,,libovolné
velikych* a o ,.libovolnych ordinalnich éislech, pfece moZno tuto teorii po-
vaZovat i za teorii jisté (ovSem velmi slozité) dvojélenné relace mezi pfirozeny-
‘mi &isly, representujici relaci ndleZeni ,,e (mezi mnoZinami).

Z této okolnosti netfeba oviem nijjak &init ten zavér, ktery ¢ini pod vlivem
idealistickych filosofickych ndzort nékte¥i orthodoxni zastanci t. zv. matema-
tického intuicionismu, %e totiZ nespoletné mohutnosti a nespodetna ordinalni
¢isla jsou ,,matematické iluse‘. Spife je tfeba pravé naopak seudit, Ze vyrazové
a ditkazové prostfedky nizstho predikdtového podétu jsou prilis chuds, nez aby
mohly plné vyjad¥it tak sloZity pojem, jako je vztah néleZeni.

Nehled$ k této okolnosti je viak tfeba zdiraznit i to, Ze spodetny Ciselny
model celé axiomatické teorie mnoZin, ktery dle véty Skolemovy-Loéwenhei-
movy existuje, nebyl explicitné jesté udén. Jsou dokonce presvédéivé divody
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pro to, Ze to ani neni moZné provést ,.efektivnimi,* , konstruktivnimi¢ pro-
stfedky — alespoii pokud pod nimi rozumime rekursivni prostfedky aritme-
tiky, nebot by to v podstaté znamenalo podat dilkaz bezespornosti nejen celé
teorie mnozin, ale (tim spiSe) v ni obsaZené aritmetiky prirozenych &isel; a to
je dle zndmych Godelovych vét o nerozhodnutelnosti formalisované arit-
metiky nemozné. .

Na zavér nékolik pozndmek k Lindenbaumové vété, a k ni — jak se dé uka-
zat — ekvivalentni G6delové vété o Gplnosti:

V posledni dob& bylo publikovano nékolik novych dikazi téchto vét. Bylo
by zajimavé hloubé&ji porovnat rtzné dikazové metody a formulovat jejich
spoledné jadro. Uddme nékteré z téchto metod.

a) Plvodni dikaz Godeliv. — Tento pivodni dikaz se opird o dvé véci:
piednsé o t. zv. Skolemovu normalni formu vyrazu. Podle Skolema (viz Hilbert-
Ackermann [9]), ke kaZzdému vyrazu predikitového podétu mozno efektivné
udat jiny vyraz, ktery je formuli tehdy a jen tehdy, je-li formuli dany vyraz,
a ktery ma pti tom ten jednoduchy tvar, Ze vS8echny malé kvantifikace jsou
provedeny pied viemi velkymi kvantifikacemi, oboji na poéatku vyrazu.
Neni-li formuli pfislu$nd Skolemova forma, sestrojuje se pak systém éiselnych
relaci, spliiujicich opak této Skolemovy normélni formy. Tento postup ma
viak, tak jak je podédn v uebnici Hilberta-Ackermanna [9], mezeru. ProtozZe
totiz Skolemova normélni forma neni nijak ekvivalentni (ve smyslu ndmi shora
uvedené rovnosti <> mezi vyrazy) s puvodné danym vyrazem, je tfeba jesté
dokazat, Ze ze splnéni negace Skolemovy normalni formy se dé odvodit i éiselné
splnéni negace pivodniho vyrazu. To je sice mozné, aviak znaéné to prodlouzi
puvodni diukaz.

Jinak po matematické strance splnéni opaku Skolemovy normaélni formy
vyrazu, ktery neni formuli, je v podstaté zaloZeno na kompaktnosti Cantorova
diskontinua, t. j. na okolnosti, Ze prinik pres klesajici fetézce uzavienych ne-
prazdnych mnozin je neprazdny. Podobnym zplsobem, ale bez okliky pies
Skolemovu normélni formu je proveden diukaz Godelovy véty v udebnici
A. MosTowskEHO [11].

b) Na podobné, ponékud rozsifené myslence je zaloZena metoda dikazu
Godelovy (a Lindenbaumovy) véty, implicite obsaZend jiZz v préci sovétského
algebraika MaLcEva {12], ktery ji uZil k dokazovéni t. zv. globalnich teoremt
abstraktni algebry (pfedevsim teorie grup) z lokalnich piedpoklada; tato me-
toda byla propracovana pozdéji jednak s hlediska matematické logiky ab-
straktni algebry v monografii [4], jednak v samotné teorii grup (bez uziti
terminti matematické logiky) v udebnici KuroSovE [13]. (Je pozoruhodné, Ze
autor [4] se o Malcevovi viibec nezmitiuje.)

Tato stranka Lindenbaumovy a Godelovy véty patfi k matematicky nej-
plodnéj$§im obratim, které se zrodily na pidé matematické logiky. Jejich
abstraktni jidro bylo znovu objasnéno v praci [14], ukazujici, Ze podstatou
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tsudkl tohoto druhu je TicHONOVOVA véta o bikompaktnosti kartézského
soudinu libovolného poétu bikompaktnich é&initela.

¢) Zcela jiného druhu je jiZz zminény dukaz Sikorského [8], zaloZeny na
BaireovE vété o kategorii. Bylo by pravé neobycejnd zajimavé zjistit, ne-
maji-li obé metody prece jen néco spoleiného.

d) Gédelovu a Lindenbaumovu vétu mozno vSak i dokazovat kazdou meto-
dou, jaké se v podstaté uziva v dikazu Loomisovy véty o tom, Ze kazd4 Booleo-
va o-algebra je homomorfnim obrazem mnozinového o-télesa. Na tom je za-
loZen autoriv dikaz (15) a — jinym zptsobem — i dikaz pravé podany (ktery
mé oviem své predchidce, zminéné shora). Pii tom origindlni Loomistv
,-diagonalni obrat‘ v jeho pivodnim ditkazu mozno vlozit ve vhodné formulaci
ptimo do ditkazu Lindenbaumovy a Goédelovy véty.

Je tedy vidét, Ze se zde na pidé matematické logiky setkava v Lindenbaumo-
vé a v Godelové vété o tplnosti nékolik zékladnich matematickych poznatki,
jejichZ vzdjemny vztah by bylo tieba presnéji objasnit.
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OB OJ1HO1 OCHOBHO! TEOPEME MATEMATUYECKO! JIOTMKU

JI. PUTEP (Lad. Rieger), ITpara.
(IToctynmxo B pemakumio 26. VII. 1954 r.)

B crarbe faHO CpaBHUTEJNBHO IIpocTOe ajdrebpamdeckoe JOKABaTEIbCTBO
TeopeMHl JInngenGaymMa o JONOJHNMOCTH KaKIAOK 9lIeMEHTAPHON HENPOTHBO-
peunBoit reopun. Teopemsr I'eyensi (o monmore) u Jlesenxaiima-Croaema
HCTOJIKOBAHBI KaK CJeficTBUA. [laHO cpaBHeHME pA3INYHEIX MOCIEAHNUX Me-
TOMI0OB AoKasareabcTBa TeopeM JIlunmenb6ayma u I'emensn. B pabore comep-
MUTCA TAKe 3aMeTKAa O CBA3U C JIOTMKOIl TeOpUU BepOATHOCTeA.

Summary

ON A FUNDAMENTAL THEOREM OF MATHEMATICAL LOGIC

LADISLAV RIEGER, Praha.
(Received July 26, 1954.)

A relatively simple algebraic proof of the LINDENBAUM theorem on complet-
ibility of any consistent elementary theory is given. The completeness-theorem
of GopEL and the LOWENHEIM-SKOLEM theorem are discussed as corollaries.
Various recent methods of proof of the Lindenbaum and the Gédel complete-

ness theorems are compared. A mention is made concerning a relationship to
the logic of probability.
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