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Casopis pro p&stovini matematiky, ro. 91 (1966), Praha

O KOSTRACH KONECNYCH GRAFU

Jikf SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 28. srpna 1965)

Tento pfispévek obsahuje Ctyfi véty o poctu koster koneéného neorientovaného
grafu a jednu vétu o poctu koster navzdjem dudlnich rovinnych multigrafi.

Grafem rozumime v tomto pfispévku koneény neorientovany graf bez smycek.
Zékladni pojmy z teorie grafi jsou definovdny napf. v kniZce [7]; v tomto pfispévku
uZivdme téZ stejnou symboliku jako v [7]. Pro stru€nost vyjadfovdni oznaéme k(%)
podet koster grafu . Z literatury je zndmo, Ze k(%) lze uréit tim, Ze vypo&teme vhodny
determinant (viz napf. [3], [8]). Necht je ddno ptirozené &islo n. Oznaéme A, mnoZi-
nu viech pfirozenych &isel m takovych, Ze existuje graf ¢ = [U, H] spliiujici vztahy
|U| = n, k(%) = m. Snadnym vypoctem se pfesvéd&ime, Ze plati :

Ay = A, = {1}, A, ={1,3}, 4,=1{1,34,8,16},
As = {1,3,4,5,8,9, 11,12, 16, 20, 21, 24, 40, 45, 75, 125} .

Je vidét, Ze pro kazdé ptirozené Cislo n > 1 plati A, = A,,, A, ¥ A,,,. Pro zdpis
mnoZiny A, (pfi n = 3) si smluvme oznaleni 4, = {x;, x,, X3, ..., X,}, pfiemZ
Xy <Xy <X3<...<Xx,. Je trividlni, Ze x;, =1, a Ze x;=i+ 1 pro 2<i <
< n — 1.Podle zndimého CAYLEYHO vzorce plati ddle x, = n"~2. Ve vé&t& 1 nds zaji-
maji ,,mezery v mnozing A4,.

Véta 1. Necht n = 8. Potom plati x,_; =(n —2)n""3, x,_, = (n — 2)* n"™ 4,
Xe3=m=1)(n=3)n"% x_o,=0-2)>3n"5% x_5=mn-3)(n-2).

(n=Dn"3 xe=(n—-2)(n* —4n+2)n"" 5, x,_;=(n—=3)n""4 x,_g=
=n—-4)(n—-12n""5 x,_o=(n—-2*n""

Diikaz. Oznaéme %, uplny graf s n uzly, odstratime z %, po fad€ 1, 2, 3 a 4 hrany
a pro pfisludny graf vypo&t€éme vZdy podet koster. Vysledek jsme sestavili do tabulky;
uzly zde znadime u;, pfi¢emz si smluvime, Ze riznym indexiim odpovidaji riizné uzly.
Pfi odstratiovdini daného pocltu hran je ovSem nutno zachytit vSechny pfipady
(vzhledem k izomorfismu).
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' graf odstrénéné hrany pocet koster
G, | uu, n—2n3
9, ’uluz, Uz, (n—2)%n"*
Gy | uguy, uguy n—1)(n—3Hn"*
Gy | uguy, usuy, usug (n—2>3n""73
Gs Uiy, UyUs, Ugls m=—Nm—2)(m— DHn"~3
Y Uqly, Uyliy, Uslly m—2)(n® —4dn+ 2)n""3
d Gy | uuy, Upl3, Uzlty (n—3)*n""*
Gg | uguy, uyuy, ugu, n—4m—12na"3
Go | uguy, usuy, usug, uqug (n—2*n""6
G0 | uyuy, uzuy, usug, usity m—Dmn—22mn—3)n""°
Gy | uguy, uguy, ugus, ugug n—1D2mn— 320
G1o | uguy, uguy, ugus, usug =2 —dn+2)n"C
D13 | uguy, usuy, ugus, usy (n—2)(n— 32 n""3
‘7414 | Uy, Uy, Usly, UgUs (n2 — 5n+5) (n2 —3n+1) =6
G1s | uguy, usuy, usus, uzg n—1D*n—2)(n—Hn""°
Y6 | uguy, uyus, usuy, ugu; n—2%*m—dHn"3
Giq | gy, ugls, wuy; uyls (n— D@3 — T + 13n — 5) "~
Gis | uyly, uptiy, usuy, uguy m—Hm—3H@—1n"3
Gio | uguy, ugus, uguy, ugusg n—13mn—5n"°

MizZeme se piesvidiit, Ze k(%) > k(%,) > kK(%3) > ... > k(%135) > k(%1,). Od-
stranime-li z %, aspoil 5 hran, dostaneme graf 4, ktery je izomorfni s podgrafem né-
kterého ze grafit 9,, 9,0, 91y, ..., $19. Z toho plyne k(%) < k(¥;) pro nektere
i €9, 19, takZe jist& je k(%) < k(fﬁg) Tim je diikaz poddn.

Z dikazu véty 1 je patrné, Ze bychom obdobnym zpliisobem mohli poé&itat prvky
Xp_10s Xp—115 ---» PIifemZ by jen stoupala ndroCnost na numerické vypolty. Jesté
poznamenejme, Ze by bylo zajimavé zndt zdvislost podtu prvkit mnoZiny A4, na &isle n.
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Vime, Ze |4,| = |4,| = 1, |45] = 2, |4, =5, |45] = 16 a z véty 1 Ize odvodit
i hruby horni odhad pro |4,)|.
Déle odvodime odhad pro pocet koster, je-li zndm podet uzli a chromatické &islo.

Véta 2. Nech? graf % md n uzlii a chromatické cislo ¢ = 2. Potom plati

(1) K9) < "2 (c — 1>n—c‘

c
Dtkaz. Oznaéme U; mnoZinu téch uzld, jeZ odpovidaji i-té barvé (i = 1,2, ..., ¢)
a sestrojme novy graf ¥* = [U, H], kde U = | U; a kde pro kazdé xe U, ye
i=1

€U, (i + j) plati xy € H. Je vidét, 7e k(%) < k(%*). Potet Koster grafu 9* je z litera-
tury zndm (viz [1])"); poloZime-li |Ui| = n;, potom je

@) K@*) = nc-ziill (n = mpet.

Cislo k(%*) zdvisi na prom&nnych n; a vySetfime proto maximum této funkce vdzané

podminkou )’ n; = n, pfitemZ 0 < n; < n. D4 se ukdzat, 7¢ maximum nastdvé pro
i=1 :

ny =n, = ... = n, = nfc. Dosadime-li toto do pravé strany vzorce (2), dostdvime

jiZz odhad (1) a dikaz je podén.

Obratme se k dalsi problematice. Necht je ddn souvisly graf 4. Mdme uréit sousta-
vuK = {A'y, A5, ..., A} koster grafu & s t&€mito vlasnostmi: I. Ka?dé dvé& riizné
kostry jsou hranové disjunktni. II. Soustava K md maximdlni polet prvki. Zajimd
nds pocet prvkli mnoZiny K, tedy ¢islo IK I V literatufe byly odvozeny podminky, kdy
lze grafu ,,vepsat‘‘ dany pocet hranové disjunktnich koster. Pokud vim, vyjddfeni
Cisla IK ] nebylo zatim odvozeno. Zde si ukdZeme jeden vysledek pro specidlni pfipad
grafu 4.

Véta 3. Necht U, je uplny graf s n uzly (n 2 2). Potom plati |K| = [n/2].

Ditkaz. Ka7dd kostra grafu %, md n — 1 hran takZe plati (n — 1) ]Kl <
< dn(n — 1) &ili [K| < [4n]. Zbyvd tedy dokdzat, Ze v %, vidy existuje soustava
koster, jez md [}n] prvkid. Pro n = 2 a n = 3 je to zfejmé. Dejme tomu, Ze tvrzeni
je spravné aZ do pfirozeného &isla n = 3. V grafu %, ., zvolime dva rtizné uzly, jez
oznadime u,, u, . Ty odstranime z grafu %,,,, spolu se viemi hranami, jeZ s nimi
inciduji. Ve zbylém grafu U, _, lze najit soustavu K’ koster, jez md [¥(n — 1)] prvka.

1y Vzorec (2) je zobecnénim vzorce pro podet koster tzv. viplného sudého grafu, ktery jsme
r. 1958 odvodili v préci [3]. Pro tplnost uvddime, Ze pocet koster uplného sudého grafu poditali
pozdéji a nezdvisle na préci [3] téZ H. 1. Scoins a S. GLICKSMAN (Proc. Cambridge Philos. Soc.,
58 (1962), 12— 16; 59 (1963), 509— 517). Poznamenejme jesté, Ze vzorec (2) odvodila nezavisle na
praci [1] téZ I. RoHLICKOVA a referovala o ném v kvétnu 1961 na celostatnim seminéfi z teorie
grafu v Liblicich.
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‘Chceme  sestavit soustavu K pro graf #,.;. MnoZinu uzlh grafu %,_, vyjddtime
jako V3 U V, U V,, kde V;, V,, V; jsou po dvou disjunktni a plati |[V| = |V, =
= [#(n — 1)] (pro n liché resp. sudé je tedy |V3| = O resp. 1). Oislujme téZ prvky
soustavy K’ &sly 1,2,3,..., [#(» — 1)]. Nyni i-tou kostru z K’ doplnime dvéma
hranami Xu,, yu, ., (kde x € ¥, y € V) a dvéma uzly u,, u, . Provedeme-li to pro

‘kazdé i=1,2,...,[4(n — 1)], vidime, Ze jsme tak sestrojili [¥(n — 1)] koster
grafu 4, ,, pfiemz tyto kostry jsou po dvou hranové disjunktni. Abychom dostali K,
musime sestrojit je$t€ jednu kostru. Jeji hrany jsou wu,u,,, X+, yu, pro kazdé
x eV, akaidé y € V, u V,. Tim je diikaz poddn.

Zaéneme-li v souvislém grafu ¥ sestrojovat kostru tim, Ze vyjdeme z né&jakého
stromu & obsaZené¢ho v ¥, lze konstrukci dokongit riiznymi zplisoby. Pro graf %,
si v dal¥im zjistime, kolika zpisoby je to moZné. Snad trochu piekvapujici ve vété 4
je to, Ze (v tomto specidlnim p¥ipad&) poet moZnosti nezdvisi na struktufe stromu &,
nybrZ jen na podtu uzlil.

Véta 4. Necht %, je upiny graf s n uzly. Necht & = [U, H] je jeho podgraf,
pFicem# IUI = 5. Necht & je strom. Potom graf U, obsahuje prdvé sn"~*~! koster
takovych, e ka¥dd z nich obsahuje & jako podgraf.

Ditkaz. Vyjdeme z grafu %, a sestrojime orientovany graAiP 0;,, takto: kazdou
hranu xy nahradime dvojici orientovanych hran xy, ;J? V préci [3] jsme definovali

pojem W-bdze orientovaného grafu. Viimnéme si viech W-bdzi grafu 0?7,,, jejichz
prameny tvofi prdv€& mnoZina U. Je vidét, Ze pocet téchto W-bdzi se rovnd poétu
koster grafu #,, jeZ obsahuji & jako podgraf. V citované préci je uddna metoda, jak
1ze pocet W-bdzi urcit. Jde p¥i tom o vypocet vhodného determinantu, jenZ md v na-
‘Sem pfipad€ stupeil n — s, v hlavni diagondle jsou ¢&isla n — 1 a viechny ostatni
prvky jsou —1.-Odtud jiZ plyne naSe tvrzeni.

Nyni se budeme zabyvat (kone¥nymi) rovinnymi multigrafy a pfipomeneme si
pojem dvou navzdjem dudlnich?) multigrafii, jeZ studoval napt. jiz H. WHITNEY.
ProtoZe se zajimdme o kostry t¥chto multigrafi®), omezime se jen na multigrafy
souvislé a nepfipoustime ani smy¢ky ani mosty. Pfesné vzato, méli bychom rozliSovat
mezi abstraktn¥ definovanym multigrafem a jeho obrazem v roving a mluvit (v diikaze
véty 5) vdy o obraze uzlu, obraze hrany apod. Pro strugnost viak od tohoto vyjadio-
vdni upoustime v pfipad€, nemtbiZe-li dojit k nedorozuméni. Jsou-li .#, 4, dva
‘navzdjem dudlni multigrafy a je-li h hrana z #, pak h* ozna&ime tu hranu z .,
jeZ v rovinném zndzorn&ni protind h (tento zpiisob oznadeni viz [2]).

 Véta 5. Necht M ,; #, jsou konecné souvislé rovinné multigrafy bez smycek
.a mostii. Jsou-li My, M, navzdjem dudlni, potom plati k(H ) = k(A ).

Dikaz. Zvolme v 4 libovolnou kostru ", a definujme faktor ", multigrafu .#>

2) V ruském ptekladu BERGEOVY knihy [2] se na str. 236 uZivd ndzvu geo#icTBeHHkIH rpad.
3) Potet koster multigrafu .4 budeme obdobné znagit k(H4).
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takto. Je-li h hrana z 4, pak h* je hrana z &, pravé tehdy, neni-li h z 2¢",. DokdZe-
me, Ze A, je kostra multigrafu .#,. Musime tedy zjistit, zda 2", neobsahuje Zddné
kruZnice a je souvislé. Kdyby 2", obsahovalo kruZnici @, pak by @ délilo rovinu na
dvé oblasti. Uvnitf jedné i druhé bychom méli zobrazeny uzly z .#,. ProtoZe X', je
souvislé, mohli bychom najit hranu h z "y, jeZ protind h* z 2", (spor). Nyni k sou-
vislosti &,. Dejme tomu, Ze X%, neni souvislé; vyhledejme jednu jeho komponentu
a oznadme ji X'3. Uzlim z X9 odpovidaji v roviné oblasti, jejichZ sjednoceni je
rovnéZ oblast v roving; ozname ji Q. V§imnéme si hran, jeZ jsou zobrazeny na hrani-
ci Q. VSechny tyto hrany nemohou patfit do J¢,, nebof ¢, je strom a neobsahuje
tedy kruZnici. Proto na hranici Q najdeme hranu # nepatfici do °,. Hrana h* tedy
patii do & ,. To v3ak je spor s tim, jak byla vybrdna komponenta 9. Shrnujeme:
A, je kostra multigrafu ,.

V predchdzejicich fddcich jsme vlasthé definovali zobrazeni ¢ mnoZiny koster
multigrafu .#, do mnoZiny koster multigrafu .#,. Abychom zjistili, Ze je k(.# ) =
= K(4,), stadi, abychom se pfesvédiili, Ze ¢ je prosté zobrazeni na mnoZinu.
Zvolme dvé ruzné kostry Ay, A’y z M. V # { 1ze tedy najit hranu h patfici do ",
a nepatfici do J¢'|. Pfejdeme-li ke kostrdm ¢",, 2", multigrafu .#,, pak h* nepatfi
do A", a patfi do A7;. Tyto kostry jsou tedy téZ rizné. Je ¢ zobrazeni na mnoZinu?
V A, zvolime kostru ¢, a definujeme #°; v .4 tim, Ze h zafadime do ", pravé
tehdy, nepatfi-li h* do J¢,. Je vidét, Ze A", je kostra v .#,, kterou ¢ zobrazi na X ,.
Je tedy @ prosté zobrazeni na mnoZinu a diikaz je poddn.

Prdci zakondime dvéma otevienymi otdzkami:

I. Urlete maximdlni resp. minimdlni pocet koster pravidelného souvislého grafu
tfetiho stupné s 2n uzly. (Lze formulovat téZ obecn&ji pro pravidelny graf k-tého
stupng.)

IL. Je zfejmé, Ze existuji dva komplementdrni grafy ¢,, ¥, takové, Ze k(¥%,) =
= k(%,). Ptikladem muZe byt dvojice izomorfnich komplementdrnich graft*), jimiz
se zabyvali R. C. READ, G. RINGEL, H. SAcHS a B. ZELINKA. Rozhodnéte, zda vztah
k(%,) = k(%,) muZe platit i pro takovou dvojici komplementdrnich grafu ¥,, ,,
JeZ nejsou izomorfni.
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Pesome

OB OCHOBAX KOHEYHLIX I'PA®OB

VIVIPXXH CEJTAYEK (Jifi Sedlstek), Tpara

Iycts k(%) o3HayaeT YHCIIO BCeX OCHOB KOHeyHoro rpada wiu Myiabturpada %.
Hoxa3aHbl CielyIOUIHe TEOPEMBI:

1. ITycte A, — MHOXECTBO BCEX HATYPAJIbHBIX YHCEN M, LI KOTOPHIX CYILIECTBYET
rpad ¥, comepxammii n BepILIMH M YZOBJIETBOPSIOWHI COOTHOWeHHIO k(%) = m.
IomoxuM A, = {Xy, X3, ..., X,}, TOE X; < X5 < ... < X,. [l n = 8 copaBemIuBbl
paBeHcTBa X, = n"~ 2 (popmyaa Keim), x,_; = (n — 2)n" "3, x,_,=(n — 2)*n

r3—(n—1)(n~3)n"4’ ,4—("“2)3 n—‘s, ,5—(7!"'3)("—2)
(n=1)n""5 x, 6= (n—-2)(n —4n+2)n" 5, x_7—(n—-3)2 " X, g =
=(n = 4)(n — 1 "%, x,g = (n — 2)* 0"

2. Ilyctb c =2 — XpOMaTH‘ICCKOC YHCIIO rpa<ba % ¢ n sepumnamu. Torma k(%) <
< 0" (e~ D).

3. Iyere K = {A'(, A'5,..., A',} — MaKCHMAJIbHOE MHOXECTBO HENEPECEKAO-
IMXCA BHOJb pebep OCHOB MOJMHOTO Tpada ¢ n BepmmHamu (n 2 2). Torma t =
= [n/2].

4. Ilycte %, — nonusli rpad ¢ n Bepumuamu. Ilycts & — HepeBo, UMEOILEE §
BEpILMH, PAacHoJIOXeHHbIX B %,. Torga cymecrsyer B TOYHOCTH sn" *~! ocHOB,
KOTOpBIE coaepkaT & .

S. Iycts #,, #, — KOHEUHbIe CBA3HBIE IUIOCKHe MynabTurpadnr Ges metuei
u MocToB. Eciu xe J#,, #, B3aHMHO IBOMCTBEHHBL, TO k(M) = k(A ).

B 3axmodeHre paGoThl BHICKA3aHO Cledyrollee IpeamoJioxeHue: JIBa KoMm-
IUIEMEHTAPHEIX Ipada HMEIoT ommalconoe YUCJIO OCHOB TOTJA M TOJHKO TOTA2,
KOrza OHH M30MOP(HEL
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Summary

ON THE SPANNING TREES OF FINITE GRAPHS

Jikf SEDLACEK, Praha

Denote by k(%) the number of all spanning trees (i.e. maximal tree subgraphs)
of a finite non-directed graph or multigraph 4. The following theorems are proved:

1. Let A, be a set of all natural numbers m for which there exists a graph ¢ with »n
vertices and k(%) = m. Put 4, = {xy, x5, ..., x,}, where x; < x, <... < x,. For
n =8 we have x, = n""? (Cayley’s formula), x,_, = (n — 2)n"™%, x,_, =
=(n-2n""% x,.3=mn—-1)(n=3)n"" x,_o=(n—-2n""% x,_5=
=n-=3)(n-2)(n—-D)n""3 x,_6=m—-2)(n* —4n+2)n""°, x,.,=
=(n=3Pn""4x_s=mn—-4)(n—-172n"%x,_o=(n—-2)n""5

2. Let ¢ = 2 be the chromatic number of a graph ¢ with n vertices. Then k(%)
S 1" 3((c — 1)fe)e.

3. Let K = {4y, A5, ..., H,} be the maximal set of edge-disjoint spanning trees
of a complete graph with n vertices (n = 2). Then t = [n/2]. ’

4. Let %, be a complete graph with n vertices. Let & be a tree contained in %,.
If s is the number of vertices of & then there exists exactly sn"~*~! spanning trees
of %, containing &. '

5. Let .#,, #, be finite connected planar multigraphs without loops and bridges.
If #,, #, are mutually dual then k(.#,) = k(.#,).

Finally, the author remarks that he did not succeed in finding an example of two
non-isomorphic complementary graphs having the same number of spanning trees.
This open problem brings the investigation of spanning trees into connection with
the known concept of self-complementary graphs. ‘
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