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Сотшеп-ЬагЫопеб МаЪпета-Ысае ц*п1уег8.Па*1в СагоНпае 

9,1 (1968) 

О РЕШЕНИИ СИНГУЛЯРНЫХ ЗАДАЧ КОШИ В ОПЕРАТОРНЫХ И БАЗИСНЫХ 

РЯДАХ 

М.В. КАПИЛЕВИЧ ( М. \Л КАП1ЛХ1&),Москва 

§ 1. ФОРМУЛ» перехода от операторных РЯДОВ К базисным 

Рассмотрим в (<п «+* Л ) - мерной области -П С-о© < о< <со, 

0&Ъ<со1% ,Х * (х^,.*., *Х^ ) , уравнение 

(1.1) ХСфЗ = 1~(? 1ф2 + &*ф , (Лг*ш%Л), 

где X ж ^/^^ - линейные дифференциальные операторы, дей­

ствующие по переменным :х и л> соответственно, а<эо - « 4 , 2 . -
, с*) порядок оператора ^ / > 

1. Обозначим через ф (с*,А>у Ь- ) решение задачи Коши 

К СХ, ^ ^ , & \ Ф ^ А** (-*•*) с начальными данными 

(1.2) ф(4)С*,0)*г>Со<)) Фа)Со(,0)=ГСск), ф(Л)СХ,0)* О . 

Пусть Т ( ы) € С°° на всей гиперплоскости^ (~ со < о< <. со % 

а X и Ш^ допускают разложение функции ф (х, Ь) & ) в 

операторный ряд Ли-Тейлора-Дельсарта (ЛТД) С13 — С4Л : 

(1.3) фС*,Л>5-*г>*1; ЪьМь^СХ-ЛгЬГъСх) , 

где Ъ6С<Ъ) ш Л а Ъ^ (А> ) определяются однозначно из 

(1.1) и ( 1 . 2 ) . Особого внимания заслуживают те 11 Л $ для 

которых (1.3) может быть эффективно обращен относительно 

Ъ>СХ) . Например, при сС ** Л для Ц ^ я Ъ^ * у-— 

получаем (ф » иг ) .' 



(1.4а) гС*)-2.'%1Г+т'СХ"*''>~ «гГ***»**' 

а еслм & •* 2 , Ь^ в 3)^ ? то находим Гф в ^ > •* 

(!.«-) а**, - 1 ^ Е ^ ^ Г Х ^ Г * <*,*, ^ > , 

где Е ^ - числа Эйлера. 

В случае оС •» 2 простые обращения дает также оператор 

Бессм. ^ » - ?%\ § X ' 

(1.5а> ^С>)-1-9^^>/&^СХ-^аГ«С.х,/*,а.+-2лп,,^'> > 
4И "ГО 

(1.5*) тСоО* .С З^С^/^СХ-^Г^Г*,/!., а + ^-л^,^ >• 

Здесь. *>«/&- 4 * О, * 2 /4 ^ 0 , * 3 ^ С-Р ) м ^ Г > > ) 

указаны в С5]. В этом случае можно обратить (1.3) и в рядах 

ЛТД вида (1*4) С6],[71. Опираясь на (1.4а) и (1.5), приходим 

к следующим результатам: 

1. Пусть ос *? 2 , А в * Ар ш А л а А ^ м А^ (<*г ж 1, 2,.,. > 

связаны с В ^ равенствами: 

(1.6а) А ^ Сл>- <-^С>>>^ С-ЛП.)^ С*-*'. >л 2. й». 6 * > • 

(1.6*) ,-Г Сл>« о, Л>> Ё С-лп.̂  С-»+т.>л 2*~ &„. О > • 

Тогда имеют место разложения: 

( 1.7a) ф (*,*,> }*JL Am C*) /š~CX-Jlr*Г'x.C<*,b-,A+2<n,4r), 

1.7*) #C*,Ä,.fr>- І Ã ^ U ^ Л x - ^ Г я í C Ä ^ i c г t W ^ 
Лlf »PO 



Наоборот, решив (1*6} относительно В^С^) , придем к сход­

ным формулам, необходимым для обратного перехода от (1.7) к 

(1.3). 

2. С помощью рекуррентного соотношения 

i. 8) £*( X-Âr* )mx (*,A} b+km,&)м^^nўcCx,A>)a+lъ,&h 

где /ПI (т>-Н ) Л %ь9ъ
ш 2 "*(-'М,)„('»+<1')йш(ч>+ /т ) , можно транс­

формировать (1.7 ) в базисный ряд другого типа 

(1.9) ф^Л'^)«ХЭ^)^йХ э/&;а^2П>), Яп(А)*%4!и,п %т<*>, 

который в отличие от (1.7а) не требует бесконечной дифференци­

руемо сти баэиса, поскольку на этот рае 2 Г О»+.2?!) не под­

вергается воздействию оператора ( X -.-б*4)*4' , Обратив (1.8), 

придем к еще одной конечной сумме, свябывающей базисы рядов 

(1.9) и (1.7*$: 

(1.10>жС*,*>а*ал,*^ 

где ^•т-'М^^С^-» С-^^С-'пЪщь ОььС'й ) . Эта формула дает 

возможность возвратиться от (1.9) к (1.7 ) Гпри подстановке 

(1.10) в (1.9) возникает (1.7 ). с коэффициентами %„»(&) ж 

3. Заслуживает внимания также базис { $ (а, *- <к <гъ)) порож­

денный начальной проблемой с итерированным оператором 

(1.11) ***•*„+ %Ъц Ы*10)шГ<*>, ^(*,0)*О. 

Пусть ГС.У,А)»$и,.^>0), %п= В ^ С У А ) , а \ С л * * 

Л . С-*) имеют вид: 
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Таким обравом в (1.12), сопоставляя КГХ', ГЗ с задачей 

К С X* } ^ ] , мы "возводим оператор X в квадрат", а в (1.13), 

(1.14), наоборот, совершается переход от К Г Х ', ф 2 к про­

блеме К [ X ; X 3 , и тем самым "извлекается квадратный ко­

рень ив X " . 

4. Заменим в X С|Х,Л) а,-Сг > и ^С|Х,/Ь;<г) ив (1.11) /Ъ, а 

на 2 ^ Г * , 2 6 - И , ( Е « С т ^ > 4 / 2 ) ; и перейдем к 

пределу при ь -—** со , что дает 

(1.16) ит,хС*,2]/ё4>)2в-1,<Ь')** 1лгС*,А>1 &); 

где срС*Х,/Ъ) - решение проблемы Коши X С ^ * % / <^Со<>0) а 

в Ъ'С'зО » Построим соответствующие (1.16} конфлюзнтные случаи 

формул ( 1 . ? ) , ( 1 . 1 2 ) , ( 1 . 1 4 ) . С этой целью перейдем с помощью 

(1.4а) от рядов ЛТД ( 1 . 3 ) , ( 1 . 1 3 ) к разложениям по базисам 

{(Х-АгЬ^ф} и {Х'п-у ? . Тогда получим 

(1.17 &)фС^}Л>)^)^^5^Сл>)/^СХ-^)'гТ'С,Х)^ 

= ^ 'КлСЫ'?'СХ-4,*)т>игСх,А> Лг), 

С1.17Л» К,* Вв*А,т{ К^С*)*С-4)™^С-т)„В„С*\ С<т = <192,.: ) , 

а также два равенства, преобразующие X в X 2 и наоборот 

Х- в X : 

(1 лев.) ГСх,*)=л%.ЗпСл)/?Х"ЬСх)»2^бъ^Х1*^С*, *2> , 

(1.18«г) ИГЛ<, ̂  -г!! ^ С ^ ' ^ Л а Л ^ <Г* ) -

- 2. Аь,М*к-ХН'игСУ,/Ь! О ) 



Здесь в основу (1.17) и (1.18) положены решения ^(Х,**) &)> 

Сф(&7 /Ь ) проблем Коши с оператором первого порядка Ц^ яг 

• 1^ ? которые зависят от значений Т ($<) на всей гиперплос­

кости /О ж 0 • 

5. Если ограничиться в ( 1 . 3 ) конечным числом членов и записать 

Ф(#> ^> Лг ) в виде 

(1.19а) ф(о(^Ь^)^\С^^(Х-^)^Со<^Я^ , 

то по формулам (1.6а) , (1.7а; можно преобразовать Я ^ в ба-

эисный ряд; 

(1.1**) ^ - ^ ( ^ Л Х - ^ ) 1 1 ^ ^ ^ ^ * ^ ^ \ 

**» От, 

Наоборот, остаток К̂ -* базисных рядов ( 1 . 7 ) , ( 1 . 9 ) , (1 .12; 

( 1 . 1 4 ) , ( 1 . 1 8 ) можно перевести в операторный ряд ЛТД виде ( 1 . 3 ) . 

В случае (1 .9 ) полученные таким путем смешанные операторно-ба-

зисные представления типа (1.19) содержат ГX--&"*) только 

при М, ж 07 4, 2, >» ' ; <ПЪ — 4 7 и поэтому в отличие от 

(1.3) не требуют бесконечной дифференцируемости функции ??(<Х У , 

§ 2 . Примеры применения Формул перехода § 1. 

Перечислим кратко некоторые применения результатов § 1. 

1. Для сингулярной неоднородной задачи Коши 

иСх,0)= -ген), ^(^,0)^ О 



разрешающий оператор (1.3) имеет вид 

(2.г) м,(ы,А1а,4це)ж /г С 1,1г+4,4+4>тр (Х~+*П ^С*), 

где ф, и ^ - корни уравнения ю*- %>р -Ь -2- » О * В одно­

родном случае с 9 ® : 

Заменив в (2.1), />, а , С на 2 (С5 , 2Ъ-4, ^ С € , полу­

чим при & *—У ^ • 

(2.4а) Х'У*Ц^+С4г%&)<1Г» &<?СХ), 1>*СХ,0)** Г О О , 

С2.42А огГ|Х,/Ь)̂ ;с)гг &™, 4л(х,2ЙГь } 2в-1,4г,<*сь), 

В —+ оо 

а конфдюируя (2.2) по правилу (гЛЬ) найдем 

(2.5) 1гС*,Л)Лг,с)* ^ 1Л,с^гА^ А>СХ-4Г*)1 тСск) . 

Если положить далее &* уЛ^ - -^ и воспользоваться формулой 

<2.ва>фГ#,А) 0^)*МР КС*)лт'(Х-А>*)»'<КСк) , 

^г.ткш^^/^—^г'С^) в»+ьс*>> 

то можно перейти от (1.3) к более общему ряду ЛТД (2.6а) по 

степеням оператора Я - ^ 1 , Например, из (2.2) и (2.6) сле­

дует 

(2.7а) и-ЙХ, Л,*, ЩЩ, С ) - Д § ^ <>) ***^А- * / >*ГГ.Ч) 

сад*-) Р'ср+^Сцч-н^* 1%Ст>ч;<Г1'+"Ц-1,<1~*1-ь№+*), 





В функциях Гумберта выражаются и коэффициенты ряда: 

(2.12а)1гч>,й*> \Аг?-Лг/, с >* -Е А^СК^^чгС^^} Ц >, 

возникающего иэ (1.17) и (2.8*1/). СТОИТ отметить также раз­

ложение типа (1.1212т) 

(2.13а) * Г * , 2 * & % , 0 ) ^ 

и его обращение вида (1.14а) Г 1Я1 < Л/8 2 I 

(2.14а) Ь(Х,Х/э:<г,,0)=^АъУ^Х\(с*9&',а>1+ 2<к,0) , 

<2.1ш А*- ^ г ^ л ^ ^ , - ? , ^ ; Ч"> -'**> • 

При X - .Р^ пара взаимно-обратных разложений (2.13) , (2.14) 

связывает решение ^(<Х,/Ь) корректной (в смысле Адамара) 

задачи Коши (1.11), с некорректно поставленной параболической 

начальной проблемой для Х/С^/б) Г8Л, С9Л• Подобные связи с 

некорректной задачей Коши для уравнения эллиптического типа 

можно получить, положив /э г <1 С Сг ж: \рГ% > в формулах 

(1.4 ) , ( 1 . 5 ) - ( 1 . 9 ) , ( 2 . 1 Ы 2 . 3 ) , ( 2 . 7 ) и (2.8). 

2. Выделяя те иэ упомянутых 25-ти разложений, которые содер­

жат гипергеометрические полиномы &,&,&п%>&>&>&' '•• > 

следует особо остановитьюя на случаях, когда их коэффициенты 
— Г*+ #& 

А 1 А^ , А ^ ?
 А ^ образуют ортогональное семейство функций 

от Я на некотором интервале Г Я..?
 7
 Я

2
 Л , Следуя ГЮЛ, 
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можно строго определить число всех таких возможных ортогональ­

ных базисных разложений, связанных с ^ 9 1 г > Х% V» ^ г ? $г* * 

Например, полиномы Якоби б ^ С^г,^; Л) и Гегенбауэра 

С* ( Я) , У которых отрезок Г/Я-» Я* Л конечен, содержат 

равенства 

(2.15а) %(*,&/»} 0,г14г)* 

« ^ ^ Ч ) < ^ , ^ 

(г.15М <ю>(*,хыо)*^гтм^з-и"С(:>с)><лп*{*>*''а-+2'т)' 

а многочлены Лагерра 1—^ ( Я ) к Эрмита Н^ ( Я ) с бес­

конечным интегралом С Я^, Я 2 3 встречаются в формулах: 

(2.16а> *6Х, 2 /1С»;о,-».1 5~:*>? ^ Я ) « - ^ Г У ^ ) , 

(гаем цгС*, *Ь**0)*^9тТ Н^СА)*'"'^*,**) . 

Наконец, существенно иными свойствами обладает разложение по 

многочленам Бесселя / ^ С ^ ^ )
 в

 2
^ С-^,^ + ̂ - 4 ; -.& ) орто­

гональным на единичной окружности 1х\= 1 в комплексной об­

ласти % ; 

( 2 . 1 7 ) ^ Г * , Я ^ ^ > : ^ 

4- ̂ *Я,,-6г), 

Следует эаметить, что в (2.15 ) претерпевают изменения оба о-

ператора X и Ц , в то время как в (2.16) и (2.17) меняет­

ся только один и8 них. 

3 . Выписав интегральные выражения Фурье для коэффициентов ря­

дов ( 2 . 1 5 ) , ( 2 . 1 6 ) , ( 2 . 1 7 ) , мы представим в форме квадратур ба­

зисы разложений ( 1 . 7 ) , ( 1 . 9 ) , ( 1 . 1 2 ) , ( 1 . 1 4 ) , ( 1 . 1 8 ) , ( 1 . 1 9 ) , а 



ватем трансформируем эти разложения в интегральные операторы 

преобразования, переводящие X, *$ , 1ЛГ в ф , р и И Г . 

Таким путем, например, при а,г > О̂  & 0 , (Ъ0 • Р>% - А, ? 

!г,*\1*г*-3г1, 4**Л$*\ ГС*,+4)П1К)<и><*2 ГСцИ^д^Цпвходмиг 

(2.18ш>иСо<,^5а1,-е5,с>- /я^«-Я 1 ) Л "^^Я,^»^,Л^;0 ) г Л^Л ; 

где ф » ( И - " - 4 - ^ . 2 » ? ^ » ; ^ " Л * еГ('7-Л а )Л а в случае (2 .4) 

С2.1ам.уГ*,^-!ье>«г--^)/л^К^ 

Р 

Указанные интегральные представления Фурье базиса рядов (1.7), 

(1.9),(1.12),(1.14),(1.18),(1.19) позволяют одновременно свес­

ти к квадратурам их остаточный член, а также остаток К опе­

раторных разложений (1.3),(1.19),(2.6). Например, на этом пути 

полуачем при (Ь9 + >т- > 0 : 

(2.19а) 4А,С*)ь}а2>4г)с)=4?Еъ Ъ„,<Ь (*-Лг*)"'* С*)+ Я^ , 

**-/л**атм-л*)*^ 

{г.19*) 1***((&9\ь('*11+11т,®т,п &*~(Х~&2^ъ(*?Ъ/ь>,а^+1<гп9&)} 

где /3, и (и, те же, что в (2.18а), Е^~Г2* П %М^ С%2+ А \ Т\ 

а 0 ^ можно также писать в в и д е Г / З ^ Д ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Я - Ь ; СЬ^ЯУ). 

С помощью (1.9) и (2.2) находим далее: 

' * * * * <nl "(i>л + fn,ť\У -

+ 2<n.,4-) + R^ , 

(2.20*-) R . / a N l - Я в ) * ~ И Q . л Í Л > * f . x , Л * . a ł , * > e ť Л , 
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(Ли*»'$»ш (^Ст^и^Л $1 ^^+т^+т%^+т%т+А^»)9 

Если !%..*.>.,/!>} а.-, -0О1 ^ М при (\х,/>> € & ? то из (2.20 ) 

вытекает оценка 

(2.21) ! К ^ I * М \ш\ь\% % И,11>ж+ <гп, %%+т}т + /\,у>1+лп>+/1) 4 ) , 

где »Я - ряд вида Заальшютца. В силу (2.21) (*тп> К^» О 
9 * *я, -» со 

и таким образом 4&(0(;»Ф; &,'&", С ) можно с любой степенью 

точности аппроксимировать конечным отрезком ряда ( 1 . 9 ) . 

4 . Особый интерес представляют найденные равенства в тех слу­

чаях, когда в них решение одной из двух сопоставляемых задач Но­

ши является иввестной функцией от ъ (*) . Например, если Ляг 

(2.22) 'иг(х}Ъ}4г)= г ттС*^*,*»* *», + <* ' > 

и эдесь (2.11),(2.12) и (2.16а) дают разрешающие операторы для 

X и 1 Г , а (2.15 ),(2.16 ) и (2.1?) обращают эти операторы 

относительно начальной функции. Так и8 (2.16) следует 

х,(*,2№л>}а}0)* Ё /"^Г ^*(М^Г(*АЬ*у->7**г+Л^> 

и по формулам Фурье для коэффицентов этих ортогональных рядов 

находим: 

* -а? 

#Й1йГЛ^<ос,*)в/^^ ^
а 7 

— с* 

где У +.Л^6гг С^ч- Я/о,.».> 1^-н Я/Ъ ) # Если X - лапласиан Хгг 
в Л *.<*---» Д ? * ? а О, я /П - 4 ; -Иг** 0 , то решение 
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У (Х.А)ЛЪ~4, О ) эквивалентно среднему значению 

МС"**,^/ Т^^)2 функции тСХ ) на сфере радиуса /Ь с 

центром в точке # (Х^,, , , «X ) , поэтому при таком выборе X 

и параметров а^ , Ь^ ( А г ^, .2 ) , в левой или правой части 

равенств (2.10а), (2.11а),, (2.14а), (2.15а | , (2.16а), (2.18а), 

(2.19) вместо X появятся средние М .Например, полагая в 

(2.10а) Лг% 9 Як? * Яг7 а^е /п- 1, а * а , X = Д , получим: 

М[*,Я*;ГОО:). 2. Д ^ С л ^ ^ Г Д ^ в ^ ^ , ^ ) а, + 2*>п,&), 

а ив (2 .11а), когда Л * Л - * ) , ^ - ^ - -^ , Л = Д . следует 

где /т!/Т^=С-'1У т ' фъ С - " * , 3 ^ Я , - & * Я * > . Наконец (2.14а) 

при а>1я<Г1~/1, б^г.** ^*> X & Д дает решение итерирован­

ной задачи Коши (1.11) : 
0 0 

ţtsx, a/bja,0)-*Z A^ćcUлГJ^Mf*, Æ ; Г ^ ) J 
-йГг* -*• *** > 

-fcřV^-M^Í-t,-!-*,^ ,*-£-!, ̂ M,2f .V ) 

Следует наавать также более общий случай, когда. X являет­

ся /п -мерной суммой операторов Бесселя Х - 2 (^ +-тг Ъ* )• 
•Л** *& Х^ **» 

Здесь, подставляя в (2.20а) значение х Сх,/&; О^-б- ) мы при­

дем к эксплицитному решению соответствующей неоднородной про­

блемы Коши ( 2 . 1 ) . 
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