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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

PRIZPUSOBEN[ NEWTONOVY METODY K DODATECNYM
NEROVNOSTEM PRO NEZNAME

PETR LIEBL

(Doslo dne 25. ledna 1967.)

1. Budeme se zabyvat feSenim soustavy » rovnic o n neznamych
(1) fi(xlaXZ’---axn)=0, i=12,..,n,

o niz budeme piedpoklddat, Ze md v jisté oblasti prdve jedno feSeni. Je pak zfejmé,
Ze v podstaté stejné feSeni lze najit 1 feSenim jinych soustav, vzniklych ,,pfepsdnim*
soustavy (1) ,,do jiného tvaru®. Tak napfiklad Ize provést ,,zim&nu zdvisle promén-
nych* pouZitim n funkci o n proménnych

9y Vs V) i=1,2,..,n,
kde vSech n funkci g; md vlastnost
g:{0,0,...,0) =0,
gy ya oo 1) ¥ 0,

kdy? alespotii jedno y; + 0. Misto soustavy (1) lze pak fesit soustavu

Gl f1(x1s oo Xn)s S2(X0s oo Xa)s oo X1 o0 X)) =0, i =1, ...

Jind mozZnost je ,,zdména nezdvisle proménnych*, kde pouZijeme n funkci o n pro-
ménnych
hizyszas oz, i=1,2,..,n

a feS§ime soustavu
(2 Fihy(zgs oo Za)s BaZ1s s Z)s oo B2, 2,)) = 0, i =1, .., m.
Je-li pak Z,, Z,, ..., Z, feSeni soustavy (2), je

X =h(Z, 220 .0 2,), i=1,..,n

feSenim soustavy (1).
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Piejdeme-li k vektorovému zdpisu, piepiSeme soustavu (1) jako vektorovou rovnici

3) f(x)=0,
kde x je sloupcovy n-&lenny vektor o i-té sloZce x;, a f(x) je sloupcovy vektor o i-té
sloZee fixy, X2, .-+, X,). »,Zdména nezdvisle prom&nnych* je pak ddna vektorovou

funkci h(z), a soustava (2) piejde v rovnici

(4) p(z) = f(h(z)) = 0.

2. Zabyvejme se otdzkou, jak takovd ,,zdména proménnych‘ ovlivni postup
feseni rovnice (3) Newtonovou metodou. Jeden iteracni krok touto metodou je ddn,
jak zndmo, vztahy

(5) F(x(m)) d(m) — ____f(x(m)) ,

(6) XD = xm) g

kde F(y) je matice parcidlnich derivaci df,[dx;, vzatych v bod€ y. Pfedpoklddejme
v dal§im, Ze tyto parcidlni derivace existuji a Ze det F(x™) = 0. Provedeme-li jeden

krok Newtonovy metody se soustavou (4) misto se soustavou (3), fesime misto sou-
stavy linedrnich rovnic (5) soustavu

(7) P(z)d = —f(h(z)),

kde h(z) = x™ a P(t) je matice parcidlnich derivaci funkci p; podle proménnych z;
v bodé t, tedy
P(z) = F(x™) H(z),

kde H(z) je matice parcidlnich derivaci funkci h; podle proménnych z;, o nichZ
budeme pfedpoklddat, Ze existuji. Linedrni soustavu (7) je tedy moZno psdt jako

F(x™) H(z)d = —f(x™),
coZ vzhledem k (5) zna&i
H(z)d = d™,

a tato soustava md pro det H(z) %+ 0 jediné feSeni. Pfedpokldddme-li také, Ze v okoli
bodu x je funkce h prostd a m4 tedy inverzni funkci k = h™?, je krok Newtonovou
metodou pak dokon&en obdobou vztahu (6)

2 =z+4d,
kde z = h™'(x™) = k(x™). Ozna&ime-li h(z') = x™*1, mdme vztah
(8) XD = h(z + H™Y(z) d™),

ktery nahrazuje vztah (6). Viimn&me si, Ze d™ zna&i v (6) i v (8) stejnou veliinu,
totiZ feleni linedrni soustavy (5).
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Vidime, Ze rozhodnuti provést krok Newtonovou metodou na modifikované
soustavé (4) misto na piivodni soustavé (3) znaci pouze zam&nit vztah (6) vztahem (8)
a neni tfeba ,,zdménu proménnych* skute¢né provést.

Poznamenejme je3té, Ze za rozumnych predpokladii

(9) Ii(m+]) _ x(m+])| — O(Id(m)|2)’

Piedpokldddme-li totiZ, Ze funkce h; maji totdlni diferencidl v bodé z, plyne z véty
o pfiristku funkce vztah

|z + t) — h(z) — H(z)t| = O(t]*),
a tedy
|h(z + H™(z) d™) — h(z) — H(z) H™}(z) d™)| =
= l;((m+1) — xm _ d(m)l - 0(|H“(z) d(m)lz) — 0(|d(”‘)12),

3. UkdZeme, jak lze jednoduché zdmény proménnych vyhodn& pouZit. Pfed-
poklddejme, Ze mdme fedit soustavu (1) a Ze n&které funkce f; maji smysl jen pro
kladné hodnoty nékterych proménnych (které nap¥. maji fyzikdlni vyznam tlaku,
pravdépodobnosti nebo hmoty). P pouZiti Newtonovy metody s krokem (6) hrozi
nebezpedi, Ze néktery z prvnich krokl zavede do ,,zakdzané* oblasti, a vypocet
je pak nutno prerusit, pfipadné je tfeba mit pohotoveé specidlni postup pro takovyto
pfipad. Zvolme tedy funkce h; tak, Ze pro ta i, kde x; m4 zGstat kladné, poloZime

(10) hizy, ..., z,) = €,
zatimco pro ostatni i jednoduSe poloZime
(11) hizy, ..o z,) = z;.

ProtoZe kaZdé h zdvisi jen na svém z, je matice H(z) diagondlni, s diagondlnimi
prvky rovnymi e** resp. 1, a inverzni matice H™'(z) md diagondlni prvky rovné e™**
resp. 1. Pro slozky vektoru x™* 1) prejde (8) v piipad& (10) v

(m+1) m . 4 (m) d
s(m m 13 m i
(12) % = exp (In xi" + x_""—)> = x{"™ exp <;m—)) ,
i . . i
resp. pro (11) je prosté
FmED = xm 4 gim

Jind moZnost volby funkce h by byla napf. h(z,, ..., z,) = z, kterd vede pro
x{™ > 0 na vztah

gm+1) _ <\/[x(m)] +

d(m) 2 (m)2
i

de
=x" 4+ dm 4+ =
2 «/[x‘{"’]) : ax
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Je-li tieba udrZet hodnotu x; v mezich (—a, a), pouZijeme vyhodn& funkce hyz;) =
= 2a/n arctg z;, pro kterou (8) prejde v

- 2a ax™  gd{m _, mxim
D = arctg [ tg —— + —cos 2 —- ).

T 2a 2a 2a

4. Uvedeného postupu bylo s dobrym vysledkem uZito pfi feSeni soustavy deviti
&dsteéné nelinedrnich rovnic pro tepelnou rovnovdhu tlakové plyndrny [1]. Pro-
ménné jsou objemy plyni resp. teplota. Ukdzalo se, Ze nahrazeni vzorce (6) vzorcem
(12) nejen zabrdni piesdhnuti prom&nnych do zdpornych hodnot (tomu se dd me-
chanicky zabrdnit i jinak — napf. poloZenim

D = max (e, x(™ + d{™),

kde ¢ je n&jaké malé kladné &islo), ale piisobi i jako pruzny néraznik, ktery nedovoli
hodnotdm proménnych pfili§ se pfibliZit nule. Opa&né nebezpedi, Ze totiZ nékterd
iterace ,,vystieli“ daleko k vysokym hodnotdm, je oviem timto postupem zvySeno.
V daném konkrétnim pripadé se toto nebezpedi ukdzalo jako nepodstatné; a kromd
toho by bylo moZno vhodnou modifikaci funkci h; (tak, aby jejich derivace pfi
z — oo klesala a ne stoupala jako u exponencidlni funkce) vypofddat se i s timto
nebezpecim.

Poznamsnejme, Ze vysledky odst. 1 a 2 lze vyloZit i takto: Viechny zpiisoby uréeni
nové aproximace X *1, pro n&Z plati (9), kde x™*1) je uréeno (5) a (6), jsou teoretic-
ky rovnocenné, protoZe je lze chdpat jako krok obvyklou Newtonovou metodou
po jisté zdm&né nezdvisle prom&nnych. Odst. 3 je mozno chdpat jako ndvod, jak pfi
dodrZeni vztahu (9) volit rizné vzorce pro X™* 1), tak aby zhstaly zachovdny jisté
nerovnosti pro proménné. Prakticky lze doporugit ¥idit se pfi sestavovdni rovnic (1)
hledisky pfehlednosti a jednoduchosti a dodrZeni urcitych nerovnosti zajistit aZ
pomoci vztahii pro novou aproximaci (8). Je dobfe moné, Ze lze s vyhodou uZit
prakticky i sloZit&jsich funkci h, neZ zde bylo provedeno v odst. 3, zejména takovych,
kde nékteré h; je funkei n&kolika z; a matice H(z) jiZ neni diagondlni.

Pesiome
\

TIPCITOCOBJIEHUE METOJA HBIOTOHA
K JOIIOJIHUTEJIBHBIM HEPABEHCTBAM JJIA IIEPEMEHHBIX

TMETP JINBJI (PETR LiEBL)

UccieyroTcs U3MEHEHUs!, KOTOPBIE BHECEHBL B hopmyJibl MeToaa HbroToHa, KoTaa
pelaeMast CHCTeMa ypaBHEHUM

fi(xl,b...,x,,) =0, i=1,..,n
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6bLTa MpeX/ie M3MEHEHA TIOICTAHOBKOM HEM3BECTHBIX
x;=hlz,..,z,), i=1,..,n.

OKa3BIBAETCA, YTO B TAKOM Clyyae B Iare METOJA JIMHEiHAsi CHCTEMA JUTs Hpupa-
wenns d™ nepemenupix x{™

F(x(”‘)) dm™ = ——f(xf."')) ,

rae F(t) — marpuua 4acTHBIX NPOM3BOAHBIX (YHKIMI f, B3ATBIX B TOYKe ¢t =
= (ty, ..., t,), 3AMCHSICTCS JIMHEIHHO CHCTEMOM

Fx™)H(z)d = —/(h(z))

It ipupauizhuit d; nepemMenubix z;, rae h(z) = x™ u H(z) — MaTpuia 4acTHBIX
NPOM3BOAHBIX QYHKIMIA h;. DTO MOXKHO UCIOJIb30BATh TAKUM 00pa3oM, YTO HE Mpo-
BOS paKTHUECKH NTOACTAHOBKY B CHCTEMY, MMEeM BCE BbITOJbI U3 Hee BHITCKAIOLIHE.
Tak, Hanpumep, KOTJa HOBbIE IIEpeMEHHbBIE CYTh JIOTapu(MBI CTapbix, 3Ta MOJCTA-
HOBKa BJIeveT 3a co00if TOJIbKO 32aMeHy 0OBIYHOM (hopMyITbI
XD = xm g glm
dopmyutoit
(m)
)z(im+1) = x(im) exp ——

b
x{™

KOTOpast, NO-BUAMMOMY, COXPAHSET IIOJIOKUTEIBHOCTD MepeMeHHbIX. Tem xke crnoco-
60M MOXHO BBIBECTU (HOPMYJIBI, COXPAHSIOIIME BHIMOJHEHUE U IPYTUX HEPABEHCTB
JUISL TICPEMEHHBIX, TIPUYEM KaXIyro TaKyro (GOpMyJIy MOKHO MOHMMATE KaK LIar Me-
Toa HbloToHa 1JIA CACTEMBI MOCTE ONPE/ICIEHHON NMOICTAHOBKH.

OTOT mpueM JaJl yOOBJICTBOPUTEIbHBIC PE3YJIbTATHI, OYAyYU NPUMEHEH K CHCTEME
JIeBSITL ypaBHEHWH, e NMEPEeMEHHBIE NOJDKHBI OBLUIM OCTATHCS MOJIOKUTEIIHLHBIMH.

Summary

«~ ADAPTING THE NEWTON-RAPHSON METHOD TO ADDITIONAL
INEQUALITIES FOR THE VARIABLES

PETR LIEBL
In the paper we are investigating the effect of a substitution
x;=hfzy,..0z,), i=12..,n
of new variables z; for the unknowns x; on the solution of a system of equations
flxps-onx) =0, i=12..,n
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by the Newton-Raphson method. It is shown that, in one step of the method, it
results in the solution of a system of linear equations

Fx™)H(z) d = —f(h(z)).

where h(z) = x™, H(t) is the matrix of the partial derivatives of the functions h,
with respect to z; at the point t, and

F(x("") dm = ——f(x("‘))

is the linear system which is solved for the step of the Newton-Raphson method
without that substitution. This suggests a convenient way of benefitting from a substi-
tution without actually performing it. For instance if the new variables are the
logarithms of the old ones, this results merely in replacing the usual formula for the
new approximation

x{meD = xm 4 glm
by

(m)

d
(m) 2P
x;™ exp x‘,-"')

i£m+ 1) _
which is obviously useful in keeping the variables positive. In a similar manner other
formulas which keep the variables within certain bounds can be derived. All of them
may be understood as the ordinary Newton-Raphson formula for the original system
modified by a substitution. Good practical results have been obtained with a system
of nine equations where the unknowns must remain positive.

Adresa autora: Petr Liebl, Matematicky tistav CSAV, Zitna 25, Praha 1; t.& Dept. of Mathe-
matics, University of Ghana.
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