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SVAZEK 12 (1967) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

POZNAMKA K SUPERRELAXACN[ METODE

E. Humnat, J. Z1iTtko

(Doslo dne 30. kvétna 1966.)

1. UVOD

Pii teSeni eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou siti obdrzime
zpravidla ,,velkou‘* soustavu rovnic. Matice soustavy md po vhodné permutaci
obvykle blokové ti¥idiagondlni tvar. Takové soustavy se Casto Fesi iteracni metodou
SOR s itera¢ni matici &, = (I — wL)™" (wU + (1 — w)I).

Bylo dokdzdno, Ze je-li matice soustavy symetri-

ckd a positivné definitivni, potom metoda SOR o(2,) '
konverguje, je-li w €(0,2). P Lo
Predpoklddejme, Ze matice soustavy je 2-cykli- ————WE
ckd, shodné uspofddand. Na obr. 1 je zndzornén A !
pribéh spektrdlniho poloméru o(Z,,). Funkee o( Z,,) - :L i
klesd v intervalu (0, w,), kde w, je optimdlni hod- oy 2w

nota a v intervalu {w,, 2) linedrng roste. Cislo w,
je ddno vzorcem
2

w"=l+/(1 2)’
Y ’“,“)

kde u je spektrdlni polomér matice L + U.

Ozna&me ¢, vektor chyby pii m-té iteraci. Oznaéme k,(w) nejmensi pocet iteraci,
pro ktery HcmH < ¢ pfi daném w. V této prdci je ukdzdno, Ze je-li v < w,, potom
existuje s, tak, Ze pro kazdé ¢ € (0, ¢,) plati: existuje x > 0 tak, Ze pro |0, — m,| <«
je |k(w,) = k(w,)| < 1, coZ znal, Ze neni moZné, aby pfi malé zmén& w doslo
ke ,,skoku‘“ v poctu iteraci, coZ lze pozorovat pro w > w,. Dile je dokdzdno (véta 2),
Zeje-liw, < w, < w,, potom pro dostatecnd malé ¢ je k(w,) = k»,). coZ odpovidi
pritbéhu funkce o(Z,,) podle obr. 1. Rovn&Z je-li w, < w, < w,, potom pro dosti
mald ¢ je k(w,) < k(w,), coZ odpovidd pritbéhu o(#,,). Na zdvér préice jsou uvedeny
numerické vysledky. Jednak je to tabulka zdvislosti k,(w) na @ v okoli relaxa¢niho
faktoru w, pfi & = 107*, potom graf objastiujici prib&h k(w) a ,,skok* v poctu
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iteraci a nakonec graf k(w) pro ¢ = 1072, 107, 107%, 107, 107%, 10~ ". (Zdroveii
je u tohoto piikladu vidét, Ze skuteény optimadlni relaxaéni faktor je vét3i nez teore-
ticky vypoctené w,.)

2. NEKTERE ZAKLADNI VLASTNOSTI SUPERRELAXACNI MATICE

Necht je dina matice 4 typu n x n,
(1) A=D(I-U-L),

kde I je jednotkovd a D diagondlni matice, La U necht jsou ostfe dolni a ost¥e horni
trojihelnikové matice. Necht A md ndsledujici vlastnosti:')

a) A je symetrickd a positivné definitni.
b) A je dvoucyklickd.

2
Oznaéme
(3) B=L+U

a pfedpoklddejme, Ze pro libovolné nenulové komplexni o je matice oL + a~'U
podobnd matici B. Matice B je slabé cyklickd s indexem 2, vSechna jeji vlastni &isla
jsou redlnd a md pouze linedrni elementdrni délitele. Necht u,, p,, ..., y, jsou véechna
Jjeji kladnd vlastni ¢isla a necht plati:

(4) IL>py2p2..2p>0.
Matice &, definovand vztahem
(5) Po=1-oL) " (0U + (1 — o)1)

m4d pak vlastni Cisla:

© b (o) = (2[4 o~ DY,

2

— ITen2,% — _ )
o) = (U’ﬂ; J[o} — 4o 1)]>1

Jagir(©) = Aagis(w) = o= Afw) =1 - o.

Oznaéme w, hodnotu, v niZ o(Z,,) nabyvd svého minima. Plati

2
(7) Wy =
1+ \/(1 — i)

1) Viechna oznaéeni a pojmy jsou picvzaty z [1].
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Pro w € (0, w,) plati: Je-li p; r-ndsobné vlastni &islo matice B je 4,(w) = A3(w) =
=..= 22,_1((0) r-ndsobné vlastni Cislo matice %, a vlastni vektory matice &,
pfislusné k ll(w) tvoti r-dimensiondlni prostor V{). Prostor vytvofeny vlastnimi,
pfipadn€ kofenovymi vektory pfislusnymi ke zbyvajicim vlastnim &islim ozna&ime
V&, Dile plati

(8) (o) > |Aw)] pro i#1,3,5 ...,2r 1.
Pro w € {w,, 2) plati
9) l).,»(w)l =w—1 pro i=1,2,....n.

Zvolme libovolnou normu v n-rozmérném unitdrnim prostoru V a zvolme y e V.
Definujme si

o o= (i o]

Pro kaZdé w € (0, w,) je tato posloupnost konvergentni a plati

(11) lim Q,(w) = n,,
k=
kde 7, jsme oznaéili délku primétu vektoru y do prostoru VU,

Dokazme, Ze tato konvergence je stejnomérnd vzhledem k w na kazdém intervalu
Lo, By = (0, w,).

Ozname M, operdtor indukovany operdtorem 1/A,(w).%, na invariantnim
podprostoru V). Pak plati, Ze | M%]| je spojitou funkei w stejné jako 1,,.

Zvolme nyni pevné w, € {0, w,). Operdtor M, md viechna vlastni &isla mensi
neZ 1 a proto existuje ptirozené &islo ¢ takové, Ze [MY || < C < 1, kde C je n&jakd
pfedem zvolend konstanta. V disledku spojitosti ||Mwn existuje Cislo & takové,
Ze stejnd nerovnost plati pro viechna we{w, — 3, w, + 9 <= (0, w,). Sledujme
nyni nésledujici posloupnosti funkci proménné w:

(12) lzol - IMEz] MOz
IMyza] . ME7 2] M2tz

M M2 2 M2

kde jsme oznadili z,, pramét y do V(2. Jsou to posloupnosti spojitych funkci, které
v intervalu {w, — 3, w, + 3) konverguji monotonné k nule. Kazdd z téchto po-
sloupnosti je tedy stejnomérné konvergentni. Z toho plyne, Ze také posloupnost
HMw (,“ je v tomto intervalu stejnomé&rné konvergentni a uZzijeme-li je$t€ Borelovu
vétu o pokryti zjistime, Ze tato posloupnost je stejnomérné konvergentni v {a, f>.

ProtoZe plati [|[M%z,[| = |5, — Qu®)|, je také konvergence v (11) stejnom&rnd.
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3. VLIV ZMENY RELAXACNIHO FAKTORU NA POCET ITERACI NUTNYCH
K ZAKONCENI ITERACNIHO PROCESU

Zavedme ndsledujici oznaceni: pro libovolné ¢ < 0 a w € (0, 2) oznalime k(w)
takové pfirozené &islo, Ze || #%y|| < ¢ a pro viechna ptirozend k < k,(w) plati
| £%y]| > &. V ndsledujicich dvou vétdch si popiSeme chovdni tohoto &isla.

Véta 1. Necht matice A, B spliuji podminky z odstavce 2. Zvolme vektor y e V.
Necht existuje interval {(a, ) € (0, w,) takovy, Ze ., + 0 pro vSechna e {a, f>.
Pak existuje takové ¢, > 0, Ze k libovolnému ¢ € (0, &) existuje x > 0 tak, Ze pro
libovolné w,, w, € <o, B, pro které |w, — w,| < x, plati |k (o) — kw,)| = 1.

Ditkaz: Necht ¢ je libovolné kladné ¢islo takové, Ze 6 < min p,. Podle (11)

wela,fy
existuje takové prirozené k;, Ze pro k > ks a w € {a, i) plati

(13) Ny — (3 < Qk(w) < N + (S
a tedy podle (10)
(14) (1o = 0) X(w) < | ZLhyll < (n, + 9) Xi(o).

Funkce f,(¢) = (n, — 8) Aj(w) a f.(¢) = (n, + 6) Ai(w) jsou klesajici funkce
proménné £. Zvolme si ¢ > 0 zatim libovoln& a uréeme body &, (), &,(w), ve kterych

fl(é,(a))) = fz(rfz(w)) = ¢. Plati
(15) £i(w) = log (&/(n,, — 9))flog 41() ,
&y(w) = log (¢/(n, + 8))/log 2,(w) .
Nyni si zvolime libovoIné redlné 4,0 < 4 < 1 a dokdZeme, Ze existuje § € (0, min 7,,)

wela,p)
takové, Ze &,(w) — &,(w) < 4 pro viechna we {a, f> a ¢ > 0. Odhadnéme tedy

velikost tohoto rozdilu:

(16) &x(w) = &i(w) = log [(n, — 0)/(n, + 8)]/log 2,(w) <
< log [(n, = 9)/(n, + 9)] max log A(w) =

< log[( min n, — 8)/( min n,, 4+ §)]/ max log i,(w).
wela,p) wela.ff) wela,f)

Pfi téchto odhadech jsme uzili toho, Ze log [(£ — 8)/(¢ + 6)] je rostouci funkce
proménné & v intervalu ((3, + 0). Pravd strana posledni nerovnosti je spojitd funkce
proménné 9, kterd pro 6 = 0 nabyvd hodnoty nula. Je proto mozné zvolit § > 0
tak, aby tento &len a tim také rozdil &,(w) — &, (w) byl mensineZ 4 pro viechna
pfipustnd o a ¢.

Necht tedy 6 je ¢islo danych vlastnosti, naleznéme odpovidajici k; a definujeme
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£ = min min | £Ly|. Zvolme ¢ < &5 = min (&, 1, — J). Funkce &,(w), &x(w)
k=0,1,...ks wela,

jsou stejllomgrné<s;gjité funkce proménné w na intervalu («, ). Existuje tedy takové
K > 0, Ze pro oy, , € {a, B, |, — w,| < « plati nerovnosti |&,(w,) — &(w,)| <
< (1 = 4)2 a |&(0,) = &(wy)] < (1 — 4))2.

Zvolme w,, w, € {a, i), aby ]wl - U)z| < K. Pro vSechna wedw, ff) a k =
=0,1,2,...k; plati |ZLy| > ¢ a tedy k(w,) > ks, k(w;) > ks. Pro k > k,
viak plati (14) a tedy

(17) Li(@) = ko) < (o) +1,
(18) min (¢(0y), &i(0,)) £ k(w) £ max (&(w,), &(w,)) + 1
pro i = 1, 2. Nyni odhadneme rozdil mezi horni a dolni hranici pro k,(w,):
(19) Imax (&x(w)), Ex(w2)) + 1 = min (4(w,), &y(w,))] <
= lél(wl) = &i(wy)| + min (|&y(w,) - fl(wn)!’ |52(w2) = &ywy)]) +

+ |Ex(wy) = Ew)] + 1 < 1-33 + 4+ 3%‘1 +1=2.

V t&hto hranicich tedy leZi nejvyse dvé celd &isla a proto |k(w,) — k(w,)| < 1.

Véta 2. Necht matice A, B splriuji podminky z odstavce 2. Potom plati

a) Zvolme libovolnou konecnou posloupnost redlnych disel v < w, < ... < w,
z intervalu (0, w,). Nechr'y je takovy vektor, 2e n,,, % 0 proi = 1, ..., p. Pak existuje
takové ey > 0, Ze pro ¢ < g, plati

(20) k(w) = kfwir), i=1,2,..,p—1.

b) Zvolme libovolnou konecnou posloupnost &isel w, < w, < ... < w, z intervalu
(wp, 2). Nechr' 'y je libovolny vektor,y 0. Pak existuje takové g, > 0, Ze pro
e < g, plati

(21) k(w;) £ k(w;q), i=1,2,..,p—1.
Dukaz: Ziejmé se stadi omezit na p = 2.

a) Nechf 0 < 0, < w, < w,. Z (6) plyne, Ze 2,(w,;) > Z,(w;). Zvolme § <
< min (3,,, N,,)- Pak existuje takové ptirozené k,, Ze pii k > k, plati

(22) 125,y > (10, = 9) (1) .
H:leYH < (’7102 + 6) Ali(wZ) .

Didle existuje takové piirozené k,, Ze pro k > k, plati
(23) (}/Iu)z + (5) A’;(wZ) < (’7(01 - 6) /"111(0)1) .
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Oznaéme

oy

ko =max(k,ky) a &= min [ Z£5y].
k 1 ko

,,,,,,

Zvolme ¢ < g,. Je-li tedy pro néjaké k splnéna nerovnost ”,Yﬁ,lyn < & je nutng
k > ky a tedy
(24) ”Zﬁ&y“ < (Mo, + 0) /{’;(u)z) < (1, — 0) Moy < Hcfﬁ“y” <.

Tedy k(w,) £ k(w;).

b) Zvolme w, < w, < w, < 2. Plati
(25 y] = (w; = ) [[((0; = DY 2, Yy, i=12.

Je snadné dokdzat, Ze posloupnosti H((w, - ! 5,”(,,._)" y]] maji koneénou nenulovou
limes inferior a limes superior pro k rostouci nade vSechny meze. Tvrzeni véty lze
dokdzat analogicky k p¥ipadu a), uvédomime-li si, Ze existuje piirozené &islo k,
takové, ze pro k > kg plati

(23

(25) lZs.y| < (“yljup [((w, = )7 2, )0y + ) (0 — 1) <

< (]imjnf “((m2 - n! ymz)" yH - 3)(w, — N < Hgﬁu)’” ,

kde ¢islo o jsme zvolili tak, aby

0 < & < min lim inf |((w, —1)"" 2, ) y] -

i=1,2 k= + o

Tabulka 1.
} 1 i 5 } |
1515125 | 015 0 o | s o 0 0
—0,15 | 20,20175 | —0,05 o 0 —20 0 0
0 | 005 605055 | 05 | 0o | 0 5,5 0
0 0 | 05 | 1,00005 [ o | 0 0 —0,5
~15 | 0 0 | 0 | 1816375 | —1,65 0 0
[0 —20 o 0 | —1,65 | 2222175 | —1,05 0
Lo 0 ~s55 | 0 | o0 —1,05 | 13,10855 | —5,5
L0 0 o | =05 | 0 | 0 —5,5 | 6,05055
I 0 o | 0 ~1,5 0 0 0
L0 0 0 0 0 —2,5 0 0
|0 0 0 0 0 0 —1,05 0
0 0 0 0 0 0 0 —0,05
L0 0 o 0 0 0 0 0
L0 0 0 0 o | 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0 0
1‘ 0 0 0 | 0 0 0 0 0
I i
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4. NUMERICKE VYSLEDKY

V odstavci 3 byly dokdzdny dv& zdkladni vlastnosti &isla k(w). Ve v&té 2 to byla
monotonni zdvislost k(w) na w v intervalu (0, w,) a (wp, 2) a ve V&t& 1 ,,spojitd
zdvislost k(w) na @ v (0, w,). Chovdni k(w) v okoli w, a pro @ > w, si budeme ilu-
strovat na pfikladé.

Pti feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického typu byla ziskdna soustava
s matici uvedenou v tabulce 1 (viz VARGA [1], dodatek B, str. 302).

Spektrdlni polomér prislusné Jacobiho matice B je roven 0,999079 a pfislusné w,
je podle (7) rovno 1,9177. V tabulce 2 jsou &isla k(w) pro ¢ = 107* a w ménici se
v intervalu 1,901 aZ 1,956 s krokem 0,001. Volili jsme y = (1, 1, ..., 1) a pfislusnd
norma byla eukleidovska.

Vidime, Ze mezi o = 1,922 a 1,923 nastdvd skok v k;q-«(w) stejné jako mezi
1,932 a 1,933, 1,943 a 1,944 a mezi 1,952 a 1,953. Abychom se ptesvéddili, Ze skok
mezi 1,922 a 1,923 neni zptsoben tim, Ze krok 0,001 je pfilis hruby, sestrojime ta-
bulku zdvislosti k,-4{w) na o pro @ ménici se od 1,9215 do 1,9224 s krokem 0,0001.

Pri¢ina skoku mezi o = 19222 a @ = 1,9223 je patrna z obrdzku 2, na némz
jsou grafy zdvislosti || Z%y|| na k proy = (1, 1,...1) a w = 1,9222 a » = 1,9223,
jednotlivé body jsou spojeny spojitou kfivkou, stupnice 12’{‘0)'{1 je logaritmickd.
Podobnd zdvislest by pro o < w, byla pfiblizné pfimkovd. Viny, které na grafech
vidime a které jsou pfiCinou skokt, jsou pravdépodobné zpusobeny tim, Ze
[1/(7 () £,) yl| neni (na rozdil od ptipadu o < w,) konvergentni pro k
rostouci nad viechny meze. Je vidét, Ze skok by nastal i pro ¢ = 0,13 . 1077, Kdyby
byl graf vynesen jesté pro k vétsi nez 300, videli bychom, Ze skok nastdva také pro
e =0,18.107'" atd.

Tabulka 1.

1
!

| E ‘» s L
A 0 0 T ' S Lo
oo 0 0 S0 Lo 0 [
0 \ 0 0 ; 0 | 0 |0 ‘ 0 0
0 0 0 o oo [ o o 9
1,5 0 0 o Lo () 0 0
0 —2,5 0 0 0 ‘ 0 boo 0
0 0 —1,05 0 0 I o 0 0
0 0 0 0,05 o 0o | 0 0
6,025 ~3 0 0 1,5 | 0 L0 0
-3 11,045 | —2,5 0 o I =3 | 0 0
0 —2,5 12522175 -0 0 Lo | —1,65 o
0 0 —20  [20,20175 | 0 ;0 Lo =015 |
~15 | 0 0 0 Jaos 15 |0 o0
o | -3 0 0 L5 6025 1S 0
0 0 | 1,65 0 . L L5 1816375 | 15
0 0 i 0 015 0 Lo L 15 1515152
| | | i
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Tabulka 2.

| | | |
0] r kyg-alw) 0] ! kig-4(®) ® E kyig-a(®) I 0] kyg-alw)
| | “ | |
. ] O
1,901 243 1,915 174 | 1,929 | 127 | 1,943 138
1,902 238 1,916 168 1,930 | 123 | 1,944 177
1,903 234 1,917 161 | 1,931 119 1,945 176
1,904 230 1918 152 1,932 116 1,946 | 175
1,905 25 | 1,919 142 1,933 157 1,947 | 173
1,906 | 221 1,920 129 | 1,93 | 156 1,948 172
1,907 217 1,921 114 | 1,935 154 1,949 | 170
1,908 212 1,922 101 | 1,936 152 1,950 | 168
1,909 207 1,923 146 1,937 151 1,951 | 167
1,910 202 1,924 145 1,938 149 1,952 | 165
1,911 197 1,925 143 1,939 147 0 1,953 | 203
1912 | 192 1,926 140 1,940 144 | 1954 | 202
1913 | 186 1,927 136 1,941 | 142 | 1,955 201
1914 | 181 1,928 132 1,942 140 1,956 | 199
I |
! |
Tabulka 3.
© | kig-a(w) | 2} [ FPRN())
R 1 | )
3 5 i 1
L1925 | 107 | 1,9220 101
L1916 | 106 Looe221 | 100
Coou7 | 105 L9222 | 99
po1o2is 103 : 1,9223 ] 145
L1219 102 o4 145
{ I '\

Na zdvér uvddime graf na obr. 3, na némzZ jsou vyneseny zdvislosti k,(w) na o
pro e = 1072, 1073, 107*, 1075, 107%, 1077 pro w ménici se od w = 1,917 do
o = 1,9223 s krokem 0,0001. Z obrdzku je zfejmé, Ze pfi faktickych vypodtech
je vhodné volit ® mezi w, a mistem prvniho skoku, to znamend tim bliZe optimdlnimu
wy, ¢im mensi volime ¢. Otdzkou ovSem zlstdva, jak zjistit, kde nastane prvni skok.

Pozndmka: Vsechny vypolty byly provedeny na pecitati URAL 2.
Autoii dékuji doc. dr. Ivo Markovi C.Sc. za fadu cennych rad pfi zpracovani tohoto &lanku.
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Pesiome

3AMEYAHUE K METOAY BEPXHEN PEJIAKCALIUU

2. XYMXAJI, (E. HUMHAL), 1. 3UTKO (J. ZITKO)

ITpu penichyy AMQepPEeHIMATBHBIX YPABHCHUI B YACTHBIX NPOU3BOJHBIX METO/I0M
CCTOK TOJIydaeTCsi CUCTeMa JIMHCHHBINX aireOpanyeckux ypaBHeHUW. Martpuia
9TOM CHCTCMBI MMEET OOBIMHO TPUAMATOHAJIBHBIN BII. Takue cUCTEMBI Yacro pe-
IaroTCsl MeToAoM Bepxheil pestakcammit (SOR). B macrosinieii paGore u3ywaercst
M3MCHEHHE YHC/Ia uTepalii (HeoOXOAUMBIX Ul TOTO, YTOOBL HOPMA BEKTOPA OLING-
KH ObUIa MEHBINE JAHHOTO &) B 3aBUCHMOCTM OT BEJIMYMHBI DPEJIAKCALMOHHOTO
¢dakTopa. BbUlo MOKa3aHO, YTO €CJIM PEJAKCAIMOHHBIH (HaKTOp MEHbUIC ONTUMATb-
HOTO (hakTopa, TO ,,MAICHHLKOMY €TI0 U3MEHEHUIO * OTBLYALT ,,MAJCHLKOC U3MEHEHUE
yucaa urepanuii’. Ecam pesiakcalloREBIH (akTop 0oJbLIec onTUMAJIBLHOTO (akropa,
TO OOHAPYXUBAIOTCS CKAYKM B YUCJIC WTepalui.

PabGora nomosHeHa rpaduxamMu ¥ TaGJIMIAMM B KOTOPBIX MOKA3aHO M3MEHEHUE
YUCc/a MTCPALN B 3aBUCHMOCTH OT BEJIMYMHBI PEJIAKCAIIMOHHOTO (akTopa. 3aBUCH-
MocThb ObLa M3y4eHa Ha OJIHOM IpuUMepe u3 KHuru Bapru (R. S. Varga: ,,Matrix
Iterative Analysis®).

Summary

CONTRIBUTION TO THE SUCCESSIVE OVERRELAXATION METHOD

E. HumHAL, J. Z1TKO

On solving partial differential equations of elliptic type by finite difference approx-
imations, we obtain a system of linear algebraic equations. The matrix of the system
has “usually” a block tri-diagonal form. Such systems are often solved by successive
overrelaxation iterative methods (SOR). This paper investigates the dependence
of the number of iterations (necessary for the norm of the error vector to be less
than the given ¢) on the change of the relaxation factor. It has been proved that
if the relaxation factor is less than the optimum relaxation factor, “a little change”
of the relaxation factor corresponds to ““a little change” of the number of iterations.
If the relaxation factor is greater than the optimum relaxation factor, the jumps
in the number of iterations have been found.

Tables and graphs are enclosed showing the dependence of the number of iterations
on the change of the relaxation factor. The dependence was studied according to one
example in the book “Matrix Iterative Analysis” by Richard S. Varga.

Adresy autorii: Prom. mat. E. Humhal, Matematick4 laboratof CVUT, Horska 4, Praha 2. —
Prom. mat. J. Zitko, Ustav vypoétové techniky CSAV - CVUT, Horska 3, Praha 2.
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