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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY &lisLo 4

HOLONOMNI VAZBA A POHYBOVE ROVNICE
V MINKOWSKEHO MECHANICE

JURAJ VIRSIK
(Doslo dne 5. unora 1964.)

Metodami tensorového poctu je odvozena pohybova rovnice a z ni ply-
nouci mechanické principy pro pohyb &éstice vdzané holonomni vazbou ve
specidlni teorii relativity.

Budeme studovat pohyb {dstice na variet€ v Minkowského prostoroasu dané
rovnici

(0.1) o(x, y,z,t) =0.

Vysetfovdani pohybu nékolika édstic vdazanych nékolika vazbami zplsobem, jakym
se to dé€ld v klasické mechanice, nardZi na potiZe, chceme-li zavést metriku ve fizovém
prostoru. Omezime se tedy na piipad jediné &dstice a jediné vazby dané rovnici (0.1),
kterd za urcitych predpokladi je lokdlné representovdna trojrozmérnou varietou
v Minkowského prostoro€asu. Za vychozi rovnici budeme poklddat rovnici pro
pohyb (nevdzané) hmotné &dstice v mechanice specidlni teorie relativity

(02) a%(u(f) dd—) - P,

kde funkce x*(t) (¢ = 1, 2, 3, 0) ur&uji hledanou sv&to&dru &dstice, (1) je jeji vlastni
hmota a P* (oc =1,2,3, 0) je vektor sily plsobici na &dstici. Parametrem 7 je oznaco-
van vlastni ¢as uvaZované Cdstice.

Pro studium pohybu Cdstice vdzané holonomni vazbou pouZijeme jako vychoziho
postuldtu ,,zdkladni princip*, ktery Ize vyslovit analogicky jako v klasické mechanice:
Slozka sily kolmd k vazb& se nezhdastiiuje pohybu. Kolmost k pfislu$né varieté se
zde rozumi ovSem ve smyslu indefinitni Minkowského metriky.

Myslenka, pouZit tohoto postuldtu jako vychoziho pro studium vdzaného pohybu
ve specidlni teorii relativity, pochdzi od prof. F. NoZi¢Ky, jehoZ ¢linek ,,Fundamen-
tdlni principy mechaniky a jejich ekvivalence® (viz seznam literatury) mn& slouZil
také jako podklad pro newtonovsky pfistup k problémiim zde vysetfovanym. Ukdzalo
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se, Ze tensorovd metoda pouZitd v citované préci se dd po formdlni strance s vyhodou
aplikovat i na p¥ipad specidlni teorie relativity.

V celé prdci se pridrzuji einsteinovské suma&ni konvence ve formulich obsahujicich
tensory. Pfitom fecké indexy (o, f3, ...) probihaji mnoZinu hodnot (1, 2, 3, 0) a latinské
(a, b, ...) mnoZinu hodnot (1, 2, 3). Bod o soufadnicich x* resp. #° zna&im stru¢ng
[x*] resp. [#°]. Symbolem R" (n pfirozené) je oznaGovdn aritmeticky prostor n-tic
redlnych Cisel s pfirozenou topologii.

Poznamenejme jesté, Ze pro lepsi srozumitelnost ¢ldnku jsou v prvnich dvou odstav-
cich uvedena nékterd zndm4d fakta z geometrie pseudoeuklidovskych prostori a jejich
fyzikdlni interpretace.

1. NEKTERE VLASTNOSTI NADPLOCHY VE CTYRROZMERNEM
PSEUDOEUKLIDOVSKEM PROSTORU S INDEXEM 1

Necht x* znadi ortogondlni systém soufadnic pseudoeuklidovského prostoru M,
s indexem 1 a necht v tomto soufadném systému md metricky tensor tvar

= 1 proa=%0 = 1 proa=8%+0,
1

(1) gy=—-cproa=pf=0 resp. g% =~ proa=p=0,
c

= 0 proaz*f = 0 proa=p ,

pfi¢emZ ¢ > 0 je dand konstanta. Velifiny g,z jsou s veliCinami g** vdzdny relaci
9x9" = 5.
Plati-li pro né&jaky vektor v*
Gup®™0? =0 resp. g,v°tf >0 rtesp. g <0,

pak fekneme, Ye vektor v* je isotropni, resp. md redlnou délku, resp. md imagindrni
délkut).

Definice 1. Budtez ddany funkce
(12) xzz — xlz(’,la) = xaz(nl, ,,,2’ ,13) 5
definované v oblasti O trojrozmérného aritmetického prostoru R3.

a) Necht funkce (1.2) maji spojité parcidini derivace aZ do druhého Fddu véetné
v oblasti 0.

1) Néazva ,,vektor s redlnou délkou*, resp. ,,vektor s imaginarni délkou‘‘ zde uzivim pouze ve
smyslu angl. ,,spacelike* resp. ,,timelike vector* (,,ipocTpaHCTBEHHOMONOOHBIN resp. ,,BpeMe-

HUITOZOOHBIM BeKTOD®).
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b) Nechf matice z elementi

tj. matice
By, Bi, B}, B}
B}, B3, B3, B
B}, B2, B}, BY/.

md hodnost 3 v kaZdém bodé [n“] € 0.

Potom Fikdme, %e rovnicemi (1.2) je parametricky popsdna reguldrni nadplocha
(trojrozmérnd lokdlni varieta) v M,. Oblast O nazyvime jejim definiénim oborem.
V dalsim budeme znacdit tuto nadplochu symbolem Q, tj. timto symbolem oznacime
mnoZinu bodi [x*(n°)] € My, kde [n°] € 0.

Veli¢iny B; (a = 1,2, 3) tvofi v libovolném bodg I\(r)1 nadplochy Q tfi linedrné

nezdvislé vektory. Uréuji tedy nadrovinu v M, kterd je tenou nadrovinou nadplochy

Q v bodé Igl.
Z diferencidlni geometrie je zndmo, Ze elementy
(1.3) Jab = BiBidap

je dén prvy metricky tensor reguldrni nadplochy Q. Déle je rovnicemi
(1.4) NyBf =0 (b=1,2,3)

v kazdém bod& uvaZované nadplochy definovdn smér normdly (jednorozm&rny
vektorovy prostor).

Pozndamka 1. Z teorie pseudoeuklidovskych prostori s indexem 1 pfipomefime
tento zndmy fakt: Md-li vektor imagindrni délku, pak v nadroviné totdln€ kolmé
k tomuto vektoru leZi vesmés vektory o délce redlné. Md-li vektor délku redlnou,
pak v nadroving totdlné kolmé k tomuto vektoru existuje alespoii jeden smér vektor
o imagindrni délce.

Definice 2. Rikdme, %e reguldrni nadplocha Q definovand v oblasti 0 je typu R,
kdy? v kazdém jejim bodé plati: Je-li Ny FeSenim rovnice (1.4), pak je

g*N,N; > 0.

Predpoklddejme naddle, Ze Q je reguldrni nadplocha typu R. Geometricky zname-
nd tento pfedpoklad toto: V teéné nadrovin& nadplochy v libovolném jejim bodé
existuje ortogondlni base vektord takovd, Ze dva vektory base maji délku redlnou
a jeden délku imagindrni. Specidln¢ tedy neni Zddnd z teCnych nadrovin isotropni,
tj. plati v celém @

(1.5) det (g,) £ 0.
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Proto muZeme definovat kontravariantni slozky §% prvého metrického tensoru
nadplochy rovnicemi

09y = 32
Hodnoty §,, resp. §°° vzaté v daném bod& nadplochy Q urduji nedegenerovanou

pseudoeuklidovskou metriku teéné nadroviny nadplochy Q v tomto bod&. Z feSeni
rovnice (1.4) si vybereme to, pro které plati

(1.6) 9NNy = 1.
Takto definovany vektor N,, resp. v kontravariantnich sloZkdch
Na — gaﬂ NB

(urCeny jednoznadné aZ na orientaci) je vektorem normaly nadplochy Q v pfislusném
bod&. Vektory B;, N* tvofi v libovolném bodé& nadplochy basi prostoru M,. Pfed-
poklddejme, Ze parametrisace nadplochy byla vybrdna tak, Ze v Zddném bod& nad-
plochy 7Zddny z vektor& BZ neni isotropni. Libovolny vektor P* definovany v bod&
nadplochy miZzeme pak rozloZit ve tvaru

(1.7) P* = Bu® + N,
pri¢emz

(1.72) u® = P*Bj,
(1.7b) v = PN,

kde rovnicemi
(1.8) BjBS = 5%, BiN! =0

jsou, za naSich predpokladii jednoznaénég, uréeny veliiny BZ v kazdém bodé€ nad-
plochy. Plati pro né tyto vztahy

(1.9a) B} = g4Big*,
(1.9b) BiB: = 8 — N,N*.
Vektor
2. a
0,8t = X 2)

on® on®

Ize (pti pevnych a, b) psdt jako linedrni kombinaci

(1.10) 0,B% = BT, + Nb, .
2) Zde i v dal$im znatime stru¢né 9,1 = of/an".

324



V tomto vztahu je l;,,,, druhy metricky tensor nadplochy Q a
AZb = %gACd(aaédb + 0pfaa — adﬁab)

jsou sloZky metrické konexe nadplochy Q v pfislu§ném jejim bodé.
Definice 3. BudteZ ddny funkce
(1.11) x* = x%u), ue(uy,u,)
se spojitymi derivacemi aspori druhého Fddu v intervalu (uy, u,). Necht dx*/du
(« =1,2,3,0) nejsou soucasné rovny nule pro Zddné u € (uy, u,). Pak Fikdme, Ze
rovnicemi (1.11) Jje ddna reguldrni kfivka v M.
Mgjme opét reguldrni nadplochu Q typu R s parametrickym popisem (1.2).
BudteZ ddny funkce *(u), které vyhovuji témto pfedpokladiim:
a) funkce n%(u) (a = 1, 2, 3) maji spojité derivace do druhého fddu v&etnd v inter-
valu (uy, u,),
b) derivace dq°/du (a = 1, 2, 3) nejsou soudasnd rovny nule pro Zddné u € (uy, u,),
¢) pro kazdé u € (uy, u,) plati [n°(u)] € 0 = R>.
Za téchto pfedpokladt je pak rovnicemi
(1.12) x* = x%(n(u)), ue(uy, uy)
popsdna v M, reguldrni k¥ivka, kterd leZi na nadploSe Q. Vektor
x a
At pe I
du du
je teénym vektorem této k¥ivky leZicim ovSem v teéné nadroviné nadplochy v uvaZzo-
vaném bodg&. Necht v bodé ue (uy, u,) plati pro nasi kfivku

g d_xid_xf <0
* du du w=u '

o
Potom pro vSechna u z né&jakého okoli bodu u €(uy, u 2) bude mit te€ny vektor k¥ivky

imagindrni délku (vzhledem ke spojitosti uvaZovanych funkci). Pro jednoduchost
pfedpoklddejme, Ze pro vsechna u € (uy, u,) plati

= du du

Potom miiZeme na této kfivce zavést novy parametr T pfedpisem

u 1 dx* dx*
1.14 (u) = — — Y. — )du =
w9 e[t

u 1 dﬂndﬂb
= — =g ——|)du, ue(uy,u,).
J\/( &7 du du (11 2)

(1.13) g <0.
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Funkce t(u) zobrazuje prost® interval (uy, u,) na n&jaky interval (t,, 7,). MaZeme
tedy psdt
@ _ o g

du dt “du’
z ehoZ snadno ovéfime, Ze plati
(1.15) GupX*XP = Gai® = —c*3)

v intervalu (74, 7,).
Podle (1.10) plati

(1.16) %% = BY® + (0,B%) #*® = Bi® + {Bif'S, + Nby,} ii® =
= BX{ii® + T5ii®} + N°bai®if®
a tedy
d2%x® D ~
1.16a = B* = 7° + N°,
( ) dz? dr 1

pfitemz definujeme b = I;,,bﬁ“ﬁb a symbol D/dt zna&i absolutni derivaci. Tim jsme
rozlozili vektor d*>x*/dt® definovany v bod& nadplochy na slozky ve sméru teéné
nadroviny a ve sméru normaly.
Vedle parametrického popisu reguldrni nadplochy typu R bude pro dalsi Gvahy
lelné uvést také tzv. implicitni definici reguldrni nadplochy v M.
Necht je ddna funkce '
o(x*) = o(x!, x?, x*, x°)
se spojitymi derivacemi aZ do druhého fddu vcetné v oblasti A = M,. Necht pro
[x*] € A vektor o slozkdch
9w
ox*

neni nulovy. Necht existuje bod [Jg“] € A takovy, Ze w()g“) = 0. Pak, jak je zndmo

z diferencidlni geometrie, mnoZina bodé [x*] € A, pro néZ plati
(1.17) o(x*) =0,
tvofi lokdln€ reguldrni nadplochu ve smyslu definice 1. Hodnoty

O

" ox

3) Zde i v dalsim znalme strugnd x* = dx%/dz, x* = d*x%/dz? a podobng také 7% = dz?/dr,
79 = d*p%/d>.
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jsou kovariantnimi sloZkami vektoru leZiciho ve sm&ru normély k nadploSe. Tato
nadplocha bude tedy typu R prdvé tehdy, bude-li platit v libovolném jejim bodé

(1.18) g% w,m5 > 0.

Mgjme nyni reguldrni kfivku popsanou rovnicemi (1.11) a pfedpoklddejme, Ze
leZi na nadplose o rovnici (1.17). To znamend, Ze plati

u€(uy, uy) = [x(u)] €A

o(x*(u)) = 0.
Pak, jak je zndmo, existuji funkce r/"(u) definované na dostateCné malém intervalu
tak, Ze rovnicemi (1.12) je popsdna reguldrni kfivka ve smyslu hofejsi definice, leZici
na nadploSe.

NiZe vyuZijeme téchto geometrickych poznatkl v vySetfovdni nékterych lokdlnich
vlastnosti svétocdry hmotného bodu vdzaného holonomni vazbou. Dfive vSak uve-
deme jesté toto, téméf samoziejmé, lemma.

Lemma 1. Nechf funkce

h(y', ..., y")

md spojité proni parcidlni derivace na oteviené mnoZiné ¥ < R" a necht zde plati

n ah 2
i=1\0y'

Oznaéme Wy mnoZinu bodii y = [y', ..., y*] € W vyhovujicich rovnici

h(y',...,y") = 0.
Necht Wy + 0.
Méjme ddle funkce

FO ey (=1,2..n)
se spojitymi pronimi derivacemi v okoli mnoZiny Wy a necht pro y € W', plati

(1.19) B S

o i=0'
i=16y’f

Necht yo =[5, ..., yo] € #o. Potom v okoli bodu y, existuje jedind integrdlni
kfivka systému autonomnich diferencidlnich rovnic

d i . ‘ .
Y = i(y1>"-7yn) (l=1,2,...,n)
dr
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dand funkcemi y* = y'(t) se spojitou pruni derivaci pro dosti mald t > 0 a spliujici
podminky .
¥(0) = lim y(7) = yo, h(y'(x),...,»"(r)) =0.
=0+

Dikaz: Bez ijmy na obecnosti Ize pfedpoklddat, Ze 0h/0y" & 0 v bodé y, e #",
a tedy i v n&akém okoli %(y,) = # . Podle véty o implicitnich funkcich, pro y4
(A4 =1,2,...,n — 1) dosti blizkd k y§ je podminka
h(y',...y") =0
ekvivalentni podmince

yn = y"(yl, LR y"_l) >
pri¢emZ funkce '

oy _ _ ohjoy’
oyt ohjoy"
jsou spojité. Systém diferencidlnich rovnic
: d 4 - n n—
(1.20) »dy; = fay' .0 VLY L")

md lokdIn& jediné feSeni y* = y*(t), pro které lim y#(r) = y§. PoloZme
-0+

T

V(@) = v, . (@)

Pak pro dosti mald T > 0 plati zfejmé

h(y'(7), ..., y"(x)) = 0

a k rovnicim (1.20) pfistupuje jest& rovnice

. =1 oh
dy” ~n—1 ay" dyt _n—-l ay" B Agl @fﬁ
v & 6y‘€ =h ayAfA T oh =ff"
%

Tim je lemma dokdzdno.

2. HOLONOMNI VAZBA V M,

Pseudoeuklidovsky prostor M, s indexem 1 vySetfovany v pfedeslém odstavci —
jak zndmo — je modelem prostorocasu ve specidlni teorii telativity. Uvedené matema-
tické pojmy maji pak ndsledujici fyzikdlni vyznam. Soufadnice

1

x'=x,
2

x“ =y,
x¥=1z,
x0 =t
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tvofi systém prostorovych (x', x?, x*) soufadnic a Zasové (x°) soufadnice, neboli
systém Casoprostorovych soufadnic pozorovatele spojeného s inercidlni soustavou.
Konstanta ¢ v (1.1) zna&i pak rychlost svétla. Sv&to&dra hmotné Cdstice je k¥ivkou
v M, s popisem

(2.1) = x(t) = x\(),
= ¥(1) = ¥(1)
= 2(1) = ¥(1),

=t, te(tyty).

- N < ow
I

Piedpoklddejme v dal§im, Ze tato k¥ivka je reguldrni kfivkou ve smyslu definice 3.
Pro tuto k¥ivku pak plati
dx® dx*

te(tl, tZ):gaﬂ 4 —E <0,

tj.
2 2 2
(2.2) dx + dy + dz <c?.
dt dt dt

Budeme zkoumat holonomni vazbu
(2.3) o(x*) = w(x, y,z,1) =0.

Omezme se provZdy na vySetfovdni pouze takovych vazeb, pro n&Z (2.3) je rovnici
reguldrni nadplochy Q v né&jaké oblasti A = M,.

Véta 1. K tomu, aby libovolnym bodem M€ Q prochdzela svétocdra hmotné
castice leZici (lokdIné) na nadploSe Q je nutné a stali, aby v kaZdém bodé nadplochy
byla splnéna podminka

2 2 2 2
(24) Aw = (22} 4 (%) 4 (22} _ L (%),
Ox dy oz 2\ ot

tj. aby Q byla typu R. Vazbu (2.3) pak nazveme pripustnou.

Dukaz: Prochdzi-li libovolnym bodem nadplochy svétodra hmotné &dstice, pak
v te¢né nadroviné nadplochy v libovolném bodé M € Q leZi vektor o imagindrni délce.
V nadroviné€ kolmé na tento vektor leZi tudizZ vesmés vektory o délce redlné. Mezi nimi
je také vektor normaly v bodéM, proto Q je typu R. Obrdceng, bude-li Q typu R, pak
v teéné nadroviné nadplochy v libovolném jejim bodé leZi vektor o imagindrni délce.
Tento vektor lze zfejmé& vziti za teSny vektor n&jaké kiivky v tomto bodé&, kterd bude
lokdIn& sv8toCdrou jisté hmotné &dstice leZici na nadplose Q (viz pozndmka 1.).
Rovnost (2.4) je pak jenom rozepsanim podminky (1.18).

Piipustnosti holonomni vazby lIze d4t jesté druhy fyzikdlni vyznam. NeZli k tomu
pfikro¢ime, poddme jednu, geometricky méné jednoduchou zato vSak ndzorn&jsi
interpretaci vySetfované vazby.
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Zvolme libovolng, ale pevné Gasoprostorovy systém soufadnic {x*} v M. Oznadme
symbolem T ,,asovou osu, tj. jednodimensiondlni vektorovy podprostor prostoru
M, s popisem x* =0 (a = 1, 2, 3). Faktorovy prostor M,/T je pak pfirozenym
zplisobem opatfen strukturou trojdimensiondlniho euklidovského prostoru, ktery
je opét pfirozenym zpiisobem isomorfni se soufadnou nadrovinou s popisem x° = 0.
Oznagme tento faktorovy prostor symbolem Ej. Zfejmé, jsou-li v* (x = 1,2, 3, 0)
slozky vektorového pole na n&jaké oblasti v M, pak veli€iny v* (a = 1, 2, 3) urduji
slozky vektorového pole v E3 zdvislého (obecn& véetné svého definiéniho oboru)
na parametru x°.

Prostor E3 ovSem zdvisi podstatné na volbé asoprostorového systému, presngji
na volbé ,,&asové osy*. Jak je vidét, prostor EX zde hraje roli prostoru (ve smyslu
fyzikdlnim) pfislusného zvolenému pozorovateli.

Necht (2.3) je rovnici reguldrni nadplochy Q v oblasti A = N, a nechf plati

0 0 0 =
(2.5) Ao =|22, % % o]l+0
) ox Jdy 0z
ve viech bodech nadplochy Q. Zde 0 znadi nulovy vektor v M, a ,,vektor A*w je
ovSem zdvisly na volbé Casoprostorového systému. MuZeme také fikat, Ze rovnici
(2.3) je v n&jakém okoli % libovolnéhu bodu M e Q ddna pohybujici se (pulsujici,

ménici svij tvar) reguldrni plocha v E}. Toto okoli % necht je pevng zvoleno.

Méjme nyni n&jaky (geometricky) bod My(f) € E] ,leZici v néjakém Easovém

intervalu # na této plose®. Jinymi slovy, necht ,,hladké* funkce

x(1), ¥(1), (1)

urdujici trajektorii bodu My() v E} vyhovuji vztahu
(2.6) o(x(t), y(1), z(t), 1) = 0
pro t € .#, pfiCemZ pro tato t plati !
[x(2), ¥(2), z(¢), t] e % .
Derivovdnim vztahu (2.6) dostdvdme

Jdo Jdwdx Odwdy Jwdz

(2.7) tef = — — = .
ot Ox dt ody dt 0z dt

Pfedpoklddejme nyni, Ze bod M(t) je pro t € .# pevng spojen s pohybujici se plochou
v EI, tj. je touto plochou undSen aniZ by se po ni posouval. Stru¢n& budeme fikat,
Ze geometricky bod M, je lokdIn& undSen plochou v E}. Matematicky znamend tato
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podminka, Ze vektor okamZité rychlosti bodu M(¢) leZi ve sm&ru normdly pohybujici
se plochy v EZ, neboli

(28) teg =3 _ %
dt 0x
ay _ o0
dt dy
& _ 0
dt 0z

Dosazenim z (2.8) do (2.7) spogitdme k:

k=-— o At

ot

Oznadime-li pak v* &tverec velikosti okamZité rychlosti bodu M(t), plati
2 dw\? -2
t

Véta 2. M&ime v M, ddn pevny asoprostorovy systém souradnic {x*}. Je-li (2.3)
rovnici pFipustné vazby, pak okamZitd rychlost libovolného pohybujiciho se geo-
metrického bodu M(t) € E3 lokdlné undseného prislusnou reguldrni plochou v E}
je mensi neZli rychlost svétla.

Dukaz: Pfedn& z definice pfipustné vazby a z (2.4) plyne (2.5). Déle z (2.4)
az(2.9) plyne v* < 2.

Véta 3. Mé&jme opét v M, pevny Casoprostorovy systém {x*}. Necht’(2.3) je rovnici
reguldrni nadplochy Q v A = M, a necht plati (2.5) ve vSech bodech Q. Je-li oka-
mZitd rychlost libovolného bodu lokdlné undseného prislusnou plochou v E mensi
nezli rychlost svétla, pak je (2.3) rovnici pFipustné vazby.

Dukaz: Podle vySe fedeného plati v libovolném bod& Me Q (2.9). Je-li tudiz
v < ¢, plyne odtud okamzitg (2.4).

Necht nyni (2.3) je rovnici reguldrni nadplochy Q v A = M,. Snadno lze vidat,
plati-li (2.5) tieba v jediném Gasoprostorovém systému a jsou-li v tomto systému
spln&ny i ostatni pfedpoklady véty 3, pak plati (2.5) ve vSech asoprostorovych sou-
fadnych systémech. Pohybuje-li se tedy reguldrni plocha v EI spojeném s né&kterou
inercidlni soustavou rychlosti mensi neZli rychlost svétla, jevi se ve v8ech inercidlnich
soustavdch jakoZto pohybujici se reguldrni plocha v pfislusném EJ rychlosti mensi
neZli rychlost svétla (vie oviem lokdlIng).

Celkem muZzeme vysledky véty 2 a 3 shrnout stru¢n€ takto: Pripustné vazby jsou
(lokdlng) realisovatelné prdvé vSemi reguldrnimi pohybujicimi se ,,hmotnymi*
plochami v ET,
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Pozndmka 2. Nechf zase (2.3) je rovnici reguldrni nadplochy Q v oblasti A.
Necht v bod€ M€ Q plati Aw = 0. Pak plati (2.5) ve kterémkoliv &asoprostorovém
systému a z (2.9) dostdvdme, 7e okamZitd rychlost geometrického bodu lokdlng
unadeného piislusnou reguldrni plochou v EY je rovna rychlosti svétla ve vSech
Casoprostorovych systémech. Nakonec plati-li v bodé¢ M nerovnost Aw < 0, pak
te¢nd nadrovina nadplochy Q v bodé M nese positivné definitni metriku. Existuje
tedy Casoprostorovy systém soufadny takovy, Ze z jeho hlediska jsou uddlosti této
nadroviny soucasné a uddlosti na Q dostatecné blizké M ,,skoro soucasné.

3. SILOVE POLE V MINKOWSKEHO PROSTOROCASU A ZAKLADNi PRINCIP

Prostor M, s pevné zvolenym systémem Casoprostorovych soufadnic lze pfiro-
zenym zplisobem ztotoZnit s aritmetickym prostorem R*. V tomto smyslu budeme
pak psdt naptiklad M, x R* = R®. Ptedpoklddejme, Ze Easoprostorovy systém je
pevné ddn, z odvozenych formuli vSak bude okamZité patrno, Ze maji vektorovy
resp. tensorovy charakter a nezdvisi tudiZ na zvoleném systému.

Jak uZ bylo fedeno v uvodu, vyjdeme z pohybové rovnice (0.2). V této rovnici
vektor P* znadi silu plisobici na Cdstici. Ve specidlni teorii relativity se Casto vyne-
chdvad striktni definice sily nezdvislé na pohybovych rovnicich, nebo se dokonce
sila plsobici na hmotnou &dstici definuje a posteriori a to prdvé vztahem (0.2).
Za piedpokladu konstantnosti funkce p(t) se pak odvozuje z (0.2), Ze vektor P* je
(Ve smyslu Minkowského metriky) kolmy na sv&to&dru hmotné &dstice. Abychom
naSe tvahy mohli vésti podobnym zptisobem jako v klasické mechanice, pouZijeme
pfistupu obrdceného, tj. silové pole dané vektorem P* definujeme a priori, nezdvisle
na rovnici (0.2). Pfedpoklady, které vyslovime v definici silového pole jsou na jedné
strané, pokud je mi zndmo, splnény u vSech konkrétnich pfipadil ,,makroskopickych
sil*, na druhé strané jsou postadujici k tomu, abychom mohli provést analyzu rovnic
(0.2) v matematicky uzavieném tvaru. UkdZeme také, Ze z t&chto poZadavkd plyne
konstantnost vlastni hmoty u. Nejsou zde tedy zahrnuty nékteré pfipady ,,mikro-
skopickych silovych poli jejichZ plisobenim se vlastni hmota Cdstice méni.

Definice 4. V Minkowského prostorocasu M, budiZ definovdno pole vektorii
(3.1) P(x*, xP)
takto:

1) Necht % je néjakd oblast v M.

2) Oznaéme znakem H#, mnoZinu bodii [X*] z R*, pro né? plat{
(3.2) GupX'XP = —c*.

Necht S je jistd oteviend mnoZina v R* obsahujici #, tj. #, = H.
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3) Necht funkce P*(x”, X*) majt spojité vSechny parcidlni derivace prvého Fadu
na oteviené mnoziné 4 x # < RE.

4) Necht pro funkce (3.1) plati
(3.3) [x]e®, [x*]e#,=
= g P = P! 4+ P25 + P33 — P30 = 0.
Pak fikdme, Ze funkcemi (3.1) je ddno silové pole na oblasti ¥ = M,.
Nechf rovnicemi
(3.4) x* = xu), ue(uy,u,)
je popsdna svétoédra hmotné &dstice, pfiCemz plati
ue(ug,u)=[xu)]e%.

Zavedeme-li na této sv8toldfe parametr T rovnosti (1.14) (,,vlastni Cas* hmotné
&dstice), miZeme misto (3.4) psdt

(3.5 te(t, 1), x* = x%1).

Pak plati (1.15), tj.
(3.6) TE(Ty, Ty) = gopX™XF = —c2.
V intervalu (ty, 7,) m&me definovanou hladkou funkci p(t). Tato funkce pfifazena
svétoddfe (nezdvisle na voln& Gasoprostorového soufadného systému) vyjddfuje
klidovou hmotu hmotné &astice. Pohybové rovnice jsou ddny timto zndmym zdko-
nem:

Plati-li mezi sv8to&drou (3.5) a polem (3.1) vztah

d » .
(37) 3, [0 ¥(@)] = P(). ()
v intervalu (ty, 7,), pak fikdme, Ze hmotnd &dstice se pohybuje v silovém poli daném

funkcemi (3.1).
Derivovdnim vztahu (3.6) dostaneme

(3.8) Gup¥’%* = 0.
Na druhé stran& z rovnic (3.7) plyne
N du X* 4+ pxt = P*
dr
a ddle

d
d—” Gup¥i5P + 19, g5 = g, P'5
T
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a odtud kone&n& podle (3.3), (3.6) a (3.8)

'ce(rl,-rz)zc—iﬁ =0.
dr

Je tedy klidovd hmota hmotné astice pohybujici se v takto definovaném silovém poli
konstantni (viz také [3], kap. VI, § 4). Proto maji-li funkce u, x* s vySe popsanym
fyzikdlnim vyznamem vyhovovat rovnici (3.7), je nutn& u konstantni a rovnici (3.7)
muZeme psdt ve tvaru
d2?x*

3.9 u— = P¥xF, xF).
(39) = P

Vyjdéme nyni naopak z rovnice (3.9), v niZ u + 0 je n&jakd konstanta (z fyzikdl-
nich divodd dokonce kladnd) a dokdZeme, Ze existuje lokdln& (pfi danych poddted-
nich podminkdch jediné) jeji Feseni x"‘(r), které popisuje svétoldru hmotné Eéstice.
Toto tvrzeni viak plyne okamZit& z lemmatu 1, v nmZ jsme poloZili (n = 8)

H(x", 3) = g% + 2.
Dostdvame tedy tento vysledek: Vybereme-li libovolné hodnoty Jg"eg, gc"‘e Ho,
prochdzi bodem [%c”, %'E"‘] € R® lokdlné jedind integrdlni kfivka systému (3.9). Je-li
tato kfivka popsdna funkcemi x* = x(t), pak tyto funkce maji pro 0 <t < 1,

spojité derivace druhého Fddu a plati
1€(0,70) = [x(v)]e %, [**(r)] € #,

lim x%(7) = x*, lim %%(7) = x*.
>0+ 0 g0+ o
Tato kiivka md tedy te€né vektory o imagindrni délce a muZe byt v intervalu <0, -co)
povaZovdna za svétodru hmotné Cdstice. Vlastni &as zavedeny rovnosti (1.14) je,
aZ na aditivni konstantu, proménnd t vystupujici v rovnici (3.9).

Nyni pfistoupime k vySetfovdni pohybovych rovnic hmotné ¢dstice vdzané holo-
nomni vazbou. M&me tedy vazbu (2.3) representovanou reguldrni nadplochou Q
typu R zadanou parametricky funkcemi (1.2) na oblasti @ = R3. Necht ddle funkcemi
(3.1) je ddno silové pole na oblasti %, pfi¢emZ pfedpoklddejme Q = ¥. Vlastnosti
védzaného pohybu budeme odvozovat z tohoto zdkladniho principu:

Pohybuje-li se hmotnd édstice vdzand vazbou (2.3) v silovém poli daném funkcemi
P*, pak mezi jeji svétocdrou

(3.10) x* = x*(n(x))

a timto silovym polem plati vztah
dz af..a af B 1], d B( 1,b,
G11) 1 DOl = PP D)
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kde znak |; znaét sloZku vektoru ve sméru tecném k nadploSe, tj. pramét (podle
normaly) do te¢né nadroviny. Jinymi slovy, pohybovd rovnice (3.9) je spln&na pouze
ve sméru teéném k nadploSe Q, anebo ,,sloZka sily kolmd k vazb€ se nezucastiiuje
pohybu‘‘.

Nasim nejbliz§im tkolem bude dokdzat, Ze k rovnicim (3.11) existuje pfi vhodnych
poddteCnich podminkdch lokdlné jedind integrdlni kfivka, jiZ je ddna svétoldra
hmotné &dstice leZici na padploSe Q. K dikazu pouZijeme opét lemmatu 1, napfed
viak musime upravit rovnice (3.11) na tvar explicitn& rozfeeny vzhledem k druhym
derivacim hledanych funkeci 7°(t). Zavedeme pfedng toto struéné oznadeni

P(n®, 1) = P(x(n"), BE(n") ") -

Definujme nyni zobrazeni ® mnoZiny 0@ x R* bodi [n°, 7] do mnoZiny R® bodt
[x*, x*] takto: Bodu [1% n*] € @ x R* pfifadime bod

o([n°, n°]) = [¥*(n"), By(n°) "] -

Toto je ziejm& spojité zobrazeni a vzorem oteviené mnoZiny 4 x # < R® piitomto
zobrazeni je néjakd oteviend mnoZina #” < 0 x R>. Funkce

P(n’, 1) = PA(@([n, 1°]))

maji na mnoZin& #  spojité prvni parcidlni derivace. Rovnice (3.11) pak miZeme
napsat, s pfihlédnutim ke vztahtim (1.16a) a (1.7), ve tvaru

D . -
uB; —i° = BiP’Bj,
dr
coZ je ekvivalentni, vzhledem k linedrni nezdvislosti vektort B, systému rovnic

(:.12) n =2 (e) = PH(). %) - Br(2)

Chceme, aby feSeni této rovnice spliiovalo podminku
ﬁabﬁaﬁb + 62 = 0 H

tj. aby podél feseni platilo

(3.13) [11“(1:), ()] e,
kde znakem %7, jsme ozna&ili mnoZinu bodt [#% 7“7 € 0 x R®, pro n&Z plati
[r]e0,

N\

Gon)i’n° + ¢ =0.
Ziejmé jest W', < ¥, protoZe plati dokonce

(W) = Q x H,.
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Z této implikace a vztahu (3.3) dostdvdme identitu
(3.14) [1% A1 €W o = gyP* Bl = 0.

PiepiSeme-li je§t systém (3.12) ve tvaru
. PR | c
(3.15) ii* = — L™’ + ~ P'Bj,
U
miiZeme pro ngj uZ pouZit lemmatu 1. Nyni mdme (n = 6)

h(naa ;]a) : ébc(”a) ﬁbﬁc + CZ .

Pfedpoklady lemmatu se ov&ii uZ snadno; ovéfme explicitng spln&ni podminky (1.19).
Necht tedy [ #“] € #". Pak postupné dostdvime

*q *b *

A 2 A B i
0 dai* "’ + 20" (—in®n®) + l—g,-bP"B,mb =

= aiﬁabnaﬁbﬁi - glb"] narld Ale(auéed + angAae - eqad) + - u PﬂB[ligAtbﬁb
2 -
= l—P Bygun” -

Zde posledni &len upravime jest€ pomoci (1.9a) a (3.14)
2 D ia * 2 D a ¥a
= PPBydiui” = = guP"Bi* = 0.
u u

Tvrzeni lemmatu pak miiZeme vyslovit takto: Vybereme-li libovoln& bod [#§, #5] €
€W o, prochdzi timto bodem lokdlng jedind integrdlni kfivka systému (3.15) resp.
(3.12). Je-li tato k¥ivka popsdna funkcemi n°(t), pak n%t) maji pro 0 <7 < 1,
spojité derivace druhého fadu a plati

lim %) = %3, hm i%(x) = 16,

=0+

jakoZ i vztah (1.15).

Méme tedy tento vysledek: Libovolnym bodem M nadplochy Q prochdzi (lokdIni)
FeSeni pohybové rovnice (3.12), které popisuje svétoédru (3.10) hmotné Cdstice.
Tato svétocdra leZi na nadplose Q a je uréena jednoznacné libovolnym smérem
o imagindrni délce leZicim v te¢né nadroviné nadplochy Q v bodé M. Parametr 7 lze
pfitom povaZovat za ,,vlastni Cas‘ této Cdstice.

Piiklad. Silové pole pfislu$né elektromagnetickému poli je ddno funkcemi*)
(3.16) Pl (x% %%) = eg?F,,(x*) X°
%) Viz napt. [1], § 25.
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kde e je elektricky ndboj uvaZzované hmotné astice a F y,,(x"‘) je antisymetricky tensor
elektromagnetického pole. Budeme piedpoklddat, Ze tyto funkce jsou dostatecné
hladké na oblasti % a ukdZeme, Ze funkcemi (3.16) je na oblasti ¥ ddno silové pole
ve smyslu definice 4 (zdvislé oviem na parametru e). Stadi ovéfit vztah (3.3). Klademe-
li # = R* mdme (dokonce pro [%*] € 4, [x*] € R?)

* 6 * *6
GapPleX* = €gupg" Fpsx’x™ = eF ;5X7%° = 0

vzhledem k antisymetriCnosti tensoru F .

4. NEKTERE PRINCIPY MECHANIKY

V tomto odstavci odvodime n&které disledky plynouci z rovnice (3.12) pro pohyb
hmotné ¢dstice vdzané holonomni vazbou v silovém poli. Tyto rovnice budou po
formdlni strance podobné nékterym diferencidlnim principim klasické mechaniky.
Ukazuje se, Ze lze s vyhodou vyuZit geometrickych vlastnosti ¢asoprostoru M,.
Pouziti tensorového poétu umoZiiuje pfitom postupovat stejné jako v klasické mecha-
nice (viz [2]).

Vrafme se do situace z pfedeslého odstavce. Mdme danou vazbu (2.3) represento-
vanou reguldrni nadplochou Q typu R zadanou parametricky funkcemi (1.2) na
oblasti @ = R*. Didle je funkcemi (3.1) ddno silové pole na oblasti ¢ = M, a pfed-
poklddejme Q < ¥. Zadat kfivku na nadplose Q znamend tedy zadat vhodn€ funkce
n“(r). Omezime se na vySetfovdni takovych funkci 11"(1:), které jsou v uvaZovanych
intervalech dvakrdt spojité diferencovatelné a pro n&z plati [#%(r)] € 0. Pohybové
rovnice (3.12) pro svétocdru hmotné Cdstice o klidové hmoté i + 0 muZeme psdt
ve tvaru

- 1
(3.15) ii© = — I + — PPBj.
n

ProtoZe uZ nemulzZe dojit k nedorozuménim, vynechdvdme zde i v dalsim stfiSku nad
vektorem P* Vyhovuji-li funkce

(4.1) n° =n%), t€(ry,1,)
v tomto intervalu rovnici (3.15), pak vyhovuji také rovnici
, “c g 1 ..
(4.2) B + 0,Bai"i® = —Bileii® + — BGBiPP + 0,Buii® .
u
Podle (1.7a) a (1.16) miZeme tyto rovnice pfepsat na tvar
‘ pE* = P* + pui*p%(0,B% — I'5,B%) — N*N,P*
a kone¢n& podle (1.10) na tvar

(4.3) p&* = P* + N*(ub — PPN,).
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Je vid&t, Ze rovnice (4.3) jsou po formdlni strance analogické Lagrangeovym rovnicim
1. druhu. Skute&né srovndni s klasickou teorii provedeme v pfistim odstavci.
Naopak, necht funkce

(4.4) (@) = %), Te(mnT)

vyhovuji v intervalu (ty, t,) rovnicim (4.3). Pak vyhovuji také rovnicim (4.2), 4.
~ X 1
B: [n + Pogitt — = B;P"] =0
u

a odtud vzhledem k linedrni nezdvislosti vektort BZ plynou rovnice (3.15) resp. (3.12).
Plati tedy

Véta 4. K tomu, aby existovalo okoli vodu to v némz funkce (4.4) popisuji svétocdru
hmotné dstice o hmoté p + 0 vdzané vazbou (2.3) a pohybujici se v silovém poli
(3.1), je nutné a staci, aby platilo

9ap 5‘“(70) "‘B(To) = -c

a aby funkce (4.4) vyhovovaly v néjakém okoli bodu t, rovnicim (4.3).

Zbyvajici &dst diikazu plyne snadno z uvah v pfedeslém odstavci.
Oznaéme

E(n", 1) = dan'n’

funkci definovanou pro [ #“] € @ x R3. Pak plati

OE .
= 0
a”c b1 1
aE *

. = 2gac ‘.
on 1

Pro funkce (4.1) plati v intervalu (14, ,) (formdln& dosazujeme 7 za ;,“)
(45 L%
dt o

= Zabgac]7aﬁb + 2ga(ﬁa =

N as . (D .. n aalfn A o o\ b
Zabgacﬂaﬂb + 2, <E‘t n ) — Yacd ,(adglb + 0pgia — 519;;4) ’71771‘J =

Il

(D .\ bedinn A R R .
2gac <E n ) + nbnd(zabgcd - adgcb - ahgcd + 6cgbd) =
T

(D .\ s /D .\ OE
= 2gnc - + 'Ybﬂd acgbd = 2gac -—n +—.
dt , dt on°
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Vyhovuji-li tedy funkce (4.1) pohybové rovnici (3.12), pak plati pro tyto funkce
v témZe intervalu

(4.6) — = _ 24, PPB.
u

Tuto rovnici miZzeme vzhledem k identité
éacPﬂBZ = gayBacszB;Pp = gaﬂBipp - gayB:NyNﬂPﬂ = gaﬂBzPB
napsat ve tvaru

4.7 S % 2y BP,
“.7) drore o ul?

Rovnice (4.7) jsou op&t po formdlni strdnce analogické Lagrangeovym rovnicim
1I. druhu v klasické mechanice.

Necht naopak funkce (4.1) vyhovuji v intervalu (74, 7,) rovnicim (4.7). Pak nutng
plati také (4.6) a po dosazeni

A D . C a
2gac|:u_i(’7 ) - PﬂBﬁ:I = Oa
dr
z &eho? vzhledem k (1.5) plyne (3.12) v intervalu (7, ,). Plati tedy

Véta 5. K tomu, aby existovalo okoli bodu t, v némZ funkce (4.4) popisuji svéto-
édru hmotné édstice o hmoté p # 0 vdzané vazbou (2.3) a pohybujici se v silovém
poli (3.1), je nutné a staci, aby platilo

gaﬁ )’C“(TO) )'CB(TO) = —C2
a aby funkce (4.1) vyhovovaly v néjakém okoli bodu v, rovnicim (4.7).
Necht funkce (3.1) jsou identicky rovny nule. Jednd se pak o pohyb hmotné &dstice

vdzané vazbou (2.3) bez pusobeni sil. Rovnice (3.12) piejdou pfitom v rovnice pro
geodetickou kfivku nadplochy Q

(43) aD—T(ﬁC) - 0.

Tedy v piipadé, Ze neplisobi Zddnd sila na hmotnou &dstici vdzanou vazbou (2.3),
je sv8totdra této hmotné &dstice geodetickou kiivkou na nadplose Q. Rovnice (4.7)
pak maji tvar

d JE cE=0

4.9 <
(49) dr on° o

Vsimnéme si jeSté rovnic, k nimZ Ize dospét, uZijeme-li postupu jimZ se odvozuji
Hamiltonovy kanonické rovnice v klasické mechanice. Necht funkce (4.1) vyhovuji

339



pohybovym rovnicim (3.12) v intervalu (7, 7,). Definujme zobrazeni [, #*] —
— [#" p,] mnoZiny @ x R*® na @ x R® pfedpisem

(4.103) nt=n",

CE

"

Pa = 24.dn") 1" =

Toto zobrazeni je zfejmé prosté a zobrazeni k nému inversni je ddno pfedpisem
(4.10b) n'=n*,
n* = 39°(") pe -

Funkcemi (4.1) jsou definovdny jednoznacné funkce p,(t) pomoci (4.10a), klademe-li
7%(t) = 7). Definujme nyni na oblasti @ x R funkci [5% p,] - R' pfedpisem

(4.11) H(n", pa) = E(n",7°) ,
kde hodnoty p, a 7* jsou vdzdny spolu relacemi (4.10a) resp. (4.10b). Jest tedy
(4.12) H(n", po) = 39™(n") paps -

Ddle plati
oH _0E i
op, " op,

Aba __ *a

= ngcﬁc . %g =1

a podél funkci (4.1) vyhovujicich rovnicim (3.12) a tudiZ také (4.7) plati podle (4.12)

0H OE OE op® dp, 2 . -
e o *b_’,’;:_ll __gaﬁBaPﬁ+il‘pb(aaéb)pc:
oy on®  on’ oy dt pn

—_—i’ﬁ' — zgaﬂszﬁ +2?ﬂ’

dt u on®
tj.

0H d 2
—_— = = Jf + = gaﬂBzP
on” dz

Véta 6. K tomu, aby existovalo okoli bodu t v ném? funkce (4.4) popisuji svéto-
Cdru hmotné Cdstice o hmoté p + 0 vdzané vazbou (2.3) a pohybujici se v silovém
poli (3.1), je nutné a staci, aby platilo

a) funkce n%(t) a p,(t) vyhovuji v néjakém okoli bodu t, rovnicim

dy®* 0H
4.13a — = — (" pa) >
( ) dt 0p, (’1 p)
d a O0H a 2 (. a\ D a
(4.13b) di = =~ (1" pd) + = 9.y BLn") P, pa)
T n n
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kde souvislost mezi #i* a p, je ddna vztahy (4.10a), (4.10b), funkce H je definovdna
pedpisem (4.11) a funkce P? piedpisem

PA(", pa) = PP(n", i),
b)
H(na(‘fo)a Pa(To)) = —c%.

Dukaz: Zbyvd jesté dokdzat postaditelnost. Necht tedy funkce 1%(t), p,(t), vyho-
vuji poZadavkéim a), b) v intervalu (t,, ,), 7 € (71, 7,). Rovnice (4,13a) jsou pouze
vyjéddfenim transformagnich relaci (4.10a), resp. (4.10b). Z rovnic (4.13b) dostaneme
po dosazeni podle (4.10a) a (4.10b)

*b
(4.14)) _9&=_:’:ng$1)¢+§£“+§%.6_11“_
Ale
OE o

1 AbC A A A ¥d¥*o
6ﬁb arla 5 pb(aagb ) Pc = 2(aagbc) gdc‘gebndn

a derivovanim vztahu

0 = 3
dostaneme
(aaébc) gAdc = - (aagdc) gAbc
a tedy
OE on® ds 0E
»_=_26agAc dc=_2 .
G o (0adac) 7' o

Dosazenim do (4.14) mdme pak

_.(l 5? =~zgaBBZPﬁ—a—E,
dz \on*® U “

coZ je rovnice (4.7). Pro funkce (4.1) plyne ddle podle (4.11) a poZadavku b)

E(n(zo), fi(70)) = —¢?
a odtud podle véty 5 uz dostavdame tvrzeni véty.

Rovnice (4.13a) a (4.13b) jsou opét po formdlni strdnce podobné Hamiltonovym
kanonickym rovnicim klasické mechaniky.
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5. SROVNANI S KLASICKOU TEORIf{

V tomto odstavci porovndme odvozené Lagrangeovy rovnice s klasickymi rovni-
cemi Newtonovy mechaniky éimZ provéfime také oprdvnénost ve tfetim odstavci
vysloveného ,,zékladniho principu‘* pro pohyb vdzaného hmotného bodu v Minkow-
ského mechanice.

Za tim ulelem budeme nejdfiv precisovat pojem Newtonova silového pole v daném
systému Gasoprostorovych soufadnic a ukdZeme jeho souvislost se silovym polem
Minkowského mechaniky zavedenym definici 4.

V dal$im necht

N

«

T T
it
N

je libovolny, aviak pevné zvoleny systém Casoprostorovych soufadnic pozorovatele
spojeného s né&jakou inercidlni soustavou. Je tedy pevné ddna dasovd osa T a sou-
fadny systém v EJ.

Definice 5. Budte ddny funkve
(5.1) Of(x,, 1, &), K=1,2,3
definované takto:

1) Necht I < EY je néjakd oblast bodii [x'].

2) Necht & < R? je euklidovskd koule o poloméru c, tj. oblast bodii [£'], které
vyhovuji nerovnosti

3
Y (&) <.
i=1

3) Necht F < T je néjaky (neprdzdny) otevieny interval.

4) Necht funkce (5.1) maji spojité parcidlni derivace aspori proého Fddu na oblasti
I'x & x A.

Pak Fikdme, Ze funkcemi (5.1) je ddno Newtonovo silové pole na oblasti I' x S <
< EY x T (pfislusné danému inercidlnimu pozorovateli).

UvaZujme svétoédru
(5.2) x* = xN(t), t€(1,72)

hmotné &dstice o klidové hmot€ u # 0. V naSem Casoprostorovém systému ji lze
popsat funkcemi

(5.3) xK = xK(1), te(ty,t,),
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pficemZ plati

v¥(t) =ii (d—xi>2< c?

=1 \ dt

a funkce (5.3) maji spojité derivace aspoii druhého ¥ddu v (t,, t,). Pfedpoklddejme,
Ze funkcemi (5.1) je ddno Newtonovo silové pole v oblasti I' x & a pro funkce (5.3)
plati

(t, ;) = F a te(ty, b)) =[x(t)]eT.

Pro pohyb hmotného bodu v Newtonové silovém poli plati, jak zndmo, mezi funk-
cemi (5.1) a (5.3) rovnice

d ¥\ o/ dx’
(5.4) et = <m(t) 3) ) <x o dt),
kde :

(5.4a) m(t) = m

je relativni hmota pfislusné hmotné Cdstice v uvaZovaném asoprostorovém systému.
Vztah (5.4) lze vSak odvodit z obecnych pohybovych rovnic (3.7), pfifadime-li
vhodné Newtonovu silovému poli silové pole Minkowského mechaniky ve smyslu
definice 4.

Lemma 2. Nech? je funkcemi (5.1) ddno Newtonovo silové pole na oblasti I' x %
Potom funkcemi P* takto definovanymi

X!
K(,a ¥*a\ _ *X0NK i,.0
(5.5) PX(x*, x*) = x°Q <x,x,§),
R ;
PO(xa,xa)z_-Zz SEQQI 5)
C”i=1

je ddno Minkowského silové pole na oblasti 4 = I' x & ve smyslu definice 4.

Dukaz: Plati

X! o
S EH = gupXxF < 0.
x

Jsou tedy funkce (5.5) definovdny (se spojitymi derivacemi prvého fddu) na mnozing
G x #,, kde #, = R* je mnoZina bodi [x*], pro néZ plati
Gup¥' X’ < 0.

5) Hodnoty funkci Q% se berou v tdchze bodech jako v ptedchozim Fadku.
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Déle plati #, < #; a pro
[x*, x]e¥ x #,
jest

3 3
. » $ii 1. 5i i
GupP'XP = x° ) X'QF — &2 (7 X0y X Q’) =0.

Tim je lemma dokdzdno.

UkdZeme, Ze toto (apriorni) pFifazeni Minkowského silového pole danému Newto-
novu silovému poli je fyzikdlni v tom smyslu, Ze pfedpoklddané pohybové rovnice
(5.4) Ize odvodit pFi tomto prifazeni ze zdkladnich pohybovych rovnic (3.7).

Mgjme tedy ve smyslu lemmatu 2 ddno toto pfifazeni. Nechf je funkcemi (5.2)
resp. v naSem &asoprostorovém systému funkcemi (5.3) popsdna sv&tofdra hmotné
Castice o klidové hmoté u + 0. Transformace parametru ¢ v parametr 7 je ddna
prostym zobrazenim intervalu (¢, t,) na (ty, 7,) (viz (1.14))

(5.6) (1) = f \/( 2(')> dt,

kde to € (14, t,) je libovolnd pevnd hodnota. Z rovnic (3.7) pro svétocdaru popsanou
funkcemi (5.2) pak dostaneme

pro K = 1, 2, 3, neboli

d dx\ . . ¢
a(m(t)—5>t—tQ ,

coZ jsou rovnice (5.4).

Korespondenci (5.5) je umoznén prechod z Newtonova do Minkowského modelu
dynamiky hmotného bodu. Poznamenejme jesté, Ze zde nalrtnuty Minkowského
model je S$irsi neZli Newtoniiv; nelze totiZ kaZzdému Minkowského silovému poli
pfifadit v kaZdém systému asoprostorovych soufadnic rozumné (ve smyslu ekvi-
valence pohybovych rovnic) Newtonovo silové pole.

Pfi nasi korespondenci silovych poli ddvd posledni z rovnic (3.12)

L (mfo) = —(i dx! So)1.
t.

(5.7) - [M(t) ¢’] = Z — Q'
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Vyraz
E(t) = ¢® m(t)

je energii uvaZované hmotné &dstice a rovnice (5.7) vyjadfuje zndmou souvislost mezi
energii a praci silového pole.
UvaZujme nyni vazbu
o(x, y,z,1) =0.

Necht je tato vazba representovana reguldrni nadplochou Q v M, typu R. Pfedpo-
klddejme ddle, Ze plati
Qcl'x S,

Sv&totdra (5.2) resp. (5.3) je pak ur&ena rovnici (3.11), které pouZijeme ve tvaru (4.3).
Prvni tfi z t&chto rovnic miiZzeme po dosazeni podle (5.5) psdt ve tvaru

d dxk ; dx? o

5.8 —((m() =) = Kx't,t,—)+lt———-,
59) G (0% = e (x0 ) 0 15
kde

1 ~ Po,
(59) M=T@w—ﬁ,

X W w
pfiCemz

o = g*%w,w,

a funkce na pravé stran& v (5.9) jsou vzaty v bodech sv&to&dry. V piipad& malych
rychlosti, tj. je-li m(t) prakticky konstantni funkce jsou rovnice (5.8) zndmymi
Lagrangeovymi rovnicemi I. druhu. V tomto lze vidét fyzikdlni opodstatnéni ,,zdklad-
niho principu®, ktery byl vysloven ve tfetim odstavci.

Zbyvajici &tvrtou rovnici ve (4.3) Ize napsat ve tvaru

B I
(5.10) SE) =Y 0 )%,

i=

kde
W) = — 12 Ar).

UvaZujme nyni tento specidlni piipad. Nechf funkce (5.1) a tedy i (5.5) jsou identicky
rovny nule. Je-li vazba (2.3) v daném inercidlnim systému skleronomni (tj. dw/dt = 0
napf. v I' x #), pak rovnice (5.8) jsou v uvedeném pfibliZeni rovnicemi geodetické
kfivky na (pohybujici se) plose v E] pfislusné vazbg (2.3). Rovnice (5.10) je pak vyjd-
dfenim zdkona zachovidni energie. Je to vlastnost skleronomni vazby zndmd z kla-
sické teorie.

Zcela analogicky by se daly odvodit z rovnic (4.7) rovnice, které pro malé rychlosti
pfejdou v klasické Lagrangeovy rovnice II. druhu.
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6. PRIKLAD

Jako ilustraci uvedeme explicitni tvar né€kterych odvozenych vztahd a rovnic pro

konkrétné zadanou vazbu a silové pole.
Necht holonomni vazba je ddna rovnici

(6.1) o(x®) = (x')? + (x*)* + (x*)* = A(x°)* = R* =0,
kde R > 0 je jistd konstanta. Tuto vazbu lze zfejm& representovat (pro x° > 0)

reguldrni nadplochou Q s parametrickym popisem
1

>

2
s

3
s

o= LV + P+ (- R =

Il

xl
xZ
x3‘

Il
S = =

®
It

pro
('71)2 + (}12)2 + (’73)2 > RZ ,
g =" + @) + @) = R°].

Ao = 4[(x")? + (x*)2 + (x*)? = A(x°)*] = 4[R* + w(x)].
Je tedy rovnici (6.1) ddna pfipustnd vazba. V bodech uvaZované nadplochy dostdvdme
pro velidiny BZ, d,, @ g = det(§,,) pfimym vypodtem tyto hodnoty
6% pro a>0,

kde jsme polozili

Plati

B, = .
. pro a=20,
¢q
A Nall
gab=5ab ———6[226)’
RZ
g = - g;
Odtud vypoditdme
a, b
NN i
Gap = 5 R2

a pomoci formule (1.9a)

6) Zde i v daldim klademe pro snadn&jsi zapis formuli 7 = 7%
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Pro sloZzky konexe pak mdme

e
Fab

R2 5 (@0 — namen®) .

Vztah (1.10) pro o = 1 m4 tvar

5!
0= g < (q*0un° — nanen) —

n'
- ab 5
R

z CehoZ vypocitdme

1
Bab = Ef (‘125ab - 77a’1b) .

Posléze ze vztahii (1.4) a (1.6) dostdvdme

a 0

=N*=— 1, No=fg_ Ne—_9__X

B

R R ¢R R’
JeZto ndm jde pouze o lokdlni vlastnosti nadplochy, miZeme se v tomto prikladé
omezit pouze na ty body nadplochy Q, v nichZ neplati Zadnd ze tfi rovnic

94BiB = a> — (n)? = 0.
Na této édsti nadplochy Q pak bude nd$ parametricky systém ,,fyzikdlni v tom
smyslu, Ze Z4dny z teSnych vektort B (a = 1, 2, 3) nebude isotropni.

Nyni uZ miZeme napsat rovnici (4.8) pro pohyb hmotné &dstice vdzané uvazo-
vanou vazbou bez piisobeni sil

D, ..
a(’?)

i+

Il

1 . ab.c o b
Rg (g0 — nai*nei™®) = 0,
.

i = L(Zn'rl’)2 - qz(ﬁi)z}-

RZZ

Predpoklddejme nyni plisobeni silového pole napf. elektromagnetického vySetfova-
ného v 3. odstavci a daného formuli

(3.16) PA(x*, X*) = eg""F 4(x*) X°.

Ziejmé Ize pfedpoklddat, Ze toto silové pole je definovdno v okoli nadplochy Q. Déle
jest

D * * oaf 1,0 7"
P ) = e [ Pt i+ Foe )™ |

a pohybovd rovnice (3.12) md tudiz tvar

7€ a e i Ci ;;’ar,ﬂ Ci
N n 2 2{(’1 Na)> = q0un’} + = {F 0% + Fgo —* 5 —
R u cq
d, c 2bc oa c
i’y n'nan‘n qan'n n 1
—Fgp—5— —Fyp 'c’q“*Rl Yo gy — Foo csz}'
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Dalsi tpravou, nebo pfimo dosazenim do rovnic (4.3), dostdvdme rovnice, jeZ lze
nazvat Lagrangeovymi rovnicemi prvniho druhu

a

px* = eg"F%° — %(ul; + %F 85 x"’)'c") ,

kde

02(x0)2i=231 (x i)2 _ (iglxi)-c i)2

B = Buyiti® =

ol 1 Re? (x°)2

Zcela obdobn& bychom dostali explicitni tvar Lagrangeovych rovnic druhého druhu

a Hamiltonovych rovnic pro nd§ konkrétni pfiklad dosazenim do vztahii (4.7) resp.
(4.13a) a (4.13b).
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Pe3zomMe

T'OJIOHOMHAS CBsI3b U YPABHEHUSA OBUXXEHUSA
B MEXAHUKE MMHKOBCKOI'O

IOPAY BUPCHUK (Juraj Virsik)

IIpy moMoImy MeTOHOB TEH30PHOTO HMCYHUCIICHUS M3YYaeTCsl B CTAThE IBHXKCHHE
YaCTHLBI HA MHOrooGpasuu, ONIpPENeNICHHOM ypaBHeHHEM (X, Y, z, t) = 0, mpesi-
CTaBJISFOIIMIEM TOJIOHOMHYIO CBSI3b B IIPOCTPAaHCTBE-BpeMeHn MHUHKOBCKOTo. Mccie-
ZOBaHWE IIBYDKCHWS HECKOJIBKHMX YaCTHI, TIOMYMHEHHBIX HECKOJIBKAM CBS3SIM CIIOCO-
60M, KOTOPBIIf IPUMEHSAETCS B KJIACCHYECKON MEXaHUKe, HATAJIKMBACTCS Ha 3aTPYyIHE-
HUSI IPY TIOTIBITKaX BBECTH MOIXOASIIYI0 METPHKY B (pa30Boe mpocTpaHcTBO. [ToaTOMYy
paccMaTpPUBAETCS TOJIBKO CIIydail OIHOM YaCTHIHL.

IIpu BeIBOIE ypaBHEHHMi IBUKCHUS MCXOJUTCS M3 YPAaBHCHUI [BIKEHUS CBOOO-
HOM YaCTHIIBl B CHENUAIBHON TEOPHH OTHOCHTEIBHOCTH

: d dx*
* ) ) = P2,
*) S (0%)
rzae gyskiun x¥(t) (« = 1, 2, 3, 0) onpeessiroT HCKOMYIO MUPOBYIO JIMHUIO YaCTHI{B,
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7 0003HaYaeT ee COGCTBEHHOE BpEMSI, ,u(t) ee cOOCTBEHHYO Maccy U P? (oc =1,2,3, 0)
— BEKTOp CWJIBI, JEUCTBYIOLICH HA YacTULy. JIJist YaCTHUIBI, MOAIMHEH HOI TOJIOHOM-
HOM CBSI3M, BBICKA3bIBAETCS IOCTYJAT, KOTOPBIA MOXHO CHOPMYIMpPOBATHL TaK XKe,
KaK B KJIACCHYECKOW MexaHuke: ,,COCTABISIOINAS CUIIBI, NIEPIe HAUKYIAPHAS K MHO-
roo6pasuio, He MPUHMMAET YYacTHs B JBIDKCHHH, T.e. BEKTOpHOEe ypaBHeHue (¥)
BBIMOJIHAETCS B ClIyyae TOJIOMHON CBSI3M TOJIBKO B HAMPABJICHWUM, KACATEIHLHOM
K MHOrooGpasmio®. (IIepneHIuKyIAPHOCTD 3/eCh MOHMMACTCS, KOHEYHO, B CMBICIIE
MHIeQUHUTHOM MeTpukd MuHKOBCKOro.) U3 mareMaTHyeckoil (opMynup oBKu
BBICKa3aHHOIO MPUHIMMA BBIBOIATCS TPU Tpynnsl nuddepeHiuanbHbx ypaBHeHuii,
KOTOpBIe, ¢ GopManbHOI TOUKKM 3peHHus], TOJOOHBI ypaBHEHUsIM JIarpaHka nepBoro
M BTOPOTO POJa U ypaBHEHUsAM ["aMUIIbTOHA KJIACCHYCCKOM MeXa HUKIL.

Oco6blil MHTepec oOpalaeTcs Ha MATEMATHYCCKH TOYHOE ONPE/Ie/ICHUe MOHATHIL
TOJIOHOMHASL CBSI3b Y CIJIOBOE TOJIE CIICIUAIBHON TSOPHHM OTHOCUTEIbHOCTH. T1o3TO-
My, TIPEXIE YeM IIPUCTYIUTh K BBIBOIAY YPaBHEHWI IBMXXCHHS, PacCMATPUBAKOTCS
FUMEPIOBEPXHOCTH B MPOCTPAHCTBE-BPEMEHH MHUHKOBCKOTO M ITPUBOIMTCA CTPHKT-
HOoe abCTpakTHOE OMpECSICHUE — a Priori JAHHOTO CUJIOBOTO IMOJIA B MEXAHHMKC
Munkorckoro. TakuM crocoboM OTpeAeICHHOE CUIOBOE T10Jie 00JIalaeT CIIEAYIO -
LM CBOMCTBOM: ,,u3udeckoe’ peieHne ypaBHeHus (*) CyILeCTBYeT TOI/A H TOJbKO
TOTJA, €CIM [ MOCTOSIHHASI; OTCIOJIa YXKE€ BBITEKAET ,,ICPIEHIUKYISAPHOCTD CHUIIBI
K MAPOBOW JTAHUA . :

Tak ke moxa3bIBaeTCs ,,pusndeckas’ pa3periMMOCTh BBIBEJACHHBIX YPaBHEHHUMI
JBMOKSHUS, TMOAYMHEHOro CBsA3u. HacKombko aBTOpY HM3BECTHO, MpUBEICHHOE al-
CTPAKTHOE OMpE/Ie/ICHAE 3aKIF0YAeT BCe MAKPOCKOIMYECKUE CUITOBEIE MOJIS, paccMma-
TPHUBACMBIE B CIICIUAIIBHON TEOPUH OTHOCUTEIBHOCTH.

Hanee W3y4aeTCsl OTHOIISHHE 3TOTO aGCTPAKTHOrO OIPSASACHUS K MMOHSTHIO
HBIOTOHOBCKOTO CHJIOBOTO ToJia B ¢ukcuposaunoit cucreme Jlopenua. ITokassi-
BaeTCsA, YTO IOJYYCHHBIC YPABHECHUS IBUIKCHWS YACTHIBI, MOTYMHEHOW CBS3HM, IJIs
MAJIBIX CKOPOCTEW IEPSXOOAT B YpPaBHEHMS NBIKSHHUS KJIACCHYECKOM MEXaHHKHU.
B koHIe MPUBOMATCS HIPUMEP C BHIYMCICHAEM I KOHKPETHON CUTYyaIWH.

Bce pe3ynbTaThl UMEIOT, KOHEYHO, YMCTO JIOKAJIBHBIA XapakTep.

Summary

.

HOLONOMIC CONSTRAINT AND EQUATIONS OF MOTION
IN MINKOWSKIAN MECHANICS

JURAJ VIRSIK

In this paper the motion of a particle on a manifold given by the equation
o(x, y, z, ) = 0 (representing a holonomic constraint in Minkowskian space-time)
is studied with the help of the methods of tensor calculus. The study of the motion
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of several particles under further constraints, similar to that used in classical mecha-
nics, meets with difficulties when one tries to introduce metrics into the phase space.
Therefore the case of only one particle is considered.

To derive the equations of motion, the starting point is the equation of motion
of a free particle in the mechanics of the special theory of relativity

) w0 5) =P
dt de

where the functions x*(t) (¢ = 1, 2, 3,0) describe the world line of the particle
to be determined, the parameter 7 is its proper time, p(t) its proper mass and P~
(oc =1,2,3, 0) are the components of the vector of force acting on the particle.
A basic postulate concerning the constrained motion of a particle, formulated as
in classical physics, is given: ‘“The component of the force orthogonal to the manifold
does not take part in the motion, i.e. the vector equation (*) holds, in the case of
holonomic constraint, only in the direction tangential to the manifold. (Here ortho-
gonality is understood of course in the sense of indefinite Minkowskian metrics).
Three groups of differential equations are derived from the mathematical formulation
of this principle. They are similar, from the formal point of view, to the Lagrange
equations of the first and second order and the Hamiltonian equations of classical
mechanics.

Mathematically precise definitions are attempted of the notions of holonomic
constraint and field of force in the special theory of relativity. The derivation proper
of the equations of motion is therefore preceded by parts dealing with hypersurfaces
in Minkowskian space-time. A strict a priori abstract definition of a field of force
in Minkowskian mechanics is given. It is shown that the thus defined field of force
possesses the following property: A “physical” solution of the equation (*) exists
if and only if u is constant; this implies “the orthogonality of the force to the world
line”. The “physical” solvability of the derived differential equations of constrained
motion is also demonstrated. To the author’s knowledge, the given abstract definition
includes all the macroscopic fields of force considered in the special theory of rela-
tivity.

Next the relation of this abstract definition to the notion of the Newtonian field
of force in a fixed Lorenz system is discussed. It is shown that the thus obtained
equations of motion of a particle under holonomic constraint in the case of small
velocities approximate the equations of constrained motion of classical mechanics.
An example with calculations of a definite problem is added.

All the results are of course of purely local character.

Adresa autora: Juraj Virsik, Kabinet matematiky SAV, Obrancov mieru 41, Bratislava.
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