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SVAZEK 10 (1965) APLIKACE MATEMATIKY sLo 1

ROVINNY PROBLEM ZTRATY STABILITY V TAHU

ZBIGNIEW WESOLOWSKI

(Doslo dne 17. ledna 1963.)

Vysetfuje se otdzka stability ortotropniho prutu. Dokazuje se, Ze v piipadé,
kdy se délka prutu bliZzi nekone¢nu, nastava ztrata stability tehdy, kdyZ taho-
va sila dosahuje maxima.

V poslednich letech se objevila fada praci vénovaynch problému ztrdty stability
pruznych téles pfi konetném pretvofeni. Metoda, které bylo pfitom pouZivdno,
spolivala na zkoumdni moZnosti existence rovnovahy v sousednich polohdch.
Otdzkou spravnosti takové metody se zabyvd price GUO ZHONG-HENGA a W. URBA-
NOWSKEHO [4].

V této préci se vySetfuje otdzka stability pravotihlého hranolu pfi kone¢ném prota-
Zeni. O hmoté se predpoklada, Ze je pruznd a ortotropicka o zcela obecné fysikdlni
povaze. Analogickd otdzka pro pfipad, kdy hmota je pruZznd, isotropickd a nestlacitel-
nd byla feSena v préci [5].

1. DIFERENCIALNI ROVNICE PROBLEMU

1.1. Pocatecni stav konecného pfetvoreni

NIy

0 0 0 0
Hranol o délce I, Sifce 2h a tloustce 2b, oznaleny déle jako téleso B, zilistava v rovin-

ném stavu pietvofeni. Tento hranol je podroben pocdte¢nimu prodlouZeni ve sméru
] 0
rozméri I/ a h. Vlivem tohoto prodlouZeni se ptislusné rozméry zméni na

o 4]
(1.1) 1=240, h=/h,

kde 1, a 4, jsou parametry charakterisujici velikost prodlouZeni. Téleso s takovym
pocdteCnim pretvorenim oznacime symbolem B. Zkoumdni stability télesa B je pred-
métem této préce.

Uvazujme pfipad, kdy hmota je pruZnd a ortotropickd nejobecnéjsi fysikdlni
povahy a sméry ortotropie se shoduji se sméry hran hranolu. Pfipad isotropické



hmoty je obsaZen v predchdzejicim problému jako zvldt$ni pfipad. V prvni &dsti
prdce budeme uvddét vzorce tykajici se tohoto ptipadu soub&zné se vzorci pro hmotu
ortotropickou; vzorec a rovnice uvedené v dalSich ¢dstech maji obecny charakter
a plati pro oba ptipady.

Otdzka stanoveni napjatosti, vyvolané popsanym pocdtecnim pietvofenim, je
v literatufe podrobné zpracovdna (viz napf. [2] a [5]). Omezime se zde na uvedeni
koneCnych vysledki.

Sestrojime-li v télese B s pocdteénim pietvofenim kartézkou soustavu soufadnic
(@', 82, ©%) = (x, y, z) takovou, Ze hranol je omezen rovinami

0
(1.2) x=0l, y=+h, z=+45b
a soufadnice budeme poklddat za spojené s pretvafenim télesem, jsou metricky

o V]
tensor g;; v B a metricky tensor g;; v B urCeny rovnicemi

(1.3) gy =475y, (nesgitat!),
gij = 6ij;

kde parametr 1, je uren vztahem 1; = 1. V dalSich vzorcich budeme pouZivat tohoto
parametru vSude tam, kde ddva vzorcim soumérny tvar nebo kde umoziuje cyklickou
zdménu indexi.

Stav pfetvofeni télesa B je charakterisovdn tensorem pietvofeni y;;
(1.4) v =31 - 2;7%)6,;, (nesgitat!),
jehoZ invarianty I, a fysikdlni slozky y,;; jsou

(1.5) I, =22 + 22+ A%, I, =23} + 2222 + 2302, Iy = A0%i2,

(1.6) Y = (9:95) Ty =31 = 272 8y (nesgitat!).

Predchozi vztahy plné€ uréuji pfetvofeni télesa B. Nyni pfistoupime k uréeni napja-
tosti v tomto télese.

V pripadé ortotropického télesa s ortotropii spojenou s uvedenou soustavou sou-

0
fadnic je pruzny potencidl W, vztaZeny na jednotku objemu nepietvofeného télesa B,
funkci Sesti veli€in I'(;;, definovanych vztahy

(1’7) F(ii) = V(,-,-) N (neséitat!),
2 . .
Fap=Tyy=vy, i¥],
a invariantu I stavu pfetvofeni

(1'8) W= W(F(11)$ F(ZZ)’ F(33)’ F(23)a r(3[)a r(lZ)* 13) .
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Napjatost v télese B je charakterisovdna tensorem napéti t%. Slozky tohoto tensoru
pro uvazované téleso jsou ureny rovnostmi

(1.9) = 2Hu) + p, (nescitat!),
=0, i%j,

-

kde veli¢iny H;;) a p jsou ddny vztahy
1 ow ow
(1.10) Hgjy = — , p= 2\/13__
VI3 0T ), oI,
Vztahy (1.9) a (1.10) popisuji napjatost v isotropickém télese jakoZto zvldstni
ptipad. V tomto pfipadé& je pruzny potencidl W funkci pouze invariantd stavu pretvo-
feni

(1.11) W= W(I,, I, 1)

a veli¢iny H;; jsou urdeny vztahy
(1.12) Hypy=0+ A3 +23)¥, Hopy=0+ 3+ Y,
Hiayy =@ + (A3 +15) 7,
2w - 2 oW
JI o’ NISY
V piipadg, kdy t&leso B je stejnorodé, spliiuje uvedeny tensor 7/ identicky rovnice
rovnovahy. Dal§i ivahy omezujeme pouze na tento pfipad.

1.2. Pfidavné malé pretvofeni

Pocatecné pretvoifenému télesu B popsanému v piedchdzejicim oddile bude ud&leno

pole malych posunti ew. Téleso B pfitom piejde v stav g, blizky stavu B. Obecnou
teovii takového pretvofeni ve vztahu v télesu plvodné isotropickému vypracovali
A. E. Green, R. S. Riviin a R. T. SHIELD [1]. Ve vztahu k t&lesu péivodng ortotro-
pickému podal ptislusné zdvislosti W. UrBaNowsk1 [2].

Omezime se zde na vzorce, které se tykaji pfiddni pole malych pretvofeni télesu,
které bylo na pocdtku pretvofeno popsanym zpisobem. Prislusné obecné rovnice
a také podrobng&jsi vypodty je moZno najit v prdci [3] (pro t&leso pivodngd isotropické)
a v préci [2] (pro t&leso pivodn& ortotropické).

Vlivem pfidavného pietvofeni zméri se slozky t"/ tensoru napéti o jisté pfirtstky.
Linedrni édsti téchto pfirGstkG oznacime pfisluSnym symbolem s ¢drkou nahofte.
Oznacime-li u a v prislu$né kovariantni slozky w, a w, vektoru w, plati

(1.13) T = cpgu, + ey, TP = cpguy + Cyavy,
/33 nz _ 21 _
33 = cyu, + c3pvy, T2 =1 = cgq(uy + vy),
1123 — ,L_f32 — 1:r13 — .L.I3l =0.



VeliCiny c;; se pocitaji pro stav B a maji hodnoty

/13
(L14) ¢y = l‘}" Cainy + 4234,75C ) + 4232323C o) — MHuny — P
243
/11/12 2 2 3 3/13C —
2= Ciai22) + 2444,25(A1C 1y + 23C22)) + 44124323C o)
3 — MBHuy + 1>
o6 = AA3Huay = Ps cp + T =y + T,
kde
2w W orw
(1.15) Cipy =———7—> Cup = =

ol 0T gy o, ol or3

Pro isotropické téleso jsou veli€iny c;; ddny vyrazy

(1.16) ey = 223Aq1ry + 225(23 + A3) Aoy + 22123434033y +
+ 401030525 + A3) Aoy + 4A1A3A 340y 403 + A3) Az —
- /ﬁH(u) - D

12 = 2020240y, + 2222202 + 22) (A2 + A2) Aqay + 2414345460 +

+ D3B30 + 2327 + 2223) Ay + B0 + 23) Ay +

+ 22325025 + 23 + 243) Ay — A0 — 105 - B) ¥+ P,

e = —MMBY = p, e+t =y + T2,
kde
2
(1.17) Awp = i/z_l;, %,H;_I,
Vyrazy pro ostatni velidiny ¢;; mZeme dostat ze vztahi (1.14) a (1.16) cyklickou

zdménou indexi u parametrl 4; a u veli¢in H;;).

Dalsi uvahy budou vychdzet ze vztahii (1.13), které plati jak pro hmotu isotropickm.l
tak i pro ltku ortotropickou. Ddle nebudeme uvadst, kterou hmotu mdme na mysli.
Kvalitativni vztahy, které budou ddle odvozeny, plati pro oba typy hmot s podminkou,

%e pti podrobnych vypodtech by bylo tieba do jednotlivych vztaht dosadit piislusné
vyrazy pro c;;.

Rovnice rovnovahy télesa B jsou
(1.18) Va4 It + s =0,
kde I'}j jsou linedrnimi &dstmi p¥iristk@ Christoffelovych symbold
(1.19) [ = Vvt
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Dosadime-li veli¢iny ¥ z (1.13) do rovnic rovnovdhy (1.18), dostdvime nakonec

(1.20)  (ey1 + 2t ) uyy + (co6 + T2 Uy + (12 + co6 + ') v, =0,
(cos + €21 + T*H) Uy + (co6 + ') vy + (€22 + 272%) 0, = 0.
A
Predpokldddme, Ze v stavu B, jakoZ i v stavu B je hranol zatiZen tim zplisobem, Ze

jeho dvé stény x = 0; [ zlstdvaji rovinné a Ze jsou zatiZeny jedin€ zatiZenim k nim
kolmym a ostatni dvé stény y = +h jsou bez zatiZeni. Tyto predpoklady vedou
k témto okrajovym podminkdm

(1.21) 2 =0 na x=0;1,

' =122=0 na y=+h;

(1.22) 2 =0 na x=0;1,
T2 =1?2=0 na y=+h;

(1.23) u=0 na x=0;1I.

Okrajové podminky (1.21) pro nediagondlni slozky tensoru t*/ jsou spln&ny iden-
ticky a podminka pro slozku 722 je pak

(1.24) MHpy +p=0.

Tato podminka uréuje jisty vztah mezi prodlouZenim A, a 1,. V dalSich &dstech
prace budeme vSude poklddat prodlouZeni 1, za funkci parametru 4,. '
Podminky (1.22) se vzhledem k vztahi@im (1.13) daji napsat v tomto kone&ném tvaru

(1.25) u,+v,=0 na x=0;I,
u,+v,=0 na y=+h,
Copty + (€22 + 21%*)v, =0 na y= +h.

UvaZovany problém vede tedy na problém vlastnich hodnot uréeny homogenni
rovnici rovnovdhy (1.20) a homogennimi okrajovymi podminkami (1.23) a (1.25).

2. PODMINKA ZTRATY STABILITY

2.1. Rozvinuti v fadu
Hleddme feSeni problému, formulovaného v pfedchozim oddile, ve tvaru fady

(2.1) U=y u, u
i=1

N\

Il

a(y) sinvix + af(y) cosvix,

v =.Zlvi , v = Bi(y)sinvix + B(y) cos vix ,

kde v; jsou urlitymi parametry.



Dosadime-li funkce u do okrajové podminky (1.23), vidime, Ze vSechny funkce
«¥(y) = 0, podobng okrajové podninka (1.22) ukazuje, Ze viechny funkce }(y) = 0.
Hleddme tedy feSeni ve tvaru

(2.2) u; = o(y)sinvx, v, = By)cosvix,

Dosadime-li (2.2) do rovnic rovnovahy (1.20), dostavdme soustavu dvou oby&ejnych
diferencidlnich rovnic

22y 920 2 11 _ 1y 98 _
(23) (ces + 22— — vi(eyy + 2t') a; — vi(cyy + Co6 + ) — =0
dy? dy

22y do; 22 d’g; 2 11
vicar + cos + 27— + (cz5 + 2023 —= — vi(cee + ') Bi = 0.
dy dy?

Ze soustavy rovnic (2.3) miZeme vylougit funkci

y (c21 + cg6 + 'c“) (11 + 21“) ’ dy?

1 (cy2 + cg6 + 1) — (co6 + ') (o6 + 122 dg;
v; (c11 + 21'Y) (cyp + co6 + T27) dy’

(2.4) = — i} . (€22 + 27%2) (ce6 + ') d3p;

coZ vede na jednu obyéejnou diferencidlni rovnici

4 2 :
(2:5) 4B _ 2vZb iz +vic?p =0,
dy* dy?

kde b a ¢ jsou konstantami, zdvislymi jen na po&iteénim pfetvofeni a na hmotg,
které se rovnaji

(2'6) 2b = Cos T + ey + 207 - (c12 + co6 + 7") (21 + 66 + 22%) s
€z + 2132 e + 122 (cos + 122) (g7 + 20%2)

2 _ Ces + T cqy + 2¢0

066 + ,L.ZZ C22 + 2T22

Zde bylo zavedeno oznadeni c2, aby se docililo uréité soumérnosti dalsich vzorci.
Neznamena to vSak, Ze tento vyraz je kladny.

Prejdeme nyni k dosazeni funkce (2.2) do okrajovych podminek. Po dosazeni do
(1.23) dostdvdme

@) y ot nn
1
kde n je libovolné pfirozené ¢islo rtizné od nuly.
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Ptfipad n = 0 vede k napjatosti, kterd spliiuje ne vSechny okrajové podminky.
AnizZ se omezi obecnost feseni, je mozno vyloudit piipad n < 0.

Prvni z okrajovych podminek (1.22) spliiuji funkce (2.2) identicky, je-li spln&na
podminka (2.7). Ostatni dvé podminky (1.22) vedou k vztahiim

(2.8) do
dy

—vf;=0 na y=+h,
dg;

vicgia; + (cap + 2122)d—ﬁ—‘ =0 na y= +h,
y

odkud se zfetelem ke vztahu (2.4) nakonec vyplyvd

d2g;
(29) —‘i + visfi=0 na y=th,

dy

3

iy 325, % _ 0 na y = b,

dy dy
kde

cy cqy + 2ttt
(2.10) S =—322 5, = —2b—s5;, §3=—L "

€2y + 2072 €21

Vysetfovany problém stability hranolu vedl tedy k hleddni vlastnich hodnot
okrajové lilohy popsané obycejnou diferencidlni rovnici (2.5) a okrajovymi podmin-
kami (2.9).

2.2. Obecné feSeni a podminka ztraty stability

Charakteristickd rovnice pro rovnici (2.5) !)
(2.11) r* = 2v?br? + v*? =0
m4d tyto kofeny
212) 1y = =rs = v /b + J(O* = A)]. = —ra=v[b~ /(¥ - )]

Tyto kofeny jsou v ptipadé b? + c2 viechny rfizné a pro b? = c¢? jsou vZdy dva a dva
stejné

(2.13) rn=r,=vb, rs=r,=—-v./b.
Pfipadu b = ¢ = 0 odpovidaji ¢tyfi stejné kofeny

(2.14) ri=ry,=ry=r,=0.

Tent6 pfipad je trividlni a nebudeme jej zde uvaZovat.

1y Pro zjednoduseni zdpisu budeme ddle vynechavat index i pfi », # a pii dale zavedenych
veli¢inach ry, Cy, a Dy.



Omezime se ddle na pfipad, kdy pfetvofeni je soumérné vzhledem k roviné xz.
Pro vySetfovany hranol namdhany tahem nastdva takovy stav pfetvofeni prdvé ve
chvili ztrdty stability. V souhlase s pfedchozimi uvahami nds zajimaji feSeni, kterd
spliiuji rovnosti

(2.15) u(x, y) = u(x, —y), v(x,y) = —v(x, —y).
Nutnou a postadujici podminkou pro splnéni (2.15), jak vyplyvd z (2.2) a (2.4),
je splnéni rovnice

(2.16) By) = —=B(=y)-

V dalgich uvahdch je tieba vySetfovat oddélené piipad b? =+ c¢? a ptipad b* = c?.

Piipad b* # c?

Zabyvejme se nejdfive pfipadem b? % c?. Obecnym fesenim rovnice (2.5) je
v tomto ptipadé

(2.17) p=Cie" + Cor"? 4+ Cye™ ™ + Cue™ "™,

kde Cy, C,, C;3 a C, jsou integracni konstanty. Toto feSeni vyhovuje podmince
soumérnosti (2.16) pro C; = —C,, C4 = —C,, odkud vyplyvd

(2.18) B = Cysinhr;y + C,sinhr,y.

Omezime-li se na soumérné pietvoreni, redukuje se pocet okrajovych podminek
(2.9) na dv&. Po dosazeni funkce (2.18) do téchto podminek vyplyvd soustava alge-
braickych rovnic

(2.19) C,y(r} + v*sy) sinh rih + Cy(r; + v?s;) sinh r,h = 0,
Cy(r} + v*sy) rycosh rih + Cy(r3 + v¥s,) rycoshr,h = 0.

Soustava homogennich rovnic (2.19) md vzdy trividlni feSeni C; = C, = 0, které
odpovidd moZnosti udéleni nulového pole posunii télesu B. Existuje téZ netrividlni
feSeni soustavy (2.19), je-li jeji determinant roven nule. Timto zpisobem dostdvdme
podminku ztrdty stability?)

(r} + v2sy) (r; + v2s,) rytghrih

=1.
(r3 + v2sy) (rf + v%sy) rytghrsh

(2.20)

2) Jestlize se neomezims na pfipad pretvofeni soumérného vzhledem k roviné xz, dostavame
podminku

I:(r% 4925, (12 +27%s,) 1y tghryh 1] l:(rf +925,) (r2 + v2s5,) 1y tghryh 1] o
3+ vzsl) r? + v2s2) rytghryh 3+ vzsl) (r% + vzsz) rytghrh

Nulova hodnota prvniho &lenu odpovidd ztraté stability pfi soum3rném pretvofeni v(x, y) =
= —uv(x, —y), nulovd hodnota druhého ¢lenu ztraté stability p¥i antisymetrickém pretvofeni
o(x, y) = v(x, —y).
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Tato rovnice umoZfiuje najit kritické prodlouZeni A4y, je-li ddn potencidl W a roz-
méry hranolu.

Je tfeba zdiraznit, Ze rovnice (2.20) uréuje celé spektrum kritickych hodnot pro-
dlouZeni A,, kazdd z té&chto hodnot odpovidd hodnoté parametru n. Smérodatnd
je nejmensi hodnota prodlouZeni A, kterd vyhovuje rovnici (2.20).

Této hodnot& nemusi odpovidat n = 1. V takovém pfipadé ztrity stability vznikne
na hranolu vice neZ jedna polovlna.

Piipad b% = ¢?
V piipad€ b? = ¢* jsou obecnym feSenim rovnice (2.5) a feSenim vyhovujicim
podmince soumé&rnosti pretvofeni (2.16) tyto vyrazy
(2.21) B = D, + D,ye"? + Dye™ "™ + D ye ",
(2.22) B = D,sinhr;y + D,y coshr,y.

Po dosazeni funkce (2.22) do okrajovych podminek (2.8) vyplyvd jako v pfedcho-
zim pfipad€ soustava dvou algebraickych rovnic. Existuje netrividlni feSeni této
soustavy, rovnd-li se jeji determinant nule. Pfislu§né vyrazy maji tvar

(2.23) D,(r} + v*sy) sinh rih + D,[2r sinhryh + h(r] + v2s;)coshrih] =0,
Dy(r} +v2s,) ry coshryh + D,[(3rf +v%s,) coshryh + rih(r +v%s,) sinh hrh] = 0,

i+ 3y (3r2 + v2sy) + roh(r + v3s,) tghrih
ri(r + v?s,) h(r} + v*s,) + 2ry tghryh

(2.24) tghrih =1.

Rovnost b* = ¢? nastdvd celkem v koneném poétu isolovanych bodt. V téchto
bodech je tfeba se pouze presvédCit, je-li podminka (2.24) splnéna. Je tieba pfitom
uvaZovat vSechny moZné hodnoty parametru n.

2.3. Jiné tvary podminky ztraty stability

Kofeny rq a r,, které jsou zavislé na hodnotdch parametrii b a ¢, mohou byt &isly
redlnymi, imagindrnimi nebo komplexné sdruZenymi. Pfislu§né moZnosti ilustruje
schéma, které ddle uvddime.

12

4. oba kofeny komplexné sdruzené | 1. b > 0 oba kofeny rediné

2. b < 0 oba kotfeny imagindrni
10 b =~

5. pfipad nenastane 3. jeden kofen redlny a jeden imagindrni

Podminky (2.20) a (2.24) plati pro kazdy z uvedenych pfipadd. Bezprostfedni
pouZiti maji v8ak jen v pfipad& oznaleném Cislici 1. Pro ostatni pfipady je nutno
piepsat tyto podminky v pfihodnéjs§im tvaru. Déle provedeme piisluSnou transformaci
podminky (2.20).



vy

V pipadé oznadeném ¢&islisi 2 mdme r, = i|r,|, r, = i|r,|, odkud se zietelem
k vztahu tghir =itgr vyplyvd

(2.25) (= Iraf? + v2s0) (= |raf” + v2s5)  |raftgh |r| b _
(= |72 + v2s1) (= |ra]? + v2s))  |ro| teh |ra|

v

V ptipad& oznaGeném &islisi 3 mdme ry = |r|, r, = i|r,|, odkud vyplyvd

(r} + v%s;) (— |r2|2 + v3s,) |r2| tghrh

(2.26)
(= |r2|® + v2s1) (1] + v%s,) rotg|rs|h

V ptipad€ oznaceném ¢&islisi 4 jsou oba kotfeny r, a r, komplexné sdruZzené
(227) r1=(p+i[l/, r2=(p—i|//,
v v
=—J(c+b), ¥y=—J(c—-0b),
Ve B, v= ey

kde parametry ¢ a ¥ jsou redlné hodnoty.
Vyraz (2.18) je moZno upravit a po dosazeni novych konstant dostaneme

(2.28) B = C,sinh @y cos Yy + C, cosh @y sin ¢y .

Po dosazeni vyrazu (2.28) do okrajovych podminek (2.9) vyplyvd odtud soustava
algebraickych rovnic

(2.29) Ci(w, sinh @h cos yh — w, cosh @h sin Yh) +
+ C,(w, cosh @hsin yh + , sinh @h cos yh) = 0,
Ci(w; cosh @h cos Yh — w, sinh @h sin Yh) +

+ C,(ws sinh @h sin Yh + w, cosh ah sin yh) = 0,
kde

(2.30) o,

3

@* — Y + Vs, w; =20y,
o(@? — 3y% — 2vb — v3s3), w, = Y(39® — Y — 2v2b — v%sy).

Tato soustava md netrividlni feSeni, rovnd-li se jeji determinant nule. Prostou
upravou dostdvame tuto podminku ztrdty stability

(2.31) W10 — W W3 sinh 2¢ph ~1,
w03 + w0, sin 2yh
nebo
(2,32) (¢ = b)(c—s3) — (b +s)(c+s3) ¢sin2yh _

(c + b)(c + s3) + (b +s1)(c—s3)'1//sinh2<ph a

Rovnice (2.20), (2.25), (2.26) a (2.32) tvofi soubor rovnic, které umoZiiuji numericky
urcit kritické prodlouZeni ;.
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3. HRANOL NEKONECNE DLOUHY. SPRAVNOST METODY

3.1. Podminka ztraty stability

Z odvozenych rovnic se pro kazdy pomér vysky h k délce I dd stanovit kritické
pretvofeni. V tomto oddile se omezime na vySetfovdni zvldstniho pfipadu, kdy pomér
h : (nl) se blizi k nule. To odpovidd vzniku nekone¢n& dlouhé poloviny na hranolu
ve chvili ztrédty stability.

V uvaZovaném pfipadé€ se hodnoty r;h blizi k nule. Funkce tgh r;h je tedy moZno
nahradit hodnotami r;h, odkud v souhlase se vztahem (2.20) vyplyvd tato podminka
ztrdty stability (3.1)

(3.1) 5;=5,.
Po dosazeni vztahi (2.6) a (2.10) do podminky (3.1) a po upravé odtud vyplyvd
(3-2) (11 + 2t'1) (cap + 20%%) = €3, = 0,

nezdvisle na tom, jsou-li kofeny r,, r, redlnymi ¢isly nebo ne.
Ddle ukdZeme, Ze prodlouZeni 4,, které spliiuje podminku (3.2) odpovidd stavu,
za kterého sila, kterd namdhd hranol tahem, dosahuje maximdlni hodnoty.

3.2. Podminka maxima tahové sily

Vztahi (1.13), které byly dfive uvedeny a které predstavuji linedrni &dsti pfirtstku
tensoru napéti, je moZno pouZit pro stanoveni prodlouZeni, kterému odpovidd
maximum sily namdhajici hranol tahem. Ddle ur¢ime toto prodlouZeni. Budeme pfi-
tom pouZivat oznaCeni pro parametr ¢ a pro hodnoty c;;, zavedenych v predchdzeji-
cich oddilech, pfi ¢emZ vSak budeme mit na zfeteli, Ze se zde tato oznaceni tykaji
jiného problému.

Predpoklddejme, Ze hranol je jesté v homogennim stavu pfetvofeni a napéti (pro-
dlouZeni je mensi neZ jeho kritickd hodnota). Stav napéti a pfetvofeni v tomto hranolu
je ve shodg s rozborem vztahu (1.4) funkci prodlouZeni 4,.

Predpoklddejme, Ze prodlouZeni A, se zméni o maly pfirtstek e. Body télesa B
zméni pak svou polohu o mald posunuti ew. V dfive zavedené soustavé soutadnic
ma vektor w slozky

(3.3) u= _ 24k

X
—, U= .
A A, dA,

Dosadime-li (3.3) do rovnice (1.13), dostdvdme

(3.4) T =y 1 + €12 ”1—%,
N A A, dAy
1 1 dA
T2 = ey — + €y — —2,
A Ay diy
_L_/22 = 0 .

1



Prirfistek skuteSného napéti o}; (vztaZeného na jednotku povrchu pfetvofeného
télesa) je moZno dostat po transformaci tensoru ¥ + er’%/ z hmotné soustavy sou-
fadnicové @' do prostorové kartézské soustavy soufadnic. Prosté tivahy vedou
ke vztahtim

1 1 dA

3.5 oy + 60y, =14 + g (cyy +2t1) = + ¢y, — 2|,
(35) 1+ e0hy [( o 2 e O
1 1 dA

Gy, + 805, = 132 + 8[6‘21 — + (e35 + 27%%) — J:I
Ay 2 d4y

Piiristek nomindlniho napéti ¢ (vztaZeného na jednotku povrchu nepfetvofeného
t&lesa) dostaneme ndsobenim piislu§ného vyrazu (3.5) poméfem povrchové plochy
a télesa pretvofeného a nepfetvofeného. Tento pomér se pro plochy ! = konst.
a ©% = konst. rovnd vyrazim

(3-6) ki =2 +e¢, k2=12+a:—j:~2,

1

odkud vyplyvaji vztahy

3.7 o1y + eofy = Attt + g (egq + 2¢1) 4 + (12 + ‘511)% >
Ay di,

Ay dA
0%, + €0%, = LT+ e [(521 + T22) + (czz + 2722) A_l —72] .
2 A4y

Na plode ©* = = h je nomindlni napé&ti stdlé (rovnd se nule) a prirtstek o755 se tedy
rovnd nule. Odtud dostdvdme

da, Ay €y + T2

(38) Sz

di, Ay €gp + 2022

Extrém nomindlniho napéti o7, nastdvd, kdyZ se pfiriistek napéti o7, rovnd nule.
Ze vztaht (3.7) a (3.8) dostdvdme podminku pro dosaZeni tohoto extrému

(3.9) (cgq + 2t'Y) (c2z + 20%%) = (cgp + ') (czy + %) =0,
ktery se zfetelem ke vztahim (1.14) a (1.21) se dd vyjddfit v tomto kone&ném tvaru
(3-10) (cyg + 2t") (cap + 202%) — 3, = 0.

Porovndni vztahd (3.2) a (3.10) vede k zdvéru, Ze ztrdta stability u nekonetng
dlouhého hranolu nastdvd tehdy, kdyZ tahovd sila dosahuje maxima. Je tfeba zdi-
raznit, Ze pro kone¢né délky hranolu tento zdvér neplati. Existuji téZ takové hmoty,
Ze k ztrdté stability v tahu nedochadzi.
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3.3. Spravnost metody

Uvahy této prdce se opiraji o statické kritérium stability. Podle tohoto kritéria
je téleso v trvalé rovnovdze, hestlize okrajovd uloha priddni malych pfetvoreni ke
koneénym pfetvofenim pfipousti mnoho feseni. Jeding spravnym kritériem je vSak
kritérium kinematické, podle kterého je téleso v trvalé rovnovaze, je-li amplituda
pfidavného pohybu vyvolaného libovolnym impulsem je mald, je-li sdim impuls
maly. Jak je ukdzdno v préci (4), vedou obé& kritéria k témZe vysledkdm, je-li okrajovd
tloha pfislusnd statickému kritériu samoadjugovand.

Podle prédce (4) se dd podminka samoadjugovanosti napsat v tomto tvaru
GA1) | n{w [T + T VP + TP Vo] — w e 4 7 Vo + 7P Ve[ dS =0,
s 2 1 1 1 1 2 2 2

kde S znad&i povrch vySetfovaného hranolu, w, a w, dvé riiznd pole pridavného posu-
1 2
nuti vyhovujici okrajovym podminkdm a ©'% a t'" pole tensoru t'*/, kterd pfislusi
1 2
témto polim.

Vzhledem k tomu, e n = (+1;0;0)na x =0; lan=(0; £1;0) na y = =+h,
podminka (3.11) se dd napsat v tomto tvaru

K
(3.12) J [wo(x*® + T' VWP + TP V,w%) — w(z''* + ¢! VWP + TPV, w')] dy +
02 1 1 1 12 2 2

1
+ | [w(e? + 25V, WP + 2PV, 0%) — wy(v2 4+ 2V wP + PPV, )] dx = 0.
02 1 1 1 1 2 2

Na zdklad& okrajovych podminek (1.21) aZz (1.23) vidime ihned, Z¢ podminka
(3.12) je splnéna identicky. Odtud vyplyvd, Ze okrajovd tloha definovand podminkami
(1.20) aZ (1.23) je samoadjungovand. ZaloZeni vypodtl na statické definici stability
je tedy oprdvnéné a vede k spravnym vysledkim.
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Pe3rome

TIJIOCKAS 3AJAYA TIOTEPU YCTOWUYUBOCTU
ITPU HATSKEHNN

3BUT'HUEB BECOJIOBCKM (Zbigniew Wesotowski)

B paboTe ncciexyeTcs BOMpOoC YCTOHIMBOCTY MPU3MBL IIPY KOHEYHOM PACTSDKEHUU.
O Marepualie NpeIoJiaraeTcs, YT0 OH YIPYTMH M OPTOTPOIHBIA M 4TO OH obJa-
JlaeT camoii obuiei (pU3MUecKod XapaKTepUCTHUKOM.

IonHast nepopmanus JeJUTCSL HA JBE 4YaCTH: KOHEYHAs IIpeJBapUTeNIbHAS
nepopMamus 1 Manas nobapouHas nepopmanusi. OTHOLIEHHUs:, Kacarouuecs: 1o0a-
BOYHOI nedopMauuu, JduHeapu3upoBaHbl. [lociie pasyioxeHuss HOOABOYHBIX Iepe-
MPILEHUH B psg MpobsieMa CBOAMTCS K HaXOXJICHHIO COOCTBEHHBIX 3HAYeHMH Kpae-
BOIl 3ajJauM, ONpeHeJcHHONM OOLIKHOBEHHBIM maubdepeHIHaNbHbBIM YpPaBHEHUEM
C COOTBETCTBYIOLUIUMU KpaeBbIMH YCIOBUSIMH.

VcnoBue moTepH YCTOWYMBOCTU BBIBEJEHO B 3aMKHYTOM Buje. Jloka3aHO, 9TO
B ciy4ae, KOorja IJIMHA NPU3MBL CTPEMHTCSL B OECKOHEYHOCTb, YCJIIOBHE MOTEPH
YCTOMYMBOCTY COBIAAAET € YCIOBHEM MAaKCUMyMa CHIJIBI, Harpyxaromeid npusmy
IIpM HATSDKEHUH.

Summary
PLANAR PROBLEM OF STABILITY LOSS UNDER STRETCHING

ZBIGNIEW WESOLOWSKI

The stability of a parallelepiped subjected to finite stretching is investigated. The
material is assumed to be elastic an orthotropic, with arbitrary non-linear physical
properties.

The deformation is divided into two parts: a finite initial deformation and a small
additional deformation. All the relations which correspod to the additional deforma-
tion are linearized. After expanding the additional displacements into series, an ordin-
ary differential equation with corresponding boundary conditions is obtained. Eigen-
values of this boundary problem are the sought-for critical elongations.

It is proved that in the case, when the length of the parallelepiped tends to infinity,
loss of stability occurs when the stretching force attains its maximum.

Adresa autora: Dr. Zbigniew Wesolowski, Instytut Podstawowych Problemdéw Techniki
Polskiej Akadcmii Nauk, Swictokrzyska 21, Warszawa.

14



		webmaster@dml.cz
	2020-07-01T22:52:46+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




