Aplikace matematiky

Rudolf Krautstengl
K problému urychlovani konvergence jednoduchého itera¢niho procesu pro rfeseni

soustavy linearnich rovnic
Aplikace matematiky, Vol. 9 (1964), No. 6, 399-409

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102918

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1964

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102918
http://dml.cz

SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

K PROBLEMU URYCHLOVANiI KONVERGENCE JEDNODUCHEHO
ITERACNIHO PROCESU PRO RESENI SOUSTAVY LINEARNICH
ROVNIC

RupoLf KRAUTSTENGL

(Doslo dne 25. ledna 1964.)

V praci se diskutuje proces postupnych aproximaci pro feSeni soustavy
linedrnich rovnic. Na zdkladé vyslovenych a dokazanych vét o posloup-
nostech vektort chyby se dochazi k urychlovaci formuli iteraéniho procesu,
ktera nevyzaduje znalosti vlastnich hodnot matice vystupujici ve vyrazu defi-
nujicim iteracni proces.

M¢éjme dan systém n-linearnich rovnic o n-neznamych
(1) AX =F,

kde A je regularni realnd matice soustavy, X-vektor neznamych a F-realny vektor
pravych stran.
Systém (1) zapiSeme ve tvaru

() X=BX+G,

kde B = E — A, G = F a E je jednotkova matice. Postupné aproximace nachazime
podle formule

(3) X® = BX*~V 4 G,

kde vektor potatecniho piibliZeni X© volime libovoln&. Limitnim pfechodem v (3)
a srovnanim s (2) se ukaZe, Ze kdy? iteradni proces (3) konverguje, tak konverguje
k pfesnému FeSeni soustavy (1). Dale se d4 dokézat ([ 1]), Ze proces (3) je konvergentni
pro libovolny pocate€ni vektor pravé tehdy, kdyz vSechna vlastni ¢isla matice B jsou
v absolutni hodnoté mensi neZ jedna.

. Déle budeme predpokladat, Ze vlastni &isla 4, i = 1, 2, ..., n, matice B jsou oislo-
vana v nerostoucim pofadku podle absolutni hodnoty

) )z | 2 - 2 |2

aze

(5) 1> |2].
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Potom iteratni proces (3) konverguje pfi libovolném pocateénim vektoru X
k pfesnému FeSeni soustavy (1), které viude budeme oznadovat X*.

Nejprve budeme predpokladat, Ze matice B ma jednoduchou strukturu, tj. existuje
n linearné nezavislych vlastnich vektor matice B. Necht vlastni hodnoté A; odpovida
vlastni vektor Z;, i = 1, 2, ..., n. Ozna¢ime komponenty vektoru Z,, i = 1,2, ..., n,
jako z;;, j=1,2,...,n

Necht pocateéni aproximace X©) je zvolena tak, Ze ve vyjadfeni vektoru R(® =
= X* — X©

(6) ' RO =o,Z + 0,Z, + ... + 0,Z,

je

7 o, £0.

Oznaéme dale vektor

(3) X* — X® — R®&

kde X® je k-ta aproximace vypo&tena podle formule (3).
Necht 2 je mnoZina téch indext j = 1, 2, ..., n, pro néZ plati

(9) zy; % 0.

Dale predpokladejme

(10) |44 > |42 -

Véta 1. K tomu, aby od uréitého indexu ko pocinaje byly posloupnosti {r(},
i€ Q, alternujici, tj. aby existoval index k, tak, Ze

(11) sgn ¥t = — sgn HP
pro v§echna k = k, i € Q, je nutné a staci, aby
(12) A <O0.

Diikaz. Pfedev§im si uvédomime, ¢ mnoZina Q je neprazdna, nebot v opaéném
piipad€ by vlastni vektor Z; matice B byl nulovy. PonévadZ vektor X* jako piesné
feseni soustavy (1) vyhovuje ekvivalentnimu zapisu (2), plyne z (2), (3) a (8) vyja-
dfeni pro vektor R®)

(13) R® = BR*~D .

odsud a z (6) dostavame

(14) R® = g, *Z, + o0, X2, + ... + 0, iZ,.
Oznacme vektor

(15) R® _ o %Z, = U®

a vektor

(16) lk uU® — yo

1
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Z (14) a (16) vyplyva

(17) _ R® = Ao, Z, + V®} .

Oznaéme

(18) .ZZI‘XJ 1Z;ll =n,

kde jako normu bereme maximum z modult komponent, tj. prvni normu.

Z (18) a vlastnosti normy plyne

(19) I =n.
Indukci snadno dokazeme za pouziti (4), (14) a (15)
(20) JUPH < |22 n
Odsud a z (16) dostavame

1
(21) ver s |2/,

1
Oznalme
(22) min |oy| . |z, = .
je

Ziejmé plati

(23) c>0.
Nyni jestlize
(24 n=20,

pak viechny vektory U® a tedy i Y jsou nulové. Tvrzeni véty pak plyne z (17),
pficemzZ k, = 0.
Zbyva tedy rozebrat piipad
(25) n>0.
Z (21) a (10) plyne, Ze vektory Y konverguji k nulovému vektoru.

Oznaéme [/, prvni index [, pro ktery je splnéno

Al
(26) Zlp<e.
\ Aq
Z (26) vyplyva
In ¢
(27) lo > /’17 ;
In |22
A4
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je tedy

(28) lo = max |0, | ———| + !

1

Ponévadz vztah (26) je splnén i pro vSechna [ > Iy, plyne ze (17) tvrzeni véty, pfi-
¢emzZ pro index kg, vyskytujici se ve formulaci véty, plati

(29) 0< ko <1y
Véta je dokazana.

Poznamka 1. V prib&hu dikazu jsme zjistili, Ze kdyZ plati (24), pak

(30) ko =0.
Je-li

(31) 0<n<c,
pak z (28) a (10) plyne, Ze

(32) Iy =0.

Spojenim (32) a (29) rovn&Z dostavame (30). To tedy znamena. Ze (30) je splnéno pro
(33) 0sn<ec.
Obdobné muzZeme vyslovit a dokazat nasledujici vétu:

Véta 1'. K tomu, aby od urcitého indexu k, pocinaje platilo, Ze vSechny posloup-
nosti {r}, i € Q, maji vlastnost

(34) sgn r** D = sgn M
pro vSechna k = kg, je nutné a staci, aby
(35) Ay >0.

Poznamka 2. V pribghu dikazu véty 1 jsme nepouZivali podminky (5), véta tedy
plati i bez tohoto predpokladu, to znamena i pro ne vZdy konvergentni procesy
tvaru (3).

Dale je mozZné vétu 1 zesilit vypusténim predpokladu jednoduché struktury u ma-
tice B. Z (10) totiZ vyplyva existence vlastniho vektoru Z; matice B pfisludného k 4,,
takZe (17) zistane v platnosti, kde op&t posloupnost {[|V®||} je klesajici a konverguje
k nule. Obecné je ovSem konvergence posloupnosti k nulovému vektoru pomalejsi
neZ za predpokladu jednoduché struktury matice B.

Zatim jsme nechali otevienou otazku chovani posloupnosti {r{*} odpovidajicich
sloZek posloupnosti vektorii {R®} pro i ¢ Q. Toho si v§imneme v dalsi vété.
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Budiz Q, mnoZina vsech indexi
1,2,...,n.

Véta 2. Necht B je matice jednoduché struktury. Necht mnofina Q, \ Q je ne-
prdzdnd a necht's je libovolny prvek této mnoZiny. Necht't je nejmensi prvek mnoZiny
Q.. pro ktery je

(36) Z,s* 0.
BudiZ ddle v rozloZeni (6)
(37) a, £ 0

a necht 4, je redlné, pro které:

je-lit < n, plati

(38) 12 > 0]
a je-lit = n, pak

(38)

Potom nutnd a postacujici podminka pro to, aby existoval index k, tak, Ze

Jo|f > 0.

(39) sgn r**D = — sgn r®

s

pro vSechna k = kg, je
(40) A <O0.

Diikaz. Nejprve si uvédomime, Ze takové t, pro n&Z plati (36), opravdu existuje.
V opacéném pripadé by s-ta slozka vsech vektort Z;, i = 1, 2, ..., n, byla nulova, coZ
je spor s jejich pfedpokiadanou linearni nezavislosti.

Necht nejprve je t < n.

Pro slozku r* plyne z (14)

(k k_ k 1k
(41) ).(S‘ ) = g(lj'z“'ls + at+1)”t+lzt+1s + o+ AplpZps -
Je-li t = n, pak
(42) rik) = “nlfnzns .

Uv&domime-li si rozklad (41) a rozklad (42), pak zbytek ditkazu probiha analogicky
Jako u vety 1. :

Poznamka 3. U véty 2 jsme predpokladali, Ze A, je realné, zatimco u véty 1 jsme
toto pro 4, neptedpokladali. U véty 1 vSak pro A, tento fakt plynul ptimo z podminky
(10), kdeZto u analogické podminky (38) ve formulaci véty 2 by mohlo byt |4,—,| =
= |/1,| a tudiZ nebylo by vylouceno, Ze 4, je komplexni vlastni ¢islo. Naprosto analo-
gicky jako u véty 1 miZeme vyslovit a dokazat vétu:
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7

Véta2'. Zatychz piedpokladii, za nichZ jsme dokdzali vétu 2, plati, Ze pro existenci
indexu kg tak, aby
(43) sgn r* D = ggn 0
pro vSechna k = k, je nutné a staci, aby

(44) 2 >0.

Nyni se vratime k ptvodnimu tématu — problému zrychlovani konvergence ite-
ra¢niho procesu (3), od kterého jsme se zdanlivé pon&kud vzdalili. Véta 1 ve spojeni
s (8) nas privadi na myslenku vzit pro itera&ni proces (3) po k + 1 krocich za novy
pocateéni vektor

(45) BX® 4 XU*DY

Koeficient f uréime ihned z podminky, Ze (45) musi v limit¢ byt rovno X*; tedy

(46) B =1
a (45) piejde v
@) 4O 1 X000,

VySettime, za jakych podminek vektor (47) bude bliZe k vektoru pfesného feSeni
X* soustavy (1) neZ vektor X** !, neboli kdy tim, Ze vezmeme misto vektoru X®**1)
jako novy poéateéni vektor iteraéniho procesu (3) vektor (47), proces (3) urychlime.

Véta 3. Necht jsou splnény predpoklady véty 1 a necht plati
(48) < —3%.

Potom existuje index k, tak, Ze pro vS§echna k > k, plati
Vezmeme-li za novy poddtecni vektor v iteracnim procesu (3) vektor (47), dosdhne-
me urychleni procesu (3).

Dukaz. Bez ijmy na obecnosti miZzeme predpokladat

(49) 1Z =1, i=12..n.
Odhadneme shora normu
(50) [ X* — J(X® 4 XEEDY)

VyuZijeme (8) a (15) a dostaneme
e

(1) 1% = 34X 4 XW D)) = RO 4 REVY < || —

|A,]* +

1+ 4
FHUG LUk oy S U
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Dale odhadneme zdola normu

(52) s — X0 = IR® )

Vyuzitim (8) a (15) mame

(53) IREED = o | |4 Ul 2 oy |42 = U
Jestlize bude splnéna podminka

(54) ol LA 0 HUME S U g

pak je z (53) a (51) ziejmé, ze bude platit

() IX* — X0 2z X = HX® 4 xkr oy
Avsak podminka (54) je ekvivalentni vztahu

(56) U < Hog Jal* 4] = 30, + 1)),
neboli vzhledem k (48)

(57) (U < Gl A< Blay) -1y
Ponévadz plati

(8) U= |4 2

stadi vzit za ko index k takovy, Ze
(59) Pl § o < Sl s 312, = 15
Pkipad A, Z || = 0 je trivialni, ponévadZ pak mame ko = 0.
i
V piipadé 1, i)a,] + 0 dostavame
DT

In ——A—~—=_
(60) ko = max {0, ] B3l - 13 +1
In et

2

\ L

Ponévadz (59) je splnéno i pro viechna k > k,, je dikaz proveden.

Poznamka 4. Tvrzeni véty 3 miZeme analogickym zptisobem dokézat i bez pred-
pokladu o jednoduché struktufe matice B; pak ale v (58) a dale vystupuje jako faktor
index k, takZe vzorce se stavaji méné piehlednymi.
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Poznamka 5. V tomto &lénku jsme se zabyvali urychlovanim konvergence ite-
raéniho procesu (3) za pfedpokladu, Ze matice B ma vlastni &islo 4, vyhovujici pod-
mince (4), (5) a (10). Tento pfipad diskutuje metoda L. A. Ljusternika, jejiz vyhodou
je to, e pomoci ni se prakticky vyanuluje koeficient pfi 45 v rozkladu vektoru R®
a nevyhodou to, Ze vyZaduje znalost vlastniho Cisla 4,.

Zde jsme dosli k urychlovaci formuli (47) pouZitelné pro 4, vyhovujici podmince
(48). Piipad 4,, pro néz

(57) ~ 1<, <o,

neni tak zajimavy, ponévadZ proces (3) pak konverguje dostatetné rychle i bez
urychlovani.

Urychlovaci formule (47) je specialnim pfipadem formule
(58) aX® 4+ (1 — o) X&)

kde o = 1.

Obecngjsi pripad — formule (58) — bude diskutovan v praci, ktera se pfipravuje d>
tisku.

Praktické vysledky s urychlovanim konvergence iteraéniho procesu (3) podle for-
mule (47) potvrzuji teorii.
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Pe3rome

K [POBJIEME VCKOPEHUS CXOOUMOCTHU IMPOCTOIO
UTEPALUMOHHOI'O ITPOLIECCA JISI PEHMIEHVSI CUCTEMBI
JIMHENHBIX YPABHEHUM

PYJOJIb® KPAYTIUTEHIJT (Rudolf Krautstengl)
B paborte paccmaTpuBaeTCs MPOLECC MOCISTOBATEIbHBIX MTPUOITHIKEH Wi
1) X® = BX*-V + G
JUISL peIlIeHHsI CUCTeMBl JIMHEHHbIX YPaBHEHUH
) AX —F.
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Y Matpuupt B npeanosaraetcs HaaumMe eMHCTBEHHOTO MAKCHMAIILHOTO 11O MOy THO
COBCTBEHHOTO YHCITa A;. BBOIMTCS MOC/IEI0BATENIBLHOCTS BEKTOPOB

(3) R®W = X* — X® oy XZ 4 UR |
rae X* — TO4HOE peleHHe CHCTeMBbL (2), i JOKa3bIBAOTCS TEOPEMBI:

Teopema 1. ITycmb oy + 0 u nycme Q — mHoxucecmeo mex unoexcos j = 1,2 ..., n.
0as komopbix z,; *+ 0, 20e z,; — komnonenmovl éexkmopa Z, mampuyst B, [ =1,2, ...,
..., n. Tozoa cywecmeyem undexc ko, max, umo sgn r** "
k = ko, i € Q, 6 mom u moavko 8 mom cayuae, koeoa A, < 0.

= —sgn r® 044 ecex

Teopema 1'. [Jas moco, umoodsl cywyecmesosai. unoexkc ko mak, umo sgn rﬁ"* R
=sgn r® 0aa ecex k = kq, i € Q, neo6xod0umo u docmamouno, umodet 2, > 0.

Teopema 2. [Tycme B — mampuya npocmoit cmpykmypoi. [lycms mHoxucecmeo
Q, N Q nenycmoe, npuuem Q, — MHONMCECMBO 6cex uHoekcos 1,2, ..., n, u nycms
s — 000U IAemeHm 3mMo20 mHoxucecmsa. ITycme t = Haumenbwuil 31emenm MHo-
acecmea Q,, 045 Komopozo z, #+ 0, 20e z;; — KomMnonenmeol cobcmaeno2o eekmopa Z
mampuyer B, j = 1,2, ..., n. ITyvcms ¢

(4) R(k) = 051)»,;21 + 0(2/1‘522 + o x"/lffz,,

ko3dgpuyuenm o, = 0. IIpeonosoxncum, umo A, — Oeiicmeumenvioe yucao, OAs. Ko-
mopozo umeem mecmo: ecau t < n, mo || > |1,.| u ecau t =n, mo |, > 0.
Toz0a Heobxo0umMbiM U OOCMAMOUHBIM YCAOBUEM AL Cywecmeosanus undexca k.,

maxkozo, umo sgn r**V = — sgn r® onq scex k > k,, a619emea A, <O.

Teopema 2'. ITycmo 6vinoanenst npeonoiosicerus meopemvr 2. Tozda oas moco.
umobbl cywecmsosan undexc ko max, umo sgn r**Y —gson p 919 geex k = k.
Heobxooumo u docmamoune, ymodel A, > 0.

HaKoneu JOKa3bIBACTCA, YTO €CJIU MBIl BO3bBMEM B KAuyeCTBE HOBOTO UCXOAHOT O
BEKTOpa JId npouecca (l) BEKTOD

(5) %(x(k) 'l )) ,
IobGsemcest yekopenust ipoecca (1) B ciyyae

(6) —1<i < -1
IUTSL KOCTATOYHOTO GOJIBLIMX K.

B xoHIe paGoThl MOMELIEHa 3aMeTKa, 4TO (5) sABJIsleTCS YaCTHBIM CIIydaeM Gop-
MY.JIBL

@) aX® (1 — o) XEFD

KoTopas OymeT pa3obpaHa B paboTe, rOTOBSALICHCS K TIEYaTH.
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Summary

A NOTE ON INCREASING CONVERGENCE RATE OF AN ITERATIVE
SOLUTION OF LINEAR SYSTEMS

RuUDOLF KRAUTSTENGL

The iterative process

(1) X® = BX*-V 1 G
for solving a system of simultaneous linear equations
(2) AX = F

is discussed.

Let B be a matrix with a dominant eigenvalue A;. Let R® be a vector of the follow-
ing form

3) R® = X* — X® = 5 jkZ, + U®

where the vector X* is the solution of (2) and Z, is the eigenvector corresponding
to 4.
The following theorems are proved:

Theorem 1. Let a, + 0 and @ be a set of indicesj = 1,2, ..., n for which z,; + 0;
zy, L =1,2,...,n, are components of the eigenvector Z, of the matrix B. Then
there exists an index kosuch that sgn ri** " = — sgn r® for all k > ko, i€Q, if and
only if 1, <O.

Theorem I'.1f and only if A, >0 then there exists such an index k that sgn ri¥*1 =
=sgn r® for all k = ky, i€ Q.

Theorem 2. Let B be a matrix with a simple structure. Let Q, be the set 1,2, ..., n,
and assume s € Q, — Q. Let t be the smallest element of the set Q, for which z,, % 0;
z;; are the components of the eigenvector Z; of the matrix B, j = 1,2, ..., n. Let us
suppose that in the following decomposition

(4) R® = 0\ Z, + 0,257, + ... 4 o)4Z,

the coefficient a, + 0. Let A, be a real eigenvalue for which the following relations
hold:

(a) it t < n, then |A] > |Asyl;
(b) i t = n, then |4,| > 0.

Then there exists an index ko such that sgn rk+1) _ sgn "ik) for all k = ky if
and only it 2, < 0.
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Theorem 2'. Under the assumptions of theorem 2, there exists an index kg, such

that sgn r** 1 = sgn r® for all k = kg, if and only if 2, > 0.

In the present paper it is proved that by taking the vector
©) HXO 4 X0,

the convergence rate of the process (1) is increased if

(6) — 1 <Ay < — j for sufficiently large k .

Formula (5) is a special case of the more general
A7) aX® 4 (1 — o) XEFD

Formula (7) will be discussed in a later paper.

Adresa autora: Rudolf Krautstengl, Centrum numerické matematiky Karlovy university, Malo-

stranské nam. 25, Praha 1.
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