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SVAZEK 9 (1964) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

DVA VZORCE Z OPERATOROVEHO POCTU

VACLAV VODICKA

(Doslo dne 23. srpna 1962.)

Prace pfinasi dvé Casto se vyskytujici formule z teorie Laplaceovy inte-
gralni transformace. Nékolik pfiklada dava predstavu o tom, kde a jak je
~mozZno pouZit teoretickych vysledki ¢lanku.

Pres svij zcela elementarni raz ma nasledujici ¢lanecek znaény vyznam. PEinasi totiz
dvé& zobrazovaci formule, jichZ se velmi Casto pouZiva pfi aplikaci Laplaceovy in-
tegralni transformace k feSeni etnych problémi z teorie kmitani, z elektrotechniky
atp. Hotové vzorce se pomérné téZko najdou a provadét pfislusné dosti pracné vy-
pocty v kaZzdém ptipadé zvlast neni technikovi ani fysikovi moZno.

Kdo se zajima jen o pouZiti nasledujicich vysledk(, miZe vynechat prvé tii odstavce
a precist si pouze odst. 4 a odst. 5. Z téch pozn4, co je na véci podstatné a jak je nutno
v jednotlivych konkrétnich pfipadech postupovat.

1. UVOD

P¥i pouziti Laplaceovy integralni transformace
(1) Fip) = LU0 = [ 707 0t 5() = 1)
V]

se Casto setkame s tlohou urcit pfi realnych «. f8, k originaly

sinh ap + K cosh ap I cosh ap + ksinhap ]
p(sinh Bp + K cosh fip) |’ p(sinh Bp + x cosh fp) |’

(1.2) L“[

cosh, sinh jsou hyperbolické funkce.

V dal§im podavame pro potfeby inZenyra a fysikd hotové vzorce ve tvaru nekonec-
nych fad, tedy pravé v tom tvaru, k némuz vede klasické feseni technickych problému
s pomoci pfislusnych charakteristickych funkci.

212



2. ORIGINAL 1! sinhap + x coshxp
p(sinh fp + & cosh fp)

2.1. Obecné vzorce. Pfedpokladejme, Ze jsou «, f, k realnd &isla s vlastnostmi
la| = 1B, B+ 0, k + 0, |k| + 1. Pak plati pfi obvyklém zpiisobu oznafovani ve
smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty

(2.1.1) -t Sl.nh ap + k cohs ap res sinh ap + K cosh ap ot
p(sinh Bp + x cosh Bp)

N p(sinh Bp + x cosh Bp)

a singularnimi body pro vypocet residui z této formule jsou jednoduché poly
1 1 .
(2.1.2) p=0, p,= —Bargtghx = ﬁ[ln lo| + i(2nm + 9)],

k-1
K+ 1

o= , 9=(I+sgna)§, n=0,+1, +2,...;

pfitom znamena In pfirozeny logaritmus a déle klademe obecné
(2.1.3) sgnx =1pro x>0, sgnx=—1pro x <0.
Residuum r(a) funkce H(p) v polu 1. fadu p = a se pocita podle zndmého vzorce

r(a) = lim (p — a) H(p).

p—a

Pro residua ze vztahu (2.1.1) tedy vychazeji s pomoci de I’'Hospitalova pravidla a se
zietelem k faktim

(2.1.4) sinh Bp, + kcosh fp, =0, n =0, +1, +2, ...

vyrazy

) — sinh ap, — tgh Bp, cosh ap, Efl' _
cosh p, — tgh pp, sinh fp, Bp,

r0) =1, (p,

= —l—e”"'sinh(a — B p,, n=0,+1, £2, ...

Dn

a jejich dosazenim do (2.1.1) dospivame ke vzorci

(2.15) L] Smhopt xcoshap |, f sinh (¢ = B)Pn pu .
p(sinh Bp + x cosh fp) P Bp., ’

charakteristické konstanty p, jsou uréeny formulemi (2,1,2)_

213



Zavedeme-li pomocné Ghly @, vztahy

(2.1.6) .
nle . 2nm 4+ 9

— e, s]n(p,,:__\__’ 2 . = ]2 2 2’
21Bp,| 21Bp,| Ppol = /Tin? lol + (2n + 9)°]

—n<@,=nmn

cos @, =

, n=0,+1,+2, ...,
je podle (2.1.2)

Bpn = —IBple”, n=0,+1, +2,...
a proto mame dale

ip,

sinh (o« — f) p, Jont =

Bpa [Bp,|

Nyni viak vychazi s pomoci (2.1.2) obecng

e’ sinh(f —a)p,, n=0,+1,+2,....

P — 6,(r/Zﬁ)-l‘nIaI+i(2nn+3)] — IGIt/Zﬁ £(it/26).(2nn+9)

a proto dostaneme
ePn! — Ia,lr/Zﬂ e(it/ZB).(Zmz+8) ,

2 sinh (ﬁ - a) Pn = P ®pn _ = (B-a)pa _

— (_l)n [,GI%(I_a/ﬂ) eis/Z —(ia/2p)(2nn+9) 'o,l—}(l—a/ﬂ) e—i8/2+(ia/2ﬂ)(2nn+3)] R
S pomoci té&chto vysledkii a pfi oznageni
(1 (1 st st
(2.1.7)  fo B ks 1) = - {Jo[FU TP pitent =0/ N2nn+9)+9/2) _
2|Bp.l
— || ¥ B ei{¢n+[<r+a)/(2ﬁ)](2nn+9)—8/2}} , n=0,+1, +2,...

pak najdeme dale

%_ﬁ)p” epnt = la,'/Zﬁfn(a’ B9 K; t) , h= 05 il’ izy LR
Pn

a formule (2.1.5) nabyva tvaru

(2.1.8) L' [p

+o0
=1+ 101" 3 fa B x;1);

n=—w

sinh ap + k cosh ap
(sinh Bp + x cosh Bp)

vyrazy ¢ a § se poditaji podle pfedpisu (2.1.2), prosta hodnota 2|Bp,| a pomocné
thly ¢, podle vzorch (2.1.6) a kone&né vyrazy f,(a, B, k; t) jsou uréeny formulemi
(2.1.7).

S pomoci vlastnosti charakteristickych konstant p, lze ukazat, Ze konverguji ne-
konecné fady z predeslych tivah napf. v priméru s vahou e %, ¢ > 0, ¢ > In |o]/;
nekonverguji vsak absolutné.
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Vzorec (2.1.8) Ize upravit jesté na dalsi tvary. Budeme pfitom rozeznavat dva pfi-
pady, jeZ odpovidaji skutecnosti, Ze miZe pomocny thel § podle (2.1.2) nabyvat jen
hodnoty 0 nebo hodnoty =.

2.2. Pfipad § = 0. Tento pfipad nastava pro o < 0, tj. podle (2.1.2) a vzhledem
k pfedpokladu x # 0 pro 0 < |k| < 1.
Vzorce (2.1.6) nabyvaji tvaru

In o] . 2nn
(2.2.1) 21Bp,| = J(In? || + 4n?7n?), cos @, = — ——, sing,= ,
2|Bpal 2|Bpal

—n <@, =<n, n=0,+1, +2,...

a vyplyva z nich
(2.2.2) 2ppal = 21Bp_4ls @ut+ @_,=0, n=+1,42,....
Dale najdeme podle (2.1.7)

fn(a, B, ; ,) = (_ l)n {,al%(l—a/ﬂ) ellont(nn/B)(t-a)] _
2|l

_ la|—%(1“¢/ﬂ) ei[¢n+(""/ﬂ)-(‘+a)l} , on= 0’ +1, +2, ...

a odtud se zietelem ke vztahim (2.2.2)

fulo Byrs t) + f_ (o, B xs 1) = (=1 {[al"“”’”” cos [(p,, 17 (t — oc)] -
[BDal B

— lal~.§(1—«/ﬂ) COS[QD,. + E(t + a)]} ,n=1,2,3,....
B
ProtoZe pak je 2|Bpo| = —¢'° In |o|, mame dale
(2.2.3) Solo, B, x5 1) = L [lo] =2 —2/®) — (g2 =] |
In |o|

a vy$e uvedeny obecny vzorec (2.1.8) vede k zobrazovaci formuli

(24) oo | Smhoptrcoshop T s g g i) +
p(sinh Bp + K cosh Bp)

2y CEU pp t)];

n=1/(In?|a| + 4n*n?)
vyraz fo(a, B, x; 1) je uréen piedpisem (2.2.3), vyrazy F,(«, B, x; 1) jsou dany vzorci

(2.2.5) F(o, B, k5 1) = |a|* 72D cos [(p,, + n;n (t - oc):l -

_ !O.,—%(l—a/ﬂ) COS[(p,, + %(1 + a):l, n=1273...;
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pomocné uhly ¢, se pocitaji podle predpisu (2.2.1) a veli¢ina o je urena pfedposled-
nim ze vzorci (2.1.2).

2.3. Pfipad 9 = 7. Jde tu o poméry, jeZ nastanou pfi o > 0, tj. podle (2.1.2) pro
|x] > 1.

Formule (2.1.6) maji tvar

(2.3.1) 21Bp,l = /[In*6 + (2n + 1)* 7?],
Ino . (2n + )=
cos @, = — , sing@, = "—"—"21°

2|Bp.l 2[Bpil

—n<@, =7, n=0+1,+2,...
a podle (2.1.7) dostaneme

"

Flos B wi t) = (=1)i (gH(1=IB) pilon+T@n+ /2610 =)
2|Bpal

+ g AP Giloat (@t DB ON 0 4] 42,

ProtoZe pak vyjdou s pomoci (2.3.1) snadno vztahy
(23.2) IBPal = 1BP-n-1ls @u+ @y =0, n=0,%1, £2,...,

dospivame jednoduchym vypoétem k dal§im skute¢nostem

Fi B ) f (s i) = {aﬂ‘-“/“ sin [% Gt D a)} ¥
1Bl 28

+ o~ H0-ap) g [(Pn " (2_”:2%9_" (t + a)]}, n=012, ...

a nas obecny vzorec (2.1.8) vede k zobrazovaci formuli

[ sinh ap + k cosh ap
p(sinh Bp + « cosh fip)

(2.3.3)

o0 —1)"
—_ 2(71/2’j ( ¢n a, ﬂ» K,t 5
n;O V[In?e + (2n + 1)* n?] ( )

vyrazy @,(a, B, k; t) jsou dany predpisem

(2.3.4) ®,(a, B, x5 1) = ¥ 7P sin I:(p" + (2n ;/}DJE (t — a)] +

+ o 37 sin| @, + (2n+ )7 (t+a)|, n=0,1,2, ...,
2B
veli¢ina o se pogita podle (2.1.2) a pomocné thly ¢, se urci s pomoci (2.3.1).
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3. ORIGINAL L“[ _coshap + xsinhoap ]

(sinh Bp + K cosh fip)

3.1. Obecny vzorec. O Cislech «, f, k uéinime tytéZ predpoklady jako na zacatku
odst. 2.1. Zakladni formule tu je — srv. s (2.1.1) —

t
eP

[ coshoap + ksinhap | res cosh ap + K sinh ap
p(sinh Bp + K cosh Bp) p(sinh Bp + K cosh fip)

pfitemZ jsou potiebné singulérni body opét urgeny vzorci (2.1.2) a plati o nich zase
vztahy (2.1.4).

Pfislus$na residua maji hodnoty

r(O) = l, r(P..) = Mew ,on=0,+1,+2, ...
K Bpn

a vyse uvedeny zakladni vzorec nabyva tvaru

¢ si g h (a0 —
GL) L cc'>sh ap + K sinh ap _ U 5 cosh (¢ — B) p, o -
p(sinh Bp + K cosh fp) K n=-o B,
jak uZ povédéno, jsou hodnoty p, uréeny pfedpisem (2.1.2).

Jako v odst. 2.1 zavedeme také zde do poltu pomocné uhly ¢, vztahy (2.1.6)
a dostavame pii oznacleni

(312) gn(a’ ﬁ, K; t) — ) {l |4(1 a/B) l{(p.,+[(t a)/(28))(2nm +8) +8/2) +

2IB nl

+ lo.l—*}(l—a/ﬂ) el'((P,.+[(t+a)/(2ﬁ)](2nn+-9)—9/2}} n=0,+1, +2, ...

)

obdobnymi vypocty jako v odst. 2.1 formuli (3.1.1) ve tvaru

+ o
(3a3)  pov| coshep dwsinhop 41 o 5 g k)
(smh Bp + K cosh ﬂp) K n=—ow

tento vzorec je vychodiskem k ziskani dalsich formuli, jeZ jsou vhodng&jsi k fysikal-
nimu a technickému pouZiti. Dospéeme k nim tak, Ze oddélené vySetfime ob& moz-
nosti $ =0, 9 = n — viz (2.1.2).

3.2. Pfipad 9 = 0. Pfislusné poméry nastanou pro o <0, tj. podle (2.1.2) pro
0 <k <1.
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O pomocnych thlech ¢, opét plati vztahy (2.2.1), (2.2.2) a formule (3.1.2) dava pti
oznaceni

(3.2.1) G,(a, B, k5 1) = |a|* 7P cos l:q),, + % (t - oz)] +

+ |o] "2 7B o [qo,, + % (t + a):l , n=1,23 ..
snadno

gulo, By ks 1) + g- (aﬁxt)— l)G,,(aﬁxt)
|Bpal
n=1273,...

Dale je zfejmé

(3.2.2) golot, B K3 1) = — —ll [lo]21 =P 4 |g|#0-2/P)]

a nas zakladni vzorec (3.1.3) vede k zobrazovaci formuli

(323) v cosheptusinhep |1 g, poci) +
p(sinh Bp + « cosh Bp) K

- (=1

2 G, B, k5 1) |
n;1 J(In?|e| + 4n’zn?) SR

vyrazy go(o, B, x: 1) a G,(a, B, x; t) jsou dany vzorci (3.2.2) a (3.2.1).

3.3. Pripad 9 = 7. Tento pfipad nastane pro ¢ > 0, tj. pro || > 1. Pomocné tihly
@, jsou zase uréeny vzorci (2.3.1) a opét plati vztahy (2.3.2).

S pouzitim predpisu (3.1.2) pak najdeme pfi oznadeni

(3.3.1) I (o, B, x; 1) = ~=/Psin [(p,. pny 1)n(t )]

—o'“%“_“/ﬂ)sinl:(pn—i—(zn—*_ l)n(t+ )] ,]’2""
snadnym vypocétem

g(aﬁxt)+g,,_l(aﬂxt)—(ll;)l Ie, B x;t), n=012,..

a vyse uvedena formule (3.1.3) vede k zobrazovacimu vzorci

-1 cosh ap + ksinhap | 1
p(sinh Bp + x cosh Bp)

(3.3.2)

K

1/2 & ('_l)n .
/28 .
+ 20' 'I:Zo \/[]nzg n (2n T 1)2 7[2] rn(a’ ﬁ; K, t) ’

vyrazy I',(a, B, x; t) jsou dany predpisem (3.3.1).
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4. PREHLED VYSLEDKU. ZVLASTNi PRiPADY

4.1. Prehled vysledku z pfedchozich odstavci. Jsou-li «, B, k realna Cisla s vlast-
nostmi

(4.1.1) el < 1B, Br(x> = 1)+ 0, .

plati pro 0 < || < | zobrazovaci formule (2.2.4) a (3.2.3); pomocna veliina o se
pocita podle (2.1.2), pomocné uhly ¢, podle (2.2.1), vyraz fo(e, B, k; 1) je definovan
predpisem (2.2.3), vyrazy F,(a, B, i; ) vzorci (2.2.5), vyznam zkratky go(a, B, k; 1) je
uréen formuli (3.2.2) a vyrazy G,(a, B, K; t) se vypoctou s pomoci vzorci (3.2.1).

Pro |k| > 1 plati zobrazovaci formule (2.3.3) a (3.3.2). Veli€ina o se opét pocita
podle (2.1.2), pomocné uhly ¢, podle (2.3.1), vyznam symbolu &,(a, B, k; 1) je uréen
vzorci (2.3.4) a vyrazy I',(«, B, k; f) jsou definovany pfedpisem (3.3.1).

Laplaceova transformace, k niZ se zminéné zobrazovaci formule vztahuji, je uréena
vzorci (1.1).

4.2. Zvlastoi pripady. NaSe obecné vysledky obsahuji Cetné zvlastni piipady, jeZ se
Casto vyskytuji v technickych a fysikalnich aplikacich.

Tak tfeba dostaneme pfi [x| » + oo ze vztahi (2.3.3), (3.3.2) vzorce

(42.1) L coshap |\ _ (=1 s @ntDro (20 +1) -
p cosh fip ma=02n + 1 28 2B

(422) L' [M] _4 i (= ) sin (2n + 1) nx in (2n + 1) nt
p cosh fip 7 n=0 2N 28 28

a obecné formule (2.2.4), (3.2.3) vedou pfi || — 0 rovnéZ ke znamym skutednostem

(4.2.3) ! .fg}lf‘i’i_ _x,2 5 (=1, e o nmt ’
p sinh ﬁI’ ﬁ Tn=1 n ﬁ [}
(4.2.9) p-o | coshap 2 5 (=10 g M o
p sinh fip B Ta=1 R B B

Z mnoha dalSich zvlastnich pfipadi uvedeme jesté poméry, k nimz vedou vzorce
(3.2.3)a (3.3.2) pro f = a.

Je-li 0 < |x| < 1, mame podle (3.2.2) a (3.2.1)

% B i t)——f- G, B, x: 1) = 2(—1)" co <”’” ¢n>

n |a] «
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a formule (3.2.3) nabude tvaru

(4.2.5) I ccl)sh ap + K sinh ap _ 1 + 2Jo]2®
p(sinh ap + x cosh ap)

i 1 nmt
-2 cosf— + o,]|;
n; J(n?*le| + 4n*zn?) < P )]

pomocné veliiny ¢ a ¢, se uréi podle piedpisu (2.1.2) a (2.2.1).
Pfi |x| > 1 daji vzorce (3.3.1) pro kazdé celé n = 0

t
Fn(a, o K, t) = 2(._1)..“ COSI:Q),, + (2,1—_;1_)’71_]
o

a formule (3.3.2) vede k zobrazovacimu vzorci

It coshap + ksinhap | 1
p(sinh ap + k cosh ap) K
(2n+ ) nt
cos| @, + ——— |
n=0\/[In? ¢ + (2n + 1)* n*] 20
velitina ¢ se zase pocitd podle pfedpisu (2.1.2), pomocné Ghly ¢, urduji viak nyni
formule (2.3.1).

(4.2.6)

t/2a & ]
— 4o

5. PRIKLADY

Technické a fysikalni déni poskytuje velmi éetné a namnoze hodné znamé ptiklady
problémi, kdy je moZno pouZit nasich vyse odvozenych teoretickych vysledkd, a to
bud pfimo nebo ve spojeni s dalsimi jednoduchymi pravidly o Laplaceové zobrazo-
vani. Patfi sem zejména mnoho tloh z oboru mechanickych kmitt a elektrickych
vedeni. Jsou vSak i teoretické otazky, kdy mohou nase obecné zobrazovaci vzorce
vésti k cennym poznatkiim. Podame zde nékolik pfikladi. Nejsou ani pivodni ani
nesnadné, daji vSak dobrou predstavu o tom, kde a jak pouzit predeslych vysledki.

5.1. Uloha o podélném kmitani. Zprvu klidna tyé 0 < x < Iz materialu o hustoté ¢
a modulu tahové pruZnosti E je na levém kraji x = O upevnéna, druhy krajni prifez
x = I je od okamzZiku t = 0 podroben podéIné sile s(1) na jednotku plochy. Vychylka
u(x, t) podélnych kmitd, jeZ v ty&i vzniknou, je FeSenim diferencialniho problému

2 2
(5.1.1) —a—u—iigzo, 0<x<I, t>0, c2=§,
ox?  c* or? 0
(5.12) e =0, % —0 0<x-1,
6t!,=0
(5.1.3) u(0,1) =0, u =5(—’), t>0
0x|,-; E
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Znadi-li S(p) Laplacetv obraz funkce s(t), U = U(x, p) pak obraz hledané vy-
chylky u(x, t), vznikne zobrazenim tlohy (5.1.1)—(5.1.3) jednodu3si problém

2 2
(5.1.4) U _Py—o, 0cx-1,
dx? 2
v, p) =0, Y - 50
X o= E
s feSenim
(5.1.5) Ulx, p) = & s(p) SR (p¥/0)
E p cosh (pl/c)

S oznacéenim

(5.1.6) K(x, 1) =Y (=1) sinn + 1 X sin <n + T met
n=0 2 l 2 l

2n + 1

pak dostaneme podle vzorce (4.2.2) hledanou vychylku u(x, 1) ve tvaru
4c

(5.1.7) u(x, 1) = — K(x, 1) * s(t) ;
nE

f(1) = g(1) oviem znamena konvolutorni sou¢in (obvykleji: konvoluci) danych funkci

J(), 9(1).

5.2. Elektromagnetické viny v bezeztratovém vedeni. Na kraji x = 0 vedeni délky !
budiz pfi nulovych pocatecnich podminkach pfipojen v okamzZiku ¢t = 0 zdroj s kon-
stantni elektromotorickou silou E, druhy kraj x = [ necht je pfipojen k odporu r.
Je-li Lindukénost, C kapacita vedeni na jednotku délky, maji napéti u(x, r) a oka-
mzita hodnota proudu i(x, 1) ve vedeni Laplaceovy obrazy

sinhg(l—x)+ x cosh 2 (I = x)

(5.2.1) U(x, p) = E—— l d l
p (sinh Ldd + k cosh p—)
v v/
Ecoshf(l — Xx) + « sinh !;(l - X)
(5.2.2) I(x,p) = = l ;
@ p <sinh r +  cosh ﬂ)
v v

v = ]/\/(LC) je rychlost postupu elektromagnetickych vin po vedeni, ¢ = V/(L/C)
vinova impedance vedeni a konstanta k ma hodnotu x = r/e.
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Obrazy U(x, p), I(x, p) jsou pravé toho tvaru, ktery se vyskytuje ve vyrazech (1. 2)

a to pro a = (I — x)/v, B = I/v. Pfisluiné originaly u(x, t), i(x, t) tedy najdeme zpi-
sobem, jenz je podrobné vyli¢en vyse v odst. 4.1.

a) U vedeni typu k < 1 vychazi podle pfedpisu (2.2.4) snadno

(523) u(x, 1) = E{l T l’””’[fo(x) 2y ! Fix. t:\}

n=1 /(In* 4 + 4n*n?)

I — x r

)= . K= -, X A" (x/20) }'x/ZI ,
kTl = )

F(x,1) = 2% cos [(p,, + %li (t + f)i\ — 272D o [(p,, + ,,;EU, (r - )f):‘
v v

a vzorec (3.2.3) dava

(5:24) ww=§ﬁ—wm@&p¢i ! qmﬂ}

0 n=1 \/(ln A+ 4n27t2)

1

go(x) = — - (A2 4 A7120) 0 G(x, ) = A% cos [% + <t + i‘)] +
n v

l
+ A7512D ¢os [(p,, + 1}1;—U<t - —)i)];
v

zkratky x a A maji stejny vyznam jako ve vztazich (5.2.3), pomocné tthly @»Jjsou v obou
pfipadech (5.2.3) a (5.2.4) rovn&Z stejné a jsou urdeny pfedpisem

In 2 .
(5.2.5)  cos g, = — %) ., sin g, = 2;;[ ., D, =/(In*2 + 4n’1%),

n n

-n<@,smn, n=1273 ..

b) Jde-li o vedeni typu k > 1, dostaneme originaly u(x, 1), i(x, 1) k 0Prazam (5.2.1)
a (5.2.2) s pomoci formuli (2.3.3) a (3.3.2). Vychazi

o

1
(526) wxf=F [] - 2, /[In %6 + (2n + 1) 7%] oA ﬂ]’
=UN

1 e 1
52.7)  i(x. S L ’)]
( ) x.1) = 0 [I\‘ nZO V%o + (20 + 1) nz]

(5.2.8) D (x, 1) = 672 cos [(p (2 _;—ll)—n—li (t - V)i\ -
v

o*% cos | @, + (2n + 1) mw t+ X ig
21 v J

| ("1

K
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(5.2.9) I'(x, 1) = 0"/ cos [q," L @ntDm (t N E)] N
v

21

+ 0 % cos| o, + @n+ Nm -2\
21 v

dalsi pomocné veliiny jsou uréeny vzorci

k— 1 Ine . @2n+ )=
5.2.10 06 =——, COs @, = — sin @, = ————
( ) K+ 1 ¢ 4, ¢ 4

An = \/[ln20+(2n+1)2n2]’ —7E<(Pn§7fa n=0’1’2""'
c) Piehled. Pfi oznaleni

(G2.11) v=—1— ¢= JL o r lox kol

\/(LC)’ h—,\/z" o’ 1+« K+ 1

plati pro vedeni typu k < 1 vzorce (5.2.3) a (5.2.4), pfi¢emz se pomocné uhly @,
potitaji podle predpisu (5.2.5). Pi vedeni typu x > 1 plati formule (5.2.6)—(5.2.9),
v nichZ jsou pomocné thly ¢, uréeny predpisem (5.2.10).

Technik si v pfipadé potieby snadno upravi ziskané vysledky na tvar, ktery tieba
1épe odpovida jeho zvyklostem.

5.3. Piiklad z teorie Fourierovych fad. Je-li o realné Cislo, existuje jediné celé
&islo [a] s vlastnostmioa — 1 < [a] < «; tomuto &islu [o] se Fika celistva ¢ast daného
realného cisla a.

Pfi realném A plati znamy zobrazovaci vzorec

1 — e~ #Y 1
(s3.1) L[ e ] -
et —1 ple )

z néhoZ dospéjeme k dalsim poznatkim, kdyZ piSeme pravou stranu v novém tvaru

cosh ? + tghﬁsinhg
1 _1 _l+ 2 2 2

pti __
e H o2 p P sinh ¥ + tgh&cosh p
2 2 2

a pouzijeme vzorce (4.2.5) s hodnotami

1 A
o=-, Kk=tgh-—, 6= —e*, lo|l=e*, Inlo|=—21.
5 5 o] o]



Vychazi

_ 1 1 1 A —at| o
Lt — — + —cotgh— + ¢ [
[p(e"“ 1)} 2 2 2 A

© 1 1
-2 —_———cos(2nnt + @,) | = T,
2, V(3 + 4n?n?) ( )] et — 1

1

28 e

piiem? je podle (2.2.1)

cos (2117rt + (Pn):l ,

A 2nm

cos @, = — sin ":J
O ¢ V(2 +4nn)

\/(‘)L'2 + 4112n2) ’

Vypogitame-li s pomoci téchto hodnot vyraz cos (2nnt + ¢,), dosadime do pfe-
deslého zobrazovaciho vzorce a porovname pak s formuli (5.3.1), vyjde rozvoj

[ — 7?1 1 42 i 2 cos 2nmt — 2nm sin 2nmt
et — 1 et — 1 22 + 4n*n? ’
odtud dostaneme jednak vztah

—l[t] o0 )
e cos 2nnt — 2nmw sin 2nnt
< + 2 Z >
2

5.3.3 - =
( ) et — 1 n= A%+ 4n’n?

a za druhé v limité A — 0 Fourier(iv rozvoj

o0

(5.3.4) [1] = — ; + 1+ 1 Y 1 sin 2nnt .

TTn=1H

Pe3rome
JABE ®OPMVIJIbI OITEPATOPHOI'O UCUHUCJIIEHHU
BALIJIAB BOJAMYKA (Viaclav Vodicka)

HcxoaHble (Haqaﬂbnme, IlpV[MHTHBHbIe) bynkumu k npeobpazosaHHbIM 1o Jlamiacy

sinh ap + k cosh ap cosh ap + K sinh ap
p(sinh Bp + k cosh Bp) p(sinh Bp + k cosh Bp)

UrpaloT BAXHYIO pOJIb MPU peUIeHWM YMCISHHBIX 3a/1ay TEXHUKH M Qusnku. s
neiicrBuTenbHbix o] = |fl, B+ 0, k + 0, IK] + 1 B paboTe HpPHMBEIEHBI I'OTOBBIC
(hOpMYJIbl [JI ONPEICIICHUS. YIOMSHYTHIX BbILIC MCXOAHBIX (YyHKLMH; Ha KOHKpeT-
4bIX IPUMEPAX YKa3aHbl COOTBETCTBYIOILIHE BO3MOXKHOCTH TIPUIIOKEHHIA.
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Zusammenfassung
ZWEI FORMELN DER OPERATORENRECHNUNG
VACLAV VODICKA

Die Originalfunktionen zu den Laplace-Transformierten

sinh ap + K cosh ap cosh ap +  sinh ap
p(sinh Bp + K cosh Bp) " p(sinh Bp + x cosh Bp)

spiclen eine wichtige Rolle bei der Losung von zahlreichen Problemen der Technik
und Physik. Bei reellen |x| < [, f + 0, x + 0, |«| # 1 bringt unser Aufsatz fertige
Formeln zur Berechnung der genannten Originalfunktionen und zeigt an konkreten
Beispielen zugehorige Anwendungsmdoglichkeiten.

Adresa autora: Dr. Viclav Vodi¢ka, Moskevska 52, Plzefi.
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