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SVAZEK 8 (1963) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

PRUZNE PRUHYBY KONSOLOVE DESKY ZATIZENE OSAMELOU
SILOU V OBECNEM BODE

Joser HERT

(Doslo dne 5. ledna 1963.)

V ¢lanku je provedeno exaktni feSeni prihyba konsolového pasu kon-
stantni tloustky. Pro pds, jehoz tloustka je ve sméru jeho Sifky proménn4, je
odvozeno feSeni variaéni. Ciselné vysledky jsou vyjadfeny tabelarné i gra-
ficky pro pas konstantni a linearné proménné tloustky.

1. UGvoD

Odvodime feseni elastickych prihybl desky, ktera ma tvar nekonecného pésu,
jehoZ jeden podélny okraj je pevné vetknuty a protési okraj volny. Pas je zatiZen
v obecném bodé silou kolmou k jeho stfedni rovind. (Pas budeme nadale nazyvat
,.konsolovy pas*.)

VétSina praci zabyvajicich se fesenim konsolového pasu se omezuje na pripad, kdy
zatiZeni piisobi na volném okraji pasu — viz napf. [1]+[5]. Pouze dv& prace uvadgji
feSeni pro zatéZnou silu piisobici v obecném bodg. V prvni z nich [6] T.J. JARAMILLO
postupoval tak, Ze myslenym podélnym fezem proloZenym pusobistém zatézné sily
rozdélil pas na pasy dva. SloZité podminky souvislosti na rozhrani obou pasi vedou
k pomérné nepfehlednému feseni, ziskanému ve formé Fourierovych integrald. Pro
dvé polohy zatézné sily jsou pouZitim teorie residui vyjadfeny prislusné integraly a
ziskany hodnoty prihybi v celé siti bodd. BohuZel vsak jiz z grafického znazornéni
prihybovych &ar (uvedenych na str. 4 této prace) je patrna nerealnost vyznaenych
prihybi.

Stejny problém Fesil pozdgji C. WEBER [7] metodou postupnych aproximaci, kdy
feSeni vyjadfil potencialnimi funkcemi vykazujicimi singularity. ReSeni je pouze
obecné.

Reseni pasu, jehoZ tloustka je prom&nna ve sméru §itky pasu, uvadi H. D. CoNwAY
[8]. Omezuje se vSak na specialni pfipad, kdy tloustka se vzdalenosti od vetknuti je
vazéana exponencialni zavislosti a naznacuje feseni pouze pro silu ptisobici na volném
okraji.
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Vsechny uvadéné prace vychazeji z pfedpokladu, Ze vetknuti okraje pasu je doko-
nalé. Vyjimku tvofi prace N. C. SMALLA [9], v niZ je FeSen pFipad tenkého konsolového
pasu konstantni tloustky vetknutého do pruzného poloprostoru. Dilezitym vysledkem
této prace je zjisténi, Ze vysledny prithyb pruzné vetknutého konsolového pasu lze
ziskat superposici prihybu vypocéteného za predpokladu tuhého vetknuti a prihybu,
zavislého pouze na rozlozZeni silovych veli¢in ve vetknuti.

Jak vyplyva z provedeného prehledu, nebyly dosud uspokojivé vyfeSeny prihyby
konsolového pasu konstantni tloustky pfi zatiZeni silou plsobici v obecném bodé,
a pasu proménné tloustky byla vénovana pozornost minimalni. V predkladaném
¢lanku je proto kromé pasu konstantni tloustky fesen pas, jehoZ tloustka je ve sméru
jeho Sitky proménna. Podrobné numerické feSeni je provedeno pro tloustku linearné
proménnou.

POUZITE OZNACENI

X,y cm soufadnice,
En — bezrozmérné souradnice,
c cm vzdalenost piisobisté sily od okraje,
14 — pomérna vzdalenost sily od okraje,
w cm prihyb,
h cm tloustka desky (pasu),
1 cm polovi¢ni délka desky,
P kg zatézna sila,
P kg/cm?  spojité zatiZent,
u - Poissoniiv pomér,
E kg/cm?  modul pruZnosti v tahu,
. ER?
D kgem ohybova tuhost [ D = —————1,
< 12(1 — u2)>
my kgem/cm mérny ohybovy moment,
i,j,myn — prirozena Cisla,
K - meérny prihyb.

2.0 PRUHYBY TENKEHO KONSOLOVEHO PASU KONSTANTN{ TLOUSTKY

V této kapitole odvodime vztahy pro vypocet pruznych prithyb nekoneéné dlou-
hého konsolového pasu konstantni tloustky h a Sifky a, ktery je zndzornén na obr. 1.
Predpokladame, Ze vetknuti pasu je dokonalé. Zatézna sila P kolma k povrchu pasu
plsobi v obecném bodé, jehoz vzdalenost od volného okraje oznalime ¢, pti¢emZ
0 £ ¢ < a. Pfedpokladame, Ze prihyby pasu jsou malé ve srovnani s jeho tloustkou,
a dale, 7e tloustka pasu je mnohonasobné mensi neZ jeho Sitka. Za téchto pfedpokladi
mizeme pii feSeni napjatosti a deformaci vychazet z teorie tenkych desek.
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Soufadny systém X, y, = volime tak, aby jedna osa (y) splynula s volnym okrajem
desky, nebot to bude vyhodné p¥i vypoétech v této kapitole. Druhé osa (X) prochazi
plsobistém zatézné sily, coz vzhledem k nekonecné délce pasu neubira nic na obec-
nosti pripadu. Konecné tieti osu (z) orientujeme souhlasné s orientaci sily P, takZe
prahyby w budou vesmés kladné. ]

Reseni vytéené tlohy ndm usnadni nasledujici tivaha: U oboustranné vetknutého
pasu dvojnasobné¢ Sitky — tj. Sitky 2a, symetricky zatiZzeného dvéma stejné velikymi
sifami P (obr. 2), jsou ve stfednim fezu X = 0 _
smykové sily g, nulové, jak vyplyva ze symetrie. m ‘LP Jp
Pisobi zde pouze ohybovy moment m, = m,,. ¢ e Z

N

N
N

a i a
e 3]

Axi

S S

Obr. I. Obr. 2.

Predstavme si nyni, Ze z takového pasu oddélime fezem X = 0 jednu jeho polovinu,
aniz by se tim ménila jeho napjatost a volny okraj vzniklého ,,polovi¢niho‘‘ pasu zati-
Zime jest€ momentem ohybovym m, = —m,. Vysledkem je pak takovy stav, Ze celko-
vy moment m, a stejné tak i smykova sila g, na jeho volném okraji jsou nulové. To
odpovidd podminkdm na volném okraji naSeho pivodniho pasu znazornéného na
obr. 1, a protoZe i ostatni podminky, tj. zatiZeni silou P a vetknuti protéjSiho okraje,
jsou v obou pfipadech shedné, je zfejmé celkovy prithyb ,,polovi¢niho‘‘ pasu roven
prihybu hledanému.

Z provedené uvahy vyplyva postup, jehoZ pro vypocet prihyb pasu dale pouzi-
jeme. Lze jej shrnout do téchto ¢tyf bodii:

I. Ur¢ime prihyb oboustranné vetknutého pasu Sitky 2a soumérné zatizené¢ho
dvéma stejné velikymi silami P. Tento prithyb budeme nadale oznacovat symbolemw,.

2. Zjistime velikost chybového momentu n1, pisobiciho ve stfednim fezu X = 0
tohoto pasu.

3. Konsolovy pas Sitky « zatiZime na volném okraji ziporné vzatym momentem
zjisténym ad 2 a vypodéteme prihyb tohoto pasu. Oznacime jej w,.
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4. Soucet prihybtt w; + w, = w je hledany prihyb konsolového pasu zatiZeného
osamélou silou.

(PouZity superposiéni postup je schematicky znazornén na obr. 4.)

Vyhodou takto provadéného superposi¢niho feSeni je, Ze pomérné sloZitou pruz-
nostni ulohu rozklada na dvé tdlohy podstatng jednodussi (popsané body 1 a 3),
z nichZ prvni byla jiZ obecné vyfeSena A. NADAIEM [ 10], [11], ktery téZ uvadi zpiisob
¢iselného zpracovani vysledkd.

Nasledujici feseni rozdélime podle shora uvedenych bodi.

Ad 1. Priihyb oboustranné vetknutého pasu zatizeného osamélou silou P v bodé
(x = ¢, y = 0) vyjadfuje Nadai vzorci, které pro pas Sitky 2a a soufadny systém zn4-
zornény na obr. 2 maji tvar

(1) Wy = WT + WT* >
kde
2Pa? 2 eTmm/2e nny\ . 1 ¢ 1 X
2) wi= 1 +—)sinnn{~+ —).sinnn(—-+ —],
@ »i="5 n:l,zz,s,... n’ ( 2a> (2 2a) (2 2a>
(yz0),

udava prihyb pasu prosté podepfeného na okrajich X = 4 a a zatiZeného silou P.
Prithyb je timto vzorcem definovan pouze v oblasti y = 0, avSak vzhledem k symetrii
podle osy X staci se omezit na tuto polovinu pasu — zde i v dalSich vypodtech.

Druha &ast pravé strany rov. (1) je vyjadfena vzorcem

) cosh 26 cosh &
3) wi* = — Pa” (%10 2a| 0 2a C‘osha +1,
D Jo | O o o | sinh o + o
cosh — cosh —
[« 2
sinh %< sinh ox
n 0|  2a( 0 2a| cosha — 1 ay do
w|. oa|dox|. ofsinha—a 2a o
sinh By sinh B

Tento vyraz definuje funkci wi™ v celé oblasti —a £ X < a, —c0< y <oo a znadi
pruhyb pésu prosté podepfeného, zatizeného na obou okrajich ohybovymi momenty
m,, jejichZ velikost je uréena tak, aby pro X = +a byla splnéna podminka

ow* ow**

Dosadime-li do vzorcii (2) a (3) za ¢ hodnotu (— ¢) dostaneme vztahy pro prihyb
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pasu zatizeného v bodé X = —¢, y = 0. Jejich pfic¢tenim k vyrazim (2) a (3) ziska-
vame vzorce pro prihyb pasu symetricky zatizeného dvéma stejné velikymi silami P

. 4Pa? 2, e Y/ 2a niy nné nnx
4) Wi o= S I+ = )cos — 5 ——
"D w=135,.. n 2a 2a 2a
a
oc ax
5 cosh - cosh —
s 2Pa” [ 0 2a| 0 2a| cosh o + | oy da
5) wi'=-—-— e b — - .CO8 — . — .
nD |, oo sinh o + « 2a «a

o | O o
cosh cosh —-
2 2
Ad 2. Ohybovy moment m, uréime ze vzorce
*w 0%w
(6) m, = —D|— 4+ pu-—— )
* N2 ayz

Nejprve vypotitime m**. Dosazenim parcialnich derivaci rov. (5) do (6) dostavame

oc
cosh —
e P[0 2a( cosha + 1
* 2n J o 0o o | sinh o + o
cosh —
2
ax i X
cosh —2-—— 5 cosl gf
a a oy
22—+ ol — p)———p|cos ld do .
o 0 o 2a
cosh — cosh »2~—

Dosadime-li do pravé strany této rovnice X = 0 a provedeme-li zménu integraéni pro-
ménné formalni substituci o = o, dostidvame pro moment m** piisobici v osovém
fezu X = 0 vyraz
oc
() Icosh —ﬁ]
o0

. P 0 sh )
[m¥ o = fj - l - a J Lo [4 — 20(1 — p) tgh o] cos o
o Oo \ cosh o a

2n sinh 2ot + 2a

Integral v této rovnici pfedstavuje v intervalu — oo < y < oo spojitou funkci proménné
y, takZe oznalime
e * % — b 3
(/‘1) [mx ].\‘:0 - f*'ﬁ()) .

Pro moment m?* dostavime podobné& po dosazeni derivaci funkce w¥ (rov. (2)) do
(6) vyraz

D 0 —nny/2a | - —

; ] ¢ nmy ne Nnx
mi=-—- 3 =l +p+ (1 —p " fcos—.cos -
T on=1,3.5,... n 2a 2a 2a
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ktery pro X = 0 je

P o0 —nny/2a

(8) [mi]e-0 = — — [(1 +p)+ (1 —-p nZLay:l cos nmc

T n=1,3,5,... 2a
a definuje opét néjakou funkci proménné y
(82) [milezo = f*(v).

Pro dalsi vypoCty je nutné vyjadfit tuto funkci ve stejném tvaru jako je vyjadfena
F**(»), tj. Fourierovym integralem

9 *) = EJ cos Ay dlf f*(B) cos ABdp.
TJo 0
Vnitini integral
J J*(B) cos Apdp =
0
= B f: lcosﬂé e—nnﬂ/za [(1 + “) + (1 — “) @] COS Aﬂ dﬁ
T n=1,3,5.... N 2a J, 2a

pomoci vzorch

we“"" cos ABdf = —— a OOBe""’ cos ABdp = R ,
o 22+ 2 o (A% + v?)?
kde
nn
vV = — 5
2a
piejde na
«© P 0 _ V2 + ‘ulz
10) f*(P)cos Apdp = — COS V¢ . ——— .
( jo # d a n:I.;S,.,. (v + A%)?

Soucet fady na pravé strané posledni rovnice lze urcit pouZitim vzorce, uvedeného
Kuratou v praci [12]

.. mnx a
| sinh —7 mn (? — x)
x . )
Y(x) = + = sinh *wb—— =
mna mna a
cosh —- |2 cosh ———
2b
8ma z n . nmX
= 2 e S
n*b ,.:1,3,5,.,.< ) mzaz) a
n? + ——
bZ
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Nahradime-li zde a hodnotou 2a a zavedeme-li oznadeni

s mr o
b 2a
dostavame
(11)
1 sinh Ax x 22 hd v
I(x) = - + —sinh A(a — x)} = — ———— sin vx,
V) 2 cosh Aa {cosh la  a ( )} a’ n=1.32,5,... (v + 2%)?

(0= x £2a).
Derivaci tohoto vzorce obdrZime

a 94‘/’,(& _1 [a cosh Ax 1 } _

12 = - - + —sinh A{a — x) — x cosh A(a — x
(1) dx 4 cosh Aalcosh Ada A ( ) ( )

V2

————— COS VX
(V24 22)

0
n=1,3,5,

a
a integraci

(13)
- %1 Y(x)dx =1—1——{— a cosh Ax + %sinhl(a — x) + xcosh M(a — x)} =

“ 4 cosh Aa cosh Aa
1 © 2
==y ——/1—#—2 COS VX .

an=13.5,.. (v + %)

Oba posledni vztahy jsou opét definovany pro 0 < x < 2a.
Pravou stranu rov. (10) nyni vyjadiime pomoci vzorcii (12) a (13), v nichZ poloZime
x = ¢. Dostavame tak

J‘mf*(ﬂ) cos ABdp =

0

P ¢ 3
=P a2 e e oshaa—- o]+ (1 + )L sinh i@ — o)l
cosh la cosh Aa A

Funkce f*(y) definovan4 vzorci (8a) a (8) je tedy uréena Fourierovym integralem

cosha
p [~ .
(14) f*y) = — l(l | Ceoshall — )| +
21 ) | cosh « a a
| | cosa 4
+ (I + p)—-sinha{l — (4>J T4y ,
a a/) cosha

v némz jsme misto A zavedli novou integracni proménnou vztahem « = al.
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Celkovy moment m, pisobici ve stfednim fezu X = 0 oboustranné vetknutého pasu
symetricky zatizeného, ktery je dan souctem vyrazii f*(y) 4 f**(y) = f(»), Iz¢c nyni
pomoci vzorcl (7) a (14) vyjadfit jednotnym zplsobem — integralem

(15) f0) = " | (@) cos ™ du,
2n |, a
kde
(16) (@) = ¢*(2) + 0**(a)
a dale
cosh — . ’ i
(=] —% Ccosho (1 _ E) .
cosh o a a

Obr. 3. | B |
+ (1 + p)=sinha -5y ——
o a/| cosh a
a
3 Icoshgi] n
a cosh «
**(o) = — 4 — 20l — p)tghaf.
o7 (®) 6cxlcosh<stinh2zx+2a[ ( Wi ]

Po provedeni naznacené derivace v posledni rovnici a po dosazeni funkci ¢*(«) a
@**(x) do (16) a ipravé dostavame

oz<1 - C> [(1 — p) a cosh X (1 + p)sinh occ] — sinh oc<1 - E).
a a a a

: [(l — 1) " cosh o — (1 + ) sinh cx‘]
a

16a) (o) = )
(16a) () ofsinh . cosh o + a)

Ad 3. Konsolovy pas $itky a zndzornény na obr. 3 je na volném okraji zatiZzen mo-
mentem m, = —f(y), kde funkce f(y) je dana rov. (15).

Jak znamo (viz napf. TIMOSHENKO [13]), je priihyb tenké desky, resp. pasu, uréen
takovym feSenim biharmonické rovnice

4 N4 oy
(17) Tw g Tw O _
ox* ox*oy* oyt

které vyhovuje pfislusnym (Kirchhoffovym) okrajovym podminkim. Tyto v naSem
pripad¢ znéji:

pro okraj X =a je
(18) w=0
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pro okraj X =0 je

K témto Ctyfem podminkam pfistupuji jesté podminky dalsi, vyjadtujici, Ze prihyb
pasu pro y — oo je nulovy. Odtud a vzhledem k symetrii podle osy X a k podmince
ow/dy = 0 pro y = 0lze feSeni rov. (17) nalézt ve tvaru

(19) w, =j [(Al + A2 cosh Ll <A3 + Ay )smh ]cos — da.
o a/ a a a

Veliéiny A+ A4, nezavislé na X a y, ur¢ime dosazenim pfislu§nych derivaci rov. (19)

do podminek (18). Pro jejich uréeni tak dostdvame po tipravé soustavu &tyf linearnich
rovnic

Ay + oA, +tgha.A; + oatgha.A, =0,
tgha.A; + (xtgho + 1) A, + + (tgha + o) 4, =0,
Pa’ ¢(a)
1— A + 24 L G}
( 1) Ay 4 D
(U 1) Ay — (1~ 1) 4, ~0.
Resenim této soustavy obdrzime A, + A4, jako funkce «
- H 2 _ 2
(20) 4, = (1 + p)sinh*a + (1 — p)a Pa* ¢(x) ’
4 cosh®> o — (1 + p)?sinh? & +(1 — p)* o 27D o?
(1 + p)sinh? o . (@ sinh & — cosh &) — 2a sinh « . cosh® a —
— (1 — p)o® cosha
Ay = (1 —p) ( )
[(1 + p)sinha + ol — p)cosh o] .
.[4cosh® « — (1 + p)?sinh? o + (1 — p)* o?]
Pa* ¢(x)
2D o?
] -
4y =ty

1 — pu

2 cosh? & — (1 + p)sinh? «

Pa* ()

~ 4cosh?a — (1 + p)?sinh? o« + (1 —

p)?* o? 2nD  o?
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.

které dosadime do rov. (19). Ta pak po upravé zni

a(l - f) [(1 — ) o cosh - (1 — p)sinh ozx] — sinh <1 x) .
a a a a

ax .
Pa? Yo . [(1 — 1) = cosh o — (1 + p)sinh a]

Wy, = ——

2nD

0 4cosh® o — (1 + p)? sinh? o0 + (1 — p)? o

.Mcosa—y do .
o? a

Vidime, Ze Citatel prvniho zlomku integrandu ma tvar totozny s &itatelem funkce
¢(a). Pouzijeme-li pro funkci ¢(«) definovanou vyrazem (16a) oznaleni ¢(o, ¢), mi-
Zeme vzorec dale vyjadrit ve forme symetrické pro X a ¢, tj.

21w Pa* (® sinh o . cosh o + « oo, X) . (e, €)
W, = —— — . .
> 2D ), 4cosh? o — (1 + p)*sinh? o + (1 — p)? o? o
.cos P da .
a

Ad 4. Prihyby konsolového pasu zatiZeného osamélou silou P v bodé (X = ¢,
y = 0) (viz obr. 1) miiZeme nyni snadno vypogcitat, nebot jsou dany soudtem jiz zjis-
ténych prihybi. Je totiz

(22) Cow=wi o owi +ow,

Pro vypocet i pro tabelarni vyjadfeni vysledkii bude vyhodné zavést bezrozmérné sou-
fadnice &, 1, { vztahy

(23)

Q | X

a vzorec pro prihyb udavat ve tvaru

2 _
(24) w = fg_, K(& 0 s

kde K(&, 1, {) je bezrozmérna funk ce parametri & 1,  (event. p). Ve shodé se vzorcem
(22) piseme téz

(25) K =K% + Ki* + K. (25)
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Vyrazy pro Eleny pravé strany této rovnice jsou uréeny rovnicemi (4), (5) a (21), takZze,
upravime-li je do kone¢ného tvaru vhodného pro vypocet, mame

4 32 —nnn/2 v >
(26) K{i =— ) 1+ ") cos g . Cos nrg ,
P a=135,... 0’ 2 2 2
l [ee] ek Ty X Xk
(27) K¥* = — K (€))L an da
T Jo ofsinh 20 + 2a)
kde
k1*(y) = coshay . tgha — ysinh ay,
('}’ = {.—:’ Z)
a
(28) K, =
_ ! . K5() - 15(0) o _cosanda
n Jo o(sinh 20 + 20t) [4 cosh? o — (1 + p)* sinh® o + (1 — p)* o*]

kde
Ky = ol —y)[(1 — p)acoshoy — (1 + w)sinhay] —
— sinh o1 — y). [(1 — p) oy cosha — (1 + p)sinho],
r=2&0.
Vidime, Ze viechny posledni vzorce jsou symetrické pro & a {, a proto musi pro uréité
hodnoty soufadnic &, n, { platit

(29) K(&m{) =K ).

coz odpovida Maxwellovu tecorému o reciprocité posuvi. Vzhledem k nekonecné
délce pasu plati vztah (29) pro vsechna .

2.1 CISELNY VYPOCET PRUHYBU

resp. hodnot K, jehoZ zpiisob (pfedevsim numericka integrace) je popsan v praci [ 14],
jsme provedli pro &tyfi polohy zatdZzné sily urené hodnotami { = 0; 0,25; 0,5; 0,75.
Pro kazdy z téchto CtyF pFipadil jsme vypocitali prihyby ve vech 24 bodech, jejichz
poloha je urcena kombinacemi soufadnic &=0;0,25;0,5,0,75 a n = 0;0,25;0,5;
1; 1,5; 2. Vysledky téchto vypoctii — hodnoty K — jsou piehledné sestaveny v tabulce
1, nékteré vysledky jsou pak vyneseny graficky na obr. 4, 5a 6.

Pfi vypocCtech v dalsi ¢asti prace se ukazalo vyhodnym pouZiti soufadného systému
X, V, z, jehoZ pocatek leZi na vetknutém okraji pasu. Tento systém je znazornén napf.
na obr. 7. Nutnost jednotného zpracovani vysledki celé prace vyZaduje, aby i vysledky
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Tabulka 1

Prihyby tenkého konsolového pasu kon- /// V«y
{ ftzinn,\i toustky - vysledky exaktniho /// // 'V‘_—a—“_m\}l
feseni g
i Pa* P / X
| Sy - =T
W
D /,/
T XTI
Piehled hodnot K. 10% g h
(v zavorce hodnoty uvadéné Jaramillem) Vv
Z
et T S e B B R I
N | ﬁ l v | n ! < < < > 3 <
. \ - ) Lo T T = = .
N - s < s 2 “ © i o A
Ul \\ iy s | == =3 =3 =} =) =) =3
N _ | e A},, . ———— SRR S —
0 | 1664,8 1010,2! 494,9 ‘ 138,6 705,0 | 374,7 | 110,8 241,9 | 86,36 | 53,06
! ‘(1669,5) (1011,6)| (507,7) ((158,8) | (700,6) |(376,5) |(123,5) (252,7) | (86,58) | (53,47)
0,25 \l 1496,8 | 935,6 | 463,3 | 130,0 | 639,7 | 342,1 | 101,9 212,6 | 72,45 | 32,8
1(1497,0) (936,5)i (463,1) [(130,2) 1(343,7) | (74,2)
0,5 l 1208,9 | 775,4| 387,8 | 108,4 531,6 | 275,5 81,0 158,3 | 50,23 | 16,7
:(1210,8) (775,1), (387,7) (108,5) | (275,9) | (65,9)
1 | 685,4 441,0i 219,7 60,26‘ 289,7 | 146,9 40,7 76,49 22,0 6,3
| (685,6) (438,9)‘ (219,9) | (60,16) (147,3) | (36,9)
| LS ‘ 3427 | 218,3 4 106,5 28,14 | 140,2 68,82 | 18,3 33,54| 8,85 23
: i (342,5)1 (218,7), (106,6) | (28,2) (69,07)| (17,3)
P2 157,1 | 98,5; 47,4 12,764‘ 63,3 31,35 8,59 15,63 4,46 1,9
! (157,51 (99,3); (46,8) | (12,06)! (29,89) (4,52)‘

f

této kapitoly byly vyjadfeny ve shodé s vysledky ostatnich kapitol. Docilime toho

substituci

Stejné tak plati

Ve viech tabulkéch a diagramech je pak pouZito soufadnic &, n, {. Aby nedochazelo

X

a podobné

c

a C.

E=1-¢a (=1-1,

jestlize bezrozmérné soutadnice ¢ a { maji vyznam (analogicky s £al)

k nejasnostem, je na tab. I zndzorn&n soufadny systém platny pro vSechny tabulky

1 grafy.

V tabulce I a dalSich je vyuZito totoZnosti (29), a to v tom smyslu, Ze pro dané
&, 1, { je vzdy uvedena pouze jedna z hodnot K(&, 1, {), K(, #1, £). Uvedené hodnoty
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K jsou vypocitany pro Poissontv pomér g = 0,3. Funkce K, a tedy 1 K je na rozdil od
K7 a K7* funkci g, coZ je zpisobeno odlisnym charakterem okrajovych podminek;
avSak je moZno se presvédcit, 7e i pro hodnoty p dosti odlisné od g = 0,3 je zména K
prakticky zanedbatelna.

x3

LW ey

NNNN\N

Mxyq

W=, - W,

Obr. 4. Deformace fezu 1 = 0 pasu konstantni tloustky (pro £ = 0,5) schéma superposic¢niho
feSeni.
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V obdobné tabulce, avSak pouze pro dvé polohy zat&zné sily ({ = 1, { = 0,75)
uvadi Jaramillo [6] hodnoty w : (Pa?/aD), které uréil rovn&z pro pu = 0,3. Abychom
méli moZnost pfimého porovnani, jsou tyto hodnoty (oviem délené m) uvedeny v za-
vorkach vzdy u odpovidajicich, nami uréenych hodnot K. Jak je patrno, ve vétSiné
pripadi je shoda jeho a nasich vysledkii velice dobra, kdy rozdily jsou ¢asto mensi nez
0,19, uvadénych hodnot, avSak na druh¢ strané je celd fada hodnot uvadénych Jara-
millem spocitana se¢ zna¢nou chybou. Jiz z pouhého porovnani vysledkt je jasné, Ze
vypoctovy postup citované prace je spravny, avsak naro¢nému Ciselnému vypoctu ne-
byla vénovana naleZita péce.

Abychom si uéinili obraz o velikosti jednotlivych sloZek prihybt, jejichZ super-
posici jsme obdrzeli vysledné fedeni, jsou jako pfiklad na obr. 4 zndzornény v urcitém
méfitku prithybové &ary wi, wi™*, w,, w, a w stfedniho pfi¢ného fezu = 0 pro silu

Pa?
W o=
5 H

o p—
P
V7
e
/
L
re
it
~.

/
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Obr. 5. Prihyby pasu xonstanini tloustky

Obr. 5d.
—w = (PaZ/D) K; plné ... exaktni feSeni, &arko-
vané ... variacni feSeni.
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plisobici v bodé { = 0,5. Obrazek je pfitom upraven tak, e znazoriiuje schematicky
postup superposice.

Na zakladé hodnot K uvadénych v tab. I jsou v diagramech na obr. 5 nakresleny
prihybové ¢ary podélnych fezi & = 1; 0,75; 0,5; 0,25 konsolového pasu, a to po-
stupné pro vSechny Ctyfi polohy zatézné sily. Podobné na obr. 6 jsou pro stejna zati-
Zeni znazornény deformace dvou fezl pricnych — n = 0an = 0,5. Na vertikalni osu
t&chto diagramii jsou vynaeny bezrozmérné veli¢iny K = w : (Pa?/D).

Z vysledk této kapitoly je dileZité pfipomenout, Ze prithyb pasu zavisi na bez-
rozmérnych soufadnicich ¢ = x/a a y = y/a, na relativni poloze zat€Zné sily { = c/a

0 0,25 05 0,75 N
0 1 ]!\ A ,

1 £075
n -0
"] §=1
¢
- 1
0 025 05 97
O-\ §=025

05+
Kl \ €075
N 108 Y

N e

Obr. 6. Deformace pti¢nych fezd 77 = 0 a n = 0,5 pasu konstantni tloustky.
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a téZ na hodnot& Poissonova poméru gi. Pro pevné hodnoty &, i, { a u je pak prihyb
pfimo umérny vyrazu Pa?/D.

Jak je nejlépe patrno z diagram, nejveétsi prihyb je na ose symetrie, a to na volném
okraji pasu. Se stoupajici vzdalenosti ¢ od vetknutého okraje roste i hodnota prihybu
— pfi jakékoliv poloze zatézné sily. Ve sméru podéiném — y — prihyb pasu velmi
rychle dozniva a pro hodnoty 5 > 2 je jiz tak maly, Ze jej prakticky miZeme za-
nedbat.

3.0 PRUHYBY KONSOLOVEHO PASU PROMENNE TLOUSTKY

V této kapitole odvodime vztahy pro vypocet pasu (obr. 7), jehoZ tloustka je ve
sméru priéném proménna, tj. I = h(x) a provedeme &iselny vypodet pro specialni
pfipad — pas lichobéznikového prifezu zatizeny silou P v obecném bod&. Predpokla-
dame opét, 7e tlouStka pasu je mala proti jeho Sifce, takZe pas mizeme pokladat za
tenky a pfi vypocCtu vychazet
z teorie tenkych desek. Y,

Exaktni feSeni napjatosti a de-
formaci desky proménné tloustky
je mozné jen v nékterych zvlast-
nich pfipadech, zpravidla pouze
tam, kde feSeni Ize vhodnou sub-
stituci pfevést na feSeni biharmo-
nické rovnice. V naSem pripadé
se musime spokojit s TeSenim
pribliZznym, zaloZzenym na nékteré
encrgetické metodé.

Zvolime takovyto postup feseni:
Prithyby pasu w vyjadfime fadou

1=n

(30) w=> Ciwlx,y) (i=1,2,3,....n),
i=1

kde w{x, y) je soustava kone¢ného po¢tu n vhodné volenych funkci a C; jsou kon-
stanty, jejichZ hodnotu uréime pouzitim Rayleigh-Ritzovy metody, tzn. feSenim sou-
stavy rovnic

on
(31) —— =0 (i=1,2,...,n).
oC;

i

Symbolem II je oznacena Ghrnna potencidlni energic soustavy, ktera podle [15] je
dana souctem

(32) In=uU-Ww,
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v ném? U — potencialni energie napjatosti pasu — je

(32a)
o ~a 2 s 2 '32 o\ 2 2 2 62 5
P() L‘t) () 42 VY - () [y
~xdo x? ) ay* ox* 0y? Ox Oy

U =
a W — potencialni energie vnéjSich sil — je v pfipadé€ zatiZeni jedinou silou rovna

b |

(33) W= Pw(,0).
Funkce wy(x, y) volime ve tvaru soudint dvou funkci

(34) wix, ») = f{x) 9.») ,
které musi vyhovovat nékterym podminkam, aby totiZ soustava (30) mohla co nejlépe
vyjadfit prihyb desky.

Jak znamo — viz napf. PONOMAREV [16] — okrajové podminky v pruZnych sousta-
vach se zpravidla déli na geometrické a silové. Pod pojmem geometrické se rozuméji
ty, které vyjadfuji posuvy at linearni nebo thlové; jako silové jsou pak oznacovany
podminky, které jsou definovany momenty a smykovymi silami. Pfi FeSeni tloh
Ritzovou metodou neni nutné vyhovét v§em okrajovym podminkam. Obvykle stadi
vyhovét geometrickym.

Za f{x) volime tedy takové funkce, které pro x = O spliiuji podminky fy(x) =
= fi(x) = 0. Kromé toho budeme vyZadovat, aby v intervalu 0 < x < a byly spojité
nejen funkce samotné, ale i jejich derivace alespoii do druhého fadu (tento poZadavek,
jak snadno nahlédneme, odpovida charakteru zatizeni, kdy neplsobi Zadna vngjsi
silova dvojice). Zvolenym fi(x) pak pfifadime piislusné funkce g,(y), které urcime
minimalisaci deformacni energie pésu, tzn., Ze funkce g(») nalezneme jako extremaly
funkcionalu U(w;). Vychazime tedy z pfedstavy, Ze pro pfedepsany prithyb f(x) v fezu
y = 0 ur¢ime takovou funkei g,(y), aby pro soucin f,(x) g,(y) byla deformacni energie
minimalni.

Na zakladé uvedené metody odvodime nyni konkrétni postup, jehoz dale pouZijeme
pro vypocet dvou pfipadi — pasu konstantni tloustky a pasu lichobéznikového pri-
fezu. Vysledky prvniho pfipadu ndm poslouzi k ovéfeni spravnosti pouzité metody,
nebot mame moZnost porovnat je s vysledky exaktniho feSeni provedeného v pfed-
chazejici kapitole. Na zakladé takového srovnani budeme moci odhadnout, do jaké
miry mizZe provedené piibliZzné feSeni vystihnout skutecnost i v pfipadé druhém.
Reseni druhého p¥ipadu pak je vlastnim cilem této kapitoly.

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme opét bezrozmérné soufadnice &, #, {.

Funkce w; pak vyjad¥ime ve tvaru

wi&,n) = ki o(E) ¥iln),
kde ovSem konstanta k; miiZe byt zcela libovolna, a proto ji poloZime rovnu 1. Mame
pak

(35) wi& n) = ¢(&) ZOR
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Dale si postavime podminku, aby pro & = 1,7 = 0, bylo w; = 1 a ¢, = 1, coZ bude
vyhodné pfi numerickych vypo&tech, takze pfi volbé ¢,(&) musi byt celkem splnény
okrajové podminky

(36) 08 = 0} bro & =0
P& =0

o =1 pro &=1.

Vybér vhodnych funkei @y(£) mtZe usnadnit jistd analogie s nosnikem, takZe za
@ {&) je moZno brat prihybové Cary konsolového nosniku.

Ke kazdé zvolené funkci ¢ (&) pfifadime tu funkei /(n), ktera ¢ini energii napja-
tosti U(w;) minimalni. Dosadime proto vyraz (35) do rov. (32a), ktera v bezrozmér-
nych soufadnicich, vyjadfime-li dale ohybovou tuhost tvarem

(37) D(¢) = D, X(f) >
kde
_ Ehy
S -3
je
(38)

U(w,) = % r J 1x(é) [07°(8) @3(n) + @I Wi () + 21 @7(E) @ &) wi(m) wiln) +
+2(1 = ) @i’ (&) ¥i'(m)] dg dy .

Vzhledem k symetrii pasu podle osy x se pfi vypoétech miiZeme omezit pouze na
jednu polovinu pasu — dejme tomu na tu, kterd odpovida hodnotam n = 0. Proto jiZ
i ve vzorci (38) integrujeme v mezich 0 < # < 0o a vzorec tak vlastnd vyjadiuje dvoj-
nasobnou energii jedné poloviny pasu.

Pravou stranu rovnice (38) miizeme pon&kud zjednodusit, uvazime-li, Ze ¥, (1) musi
vyhovovat podminkam

(39) w(n) =0 e
W) = o} e

a
p(n) =1 -~

(Posledni podminka plyne ze symetric.)
Integraci per partes dostavame

Mmoo

J ") W) dn = i) !//’(ﬂ)iw - rl!/'z(n)dn - J Y7 i

0
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takZe
[)0 « 2, 2 12

(40) U(“’f) =y [Kii Wi(n) + 2vi ) (n) + Wi Y ('7)] dn,
at Jy

kde jsme oznacili

r1

1
(a1 N FCLACT j 2(E) 92(8) d2 |
0 0

. f O = W 0r@) — noe) pi(E)] dk

Podminkou pro extrém funkcionélu (40) je, Ze jeho prvni variace musi byt rovna

nule, tj.
U, =0.

Jak znamo, viz napf. [16], tato podminka bude splnna, jestlize funkce /() bude
vyhovovat Eulerové diferencialni rovnici dan¢ho varia¢niho problému. V naSem pfi-
padé je to rovnice 4. fadu s konstantnimi koeficienty

(42) 0y i (n) — 2vi Yi(n) + ki i(n) = 0.

Jeji obecny integral je zavisly na tvaru kofent odpovidajici charakteristické rovnice.
Nebudeme se zabyvat podrobnym rozborem vSech moZnych ptipadu, které by pfitom
mohly nastat, a omezime se na pripad jediny, odpovidajici hodnoté poméru

(43) Duiis

2

Jak je totiZ moZno se pfesvédiit, vsechny zvolené funkce ¢ (&) pfi dale uvedeném
praktickém vypoctu prihybi spliiuji tuto nerovnost.

V tom pfipadé ma charakteristickd rovnice dva pary kotenti komplexné sdruZenych
a obecny integral rov. (42) je dan vyrazem

(44) w;(ﬂ) — A"e(ai+i/3i)'l 4 Bie(‘ai'f‘.ﬂi)'l 4 Cie(ai*iﬂi)rl + Die(*di‘iﬁi)'!’
kde koeficienty a;, f3; jsou urCeny vztahy

o e i)

S )
4 o I
/ @i A 2 \/Ki:(')il)

Konstanty 4;+ D; ur¢ime dosazenim (44) do okrajovych podminek (39). Po jejich
ureni a po Upravé dostaneme vyraz

Il

Bi

(46) Vi) = e (COS B + ;i sin /3i’1> )

N i
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ktery definuje funkci ¥; pro viechna 7 = 0. ReSeni pro n < 0 bychom dostali za-
ménou n = —n na pravé strané této rovnice, avsak jak jiz bylo feCeno dfive, omezime
se na hodnoty n = 0.

Tak jsme dospéli k vysledku, Ze nadhradni funkce maji tvar

(47) wi&,n) = @i(E) e " <cos pn + %i sin ,[53]) .
Po uréeni tvaru funkci w(&, 1) miZeme nyni vySetfit tvar prihybové plochy

w(&, n) pasu zatiZeného osamélou silou P, tzn. ur¢it hodnoty konstant C; ve vzorci
(30), ktery pfepiSeme do tvaru

(48) Wem) = X CoE)vitn).

Pro jejich uréeni mame soustavu n rovnic (31). Vyjadiime-li IT ve tvaru (32) aZ (33)
a dosadime-li za w podle (48) a za D(x) vyraz (37), maji rovnice této soustavy tvar

(@) - 2—1)9 z c j rx(é) (U 0O Wi o) + [2(1 — 1) 9 E) 0)(E) —

oC,
— u(@d&)je() + @U(E) e9))] -
Viln) Wi(n) + @d&) (&) wi(n) ¥i(n)} A& dn — Pe() = 0,
(,j=1,2,3,...,n).

Zavedeme-li analogicky jako u rov. (41) oznaceni

(50) iy = j L 0O PO A2, oy = j U0 04 0(0) de

= [0 0 - e 10 - £ 00 010 + 610 004

Ize rov. (49) pfepsat do tvaru

2

(51) z c, f ey W) Wn) + 2 W) W) + 04y W) W)} dn = T4 0,0),

21)O
resp.
(51a)
e {j ) ) dn + 20, j " pi) i) dn + o J NZOY0) dn} -
J= . 0 0 0
Pa?
= :’ZDO ?(0)-

T¥i integraly stojici na levé strané rovnice (51a) miiZzeme snadno vyjadfit diky jednotné
stavbé funkci (i) uréené vzorcem (46).
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Je moZno psat

[ o o; o0
(52) l//ﬂpd', = Jc,-cj + = Js.-cj + -2 JC,'SJ‘ + - Js.-s 5
Jo B B BBy "
(* o0 2 2 2 2
l/!:!//; d?" — (ai + ﬁz) (aj + ﬂj) Jsis_,- ,
Jo BiB;
[ o; o; o0
lp,i’l//" d" = (alz + B?) ((XZ + BZ) <chj - = Js c; — Jcmj + L JS}.S'
Jo ! ! ! B " B; BB;
kde symboly J znadi nasledujici integraly
. 1 o + o
(53) Jo, = J e~ @*em cos By . cos By dy = —l: : ! +
0 ! 2 (i + ) + (B + B;)

n o + o :|
(o; + O‘j)z + (B: — ﬁj)z |

Joe, = J‘ e” @i sin B . cos B dn = 1 [ ﬁz’ + b >
0 2 (ai+aj) +(B;+ﬁ1)

+ B: — B; ] ’
(0 + 2;)* + (B: = By)°

Jes; = j e~ (% co5 By . sin Bndn = lli ﬁ; + B, -
0 2| (@i + a))* + (Bi + B))

B Bi — B, ]
(0 + 2;)* + (B = B)* |

* . . 1
JSiSj = J e~ (@itan o1 ﬁt" . sin B‘,n dr, = E[
0

_ o; + o
(i + o) + (B; + B,;)?

N a; + o
(o + “1)2 + (B — ﬂj)z:l '

3.1 PRUHYBY PASU KONSTANTNI TLOUSTKY

)

+

Pro h = konst. je i D = konst., takZe funkce y(¢) definovand vzorcem (37) je

%z = 1. Tim se nékteré z odvozenych vzorcl ponékud zjednodusi. Vypocet provedeme

pro hodnotu Poissonova poméru pu = 0,3.

Za funkce ¢(&) volime mnohocleny vyhovujici podminkam (36).") VyuZivame
pfitom analogie s nosnikem, tzn., Ze funkce ¢,(&) pokladame za prihybové Cary

1y Je jisté, 7e numericky vypocet by se znaéné zjednodusil, kdyby funkce p;(£) byly ortogonalni.

BohuZel viak se nam nepodatilo nalézt systém takovych ortogonalnich funkci, které by vyhovo-

valy podminkam (36).
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konsolového nosniku zatizeného spojitym nebo osamélym bfemenem, ne vsak silovou
dvojici.

Vypocet provedeme pro Ctyfi polohy zatézné sily P urdené soufadnicemi = 0,
(= i, —:1,:, %, 1. Prvni z funkci — ¢, — volime tak, aby odpovidala prihybové cate
prismatického nosniku zatiZzeného silou P v bodé ¢ = (, jak je znazornéno na obr. 8.
Tzn., ze v useku [ — (0 < ¢ < {) je dana vyrazem

I I
2y 7 I — G
(s4)  eien =209 ¢ P
03 -0 Z IR (4.6 ) konst
kdeZto v tiseku I — ({ < & £ 1) vyrazem £
3¢ — ¢ 1
54b e gy =
(340) #ile0) 3-¢ Obr. 8.

Funkce jsou voleny tak, aby spliiovaly podminku ¢ (1, {) = 1.

Dalsi nahradni funkce volime jiZ nezavisle na , a to tak, aby odpovidaly prithybo-
vym Cardm nosniku ohybaného spojitym zatiZenim, uréenym parabolou (i — 2)-ho
stupng, tj. zatiZenim tvaru konst.. (1 — &)'"?, kde postupn& volime i = 2,3, ...
Funkce ¢,(¢) maji tedy tvar
(59 e@= [T — (42— O+ + D],
(i+1
takze je

92() = 5[(1 = O* — 401 = &) + 3],
9a(6) = 1[(1 = &° — 501 — &) + 4].

Je pochopitelné, Ze pfipojenim kazdé dalsi funkce rychle vzrista prace potfebna
k feSeni daného problému, a proto se omezime pouze na ¢tyfi prvni ndhradni funkce,
kdy pro kazdou ze étyf poloh sily P pouZijeme pfislusnou ¢,(&, {) a tfi dalsi funkce
o€ pro i = 2,3,4. Ke kazdé takto zvolené funkci ¢(&) nalezneme dale funkci
¥i(n) ve tvaru (46). Koeficienty o; a f3;, které uréime pomoci vzorct (45), jsou pre-
hledné sestaveny v nasledujici tabulce:

|
IR
| |
| i ; |
| 025 | 1,861 | 1,046
105 178 | 0722
; 075 1,802 ] 0,527
o CL87 043
2| o920 o564 |
3| CooL782 0675 |
4 [ 1,787 i 0,765 |
! | i
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Dosazenim hodnot a; a f8; do rov. (51) a pomoci (52) a (53) dostaneme pro ka?dou
polohu sily P (pro kazdé ) soustavu Etyf rovnic pro urceni ¢tyf konstant C,({)=+ C,({).
Jejich vyfesenim dostavame hodnoty konstant, uvedené v dalsi tabulce:

S e B -
E ¢ C,(0)[(Pa*|D) C,(0)/(Pa*|D) { C5(0)/(Pa*[D) C,(0)/(Pa®| D)
|

| 0,25 0,03823 i -0,03834 | 0,10207 -0,08792

1 0,5 0,11614 | 0,05731 i -0,25174 0,12880

% 0,75 0,17059 —0,12075 ‘ 0,02774 0,02422

i 1,0 0,19893 —0,05050 i —0,02432 0,03787

Takovym zplsobem je zcela popsan prihyb pasu h = konst. Vyjadfime-li jej ve
formé, které jsme pouZili k vyjadfeni prithyba v odstavci 2.0, tj.

2
w(E, n, 0) = P% K, 0),

je funkce K(&, n, {) uréena vztahem

6O KGR = CORE Dm0 + X0 ) b

Hodnoty funkce K byly vypocteny pro vSechny mozZné kombinace téchto soufadnic:
¢ ¢ =0,25;0,5;0,75; 1, n = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1; 1,5; 2. Jak vyplyva z podstaty pro-
vedeného pfiblizného ¥eSeni, vypo&tené hodnoty K vyhovovaly podmince (29) vy-
jadfujici Maxwellv teorém pouze pfiblizné, avSak rozdily mezi pfisluSnymi hodno-
tami K(&, n, {) a K(, 1, &) nebyly zdsadniho charakteru. Je pravddpodobné, Ze sku-
te¢ny prihyb pasu lépe vystihne né&jaka hodnota K leZici mezi K(&, 1, {) a K({, , &).
Proto v pfehledu hodnot K — v tab. Ila — jsou vZdy pro urdité hodnoty soufadnic
&, n a { uvedeny stfedni hodnoty, tj.

K p— K(é’ ’l’ C) + K(C? ’1’ 6) A

(7 5

Pomoci tabulky Ila jsou pak na diagramech (obr. 5) vyneseny carkované kfivky,
jejichZz vyznam je shodny s vyznamem kfivek pln€ vytaZenych, tzn., Ze znazornuji
v uréitém méfitku prihybové ¢ary podélnych fezl pasu. Plné vytazené kfivky jsou
vysledkem exaktniho feseni prihyba tenkého pasu, a proto ze vzajemné polohy obou
systém( kfivek mZeme soudit na presnost provedeného variaéniho vypoctu. Z dia-
gramu je ziejmé, Ze presnost provedeného feSeni je pro praktické ucely zcela vyho-
vujici.

Na zakladé tohoto porovnani miaZeme plnym pravem ocekavat, Ze pfiblizny vy-
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pocet prihybu lichob&Znikového pasu, provedeny obdobnym zplsobem jako vypocet
pasu konstantni tloustky, bude téZ s dostateCnou pfesnosti aproximovat prihyb sku-
teCny.

3.2 KONSOLOVY PAS LICHOBEZNIKOVEHO PRUREZU

Pfi vypoctu prithybt pasu lichobéZnikového prifezu se omezime na piipad, kdy
tloustka pasu na volném okraji je % tloustky ve vetknuti, jak je znazornéno na obr. 9.
Tloustka je tedy uréena vzorcem
(58) h(&) = ho(l — k¢),
kde v naSem pfipadé k = % Proto funkce
72(¢) definovand vzorcem (37) a pouZita
v dalSich vztazich je

1(&) = 353 = 29)°.
Ciselny vypocet je proveden opé&i pro p=0,3.

Obr. 9.

Jak jiz bylo feCeno, dokonalost ndhrady skuteCnych prihybt hodnotami zjisté-
nymi pfibliZnym — variaénim feSenim, a stejné tak i pracnost feSeni je znacné ovliv-
néna volbou funkci ¢(&). Proto vyuZijeme pfi jejich volb& zkuSenosti ziskanych pfi
vypoétu provedeném v odst. 3.1. Pfedevsim jiZ nebudeme volit pro kazdou polohu
zatézné sily zvlastni tvar funkce ¢4, ale vSechny funkce ¢; vyjadfime vZdy jen v jediném
tvaru nezavislém na {. Tim znacné klesne pracnost vypoctu.

Pfi feSeni pasu h = konst. se dale ukazalo nevyhodnym, Ze prib&hy funkci ¢ (&)
mély v zasadé stejny charakter, a proto jsme obdrZeli hodnoty «; vzajemné velmi bliz-
ké. To vedlo k tomu, Ze i hodnoty stojici u konstant C; v soustavé rovnic (51) se vza-
jemné odliSovaly velice nepatrng, takZe vypocet bylo nutno provadét se znacnou pecli-
vosti, abychom hodnoty konstant urcili dostatecné presné.

P¥i feSeni lichob&Znikového pasu postupujeme proto p¥i volb& funkei ¢ (&) zcela
jinak. Za ¢ (&) volime co nejjednodussi funkei, ktera alespoii zhruba mtZe vystihnout
charakter prithybu desky a vyhovuje pfitom podminkam (36), tj. kvadratickou para-
bolu
(59) (&) = &

Dalsi funkce ¢ (&) (i = 2, 3, ...) volime ve tvaru mnoho¢lent (i + 1)-ho stupng, je-
jichZ v8echny kofeny jsou realné. Podminky (36) vyZaduji, aby funkce ¢ (&) mély
dvojny kofen v bodé & = 0; pro ostatnich (i — 1) kofent klademe podminku, aby

vSechny byly jednoduché a délily interval (0, 1) na i stejnych dild. Tim jsou funkce
¢ (&) jednoznacné definovany. P¥i vypoctu se opét omezime na prvni ¢tyfi, které jsou

(59a) @,(8) = &,
0y(8) = &2 - 1),
Py(8) = &3¢ = 1) (3¢ - 2),
Pq(8) = E2(4L — 1) (4 - 2) (4¢ - 3).
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Funkce ¢(£) splituji nerovnost (43), takZe jim pfidruzené ¥{n) budou mit tvar
uréeny vzorcem (46), a pfislusi jim tyto hodnoty «; a f;

(60) a0, = 2,657, B, =1234,
w0, = 4,462, B, = 1,765,
a0, = 6,604, Py =2722,
ay = 9,012, B, = 4,001.

Il

Z velikosti hodnot o; vyplyva, 7e se vzristajicim i funkce w(&, 1) velmi rychle dozni-
vaji v podélném sméru (obsahuji soucinitel e~ *™). Proto na sit funkci w,(&, ) mizeme
nahlizet tak, Ze zatimco w; ma vyznam jakési funkce zakladni, ostatni — w,, w,, ...
vystupuji jako jeji korekéni Cleny. Je ziejmé, Ze zaleZi pfedevSim na volbé této za-
kladnifunkce, do jaké miry uvedenym pribliZznym Fesenim vystihneme skute¢nost. Jak
ukazeme dale, v daném pripadé je volba wy jako funkce zakladni veelku vyhovujici.

Jak jsme pfedpokladali, provedena volba funkci ¢ (&) vypocet znacn& usnadiiuje,
nebot vysledné konstanty dostavame s pfesnosti fadové stejnou s jakou provadime
cely vypocet. Prakticky to pro nas znamena, 7e v celém vypoctu se omezime na Cisla
s maximalnim poctem 5 platnych mist na rozdil od vypoctu pfedchazejiciho (pas
h = konst.), kde pro dosaZeni stejné presnosti vysledkd jsme museli pocitat s Cisly se
7—8 platnymi misty.

Hodnoty konstant C;({) jsme dostali feSenim systému Ctyf rovnic (51) vZdy pro
kaZdou polohu zatézné sily uréenou soufadnici {. Jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

— . |
| ¢ Cy(D(Pa®[Dy) | C,(D)[(Pa’Dy) | C3(0)[(Pa?| Dy) ] C4(©)](Pa*[Dy) I
L 025 | +006372 | 007663 | 1005894 | —0,02053 |
' 0,5 | +0,18698 . | —0,08176 | —0,01581 f 4-0,02211 ;
075 . 4031920 | 000545 | 003159 | 000627
o | To4sIE2Z 010184 +0,04572 | 40,0259 |

V tdlohach, kde neni znamo feseni exaktni, byva velice nesnadné urcit, jak ,,energe-
tické‘“ feSeni vyjadiené linedrni kombinaci nékolika nahradnich funkci vystihuje sku-
te¢nost. Dokonalost aproximace Ize posoudit zpravidla pouze podle konvergence po-
sloupnosti vysledk ziskanych postupnym pfidavanim jednotlivych nahradnich funkci.
Provadét podrobny rozbor dosazené presnosti vysledk by v nasem pfipadé bylo velmi
Wi, Wy, W3 @ Wy.

Shora bylo jiz poukazano na diilezZitost volby funkce ,,zakladni‘‘ a proto pfidanou
funkci, kterou oznacime w,, uréime tak, aby svym charakterem odpovidala predstavé -
takové zékladni funkce. Toho dosdhneme napf. volbou

0o(€) = 3E(E* — 4L + 6),
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jak vyplyva z vypocitanych hodnot
aO = 2’644 ) /fo = 1,335 5

odpovidajicich velikosti hodnotam oy, f;, uvedenym v rov. (60). Vypoctem podle
uvedeného postupu ziskdme hodnoty konstant Cy({)+ C4(L), které jsou sestaveny
v prehlednou tabulku:

o ! i T T
¢ Co(D)[(Pa®[Dy) | C(E)[(Pa?[Dy) ! Co(D[(Pa*|Dy) | C5(0)(Pa®|Dy) | Co(D)[(Pa? D) ;

; [ ; i
0,25 0,06576 | —0,06390 0,04618 -0,01594 | 0,01315 |
0,5 0,05165 1 ~0,02717 = -0,02347 0,01979 0,06154 |
0,75 0,11804 | 0,04958 —0,03946 0,00002 0,08390 |
1 0,38638 | 0,05555 | 0,04088 0,01721 - 0,03663 |

Uréenim konstant Cy(() je uloha prakticky vyfesena a nyni jiZ snadno vypocitame
hodnoty prithyblt w pomoci vzorce (48). Podobné jako v pfedchazejicich odstavcich
zavedeme bezrozmérné veli¢iny K (&, #, {) (indexem [ vyjadfujeme, Ze hodnoty K, pfi-
slusi lichob&Znikovému pasu) vztahem

Kl(éa n, C) = -

Hodnoty K, by mély i v uvaZovaném piipadé vyhovovat Maxwellovu teorému (29),
avsak stejné jako u pasu b = konst., neni vzhledem k ptibliznosti feSeni tato rovnost
v nékterych bodech splnéna. Proto opét za smérodatné budeme brat hodnoty stfedni

Kl(i’ 'I, () + KI(C’ l", é) .
2

Tyto jsme vypocitali jak pro feseni vyjadiené pomoci Ctyf funkci w;, tak i pro feseni
vyjadiené 5 funkcemi, a shoda hodnot v obou téchto pfipadech byla velmi dobra.
Lze tedy soudit, Ze i aproximace skutecného prithybu bude vyhovujici. Dokonalejsi
aproximaci mizeme oCekavat od druh¢ho pfipadu, a proto prihyb tenkého lichob&z-
nikového pasu vyjadiime hodnotami K, ziskanymi na zaklad& hodnost C,({) uvadé-
nych v posledni tabulce a prislusnych 5 funkei wo+w,. Takto vypocitané hodnoty K,
jsou pak uvedeny v tabulce 2b pro tataZ &, n, {, pro néZ je vyjadiena funkce K v ta-
bulce 2a.
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Tabulka 2
Prihyby konsolového pasu — vysledky pfiblizného feSeni

Pa’®
we= —— K
D
A) Pas konstantni tloustky

Piehled hodnot K . 10*

\\E’C 1- 1 1- 3 1: 1 11 1 3.3 3.1 3.1 1.1 1.1 1.1
\ > > 4 > 2 >4 1 4> 4 4> 2 4> 4 2 2 2’ 4 4> 4
[ ——— e — i,,_,, ’, — R — - — — S
i
0 1620 | 1019 | 504 140 691 366 108 223 74 34
0,25 1486 | 934 | 458 125 633 332 97 | 202 66 31
0,5 1215 | 764 | 370 | 96 517 269 75 161 49 24
0,75 933 584 | 277 | 68 395 201 53 118 35 15
1 646 427 | 199 45 287 143 33 82 23 2
1,5 333 198 92 14 127 63 10 36 6 9
2 155 93 36 6 60 25 4 11 1 —
B) Pas lichobéznikového prifezu
Piehled hodnot K; . 10
_—EAC S T"“ —
S L bun e e | wn e e | e
I N 777”:77 i o }
L0 4634 2121 | 8234 1894 . 1329 ‘ 605 | 143 355 103 52
025 3481 | 1765 | 695 171 ' 1086 | 507 | 128 | 289 88 38
i 0,5 2109 © 1149 487 129 699 338 96 | 188 59 21
| 0,75 1169 650 294 | 88 393 0 197 | 6l 107 34 11
1 601 333 157 53 200 102 34 . 55 18 5
1,5 0 119 1 64 310 13 3 19 7| 10 3 1
2 L9 8 4 | 2 CI 0 0
| | ! | | | 0 |
4. ZAVER

Prihyby konsolového pasu lichobéZnikového prifezu nebyly dosud fcSeny ani
teoreticky ani experimentalné. Jedinym kritériem spravnosti provedenych vypocti je
tedy porovnani jejich vysledkii s vysledky vlastniho experimentu. MéFili jsme proto
prihyby konsolového pasu zatiZeného soustfedénym biemenem, a to jednak péasu
konstantni tloustky, jednak pasu lichob&Znikového.

Teoretické feSeni bylo provedeno pro nekoneény pas. Pfi experimentalnim ovéfeni
jej musime nahradit deskou délky konecné, avsak takové, aby vliv okraji neovliviioval
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prithyby v okoli zatéZzné sily. Jak patrno z vypoctenych hodnot prihybu, dozniva
prihyb velmi rychle se zvétSujicim se #; pro n = 3 je prakticky zanedbatelny. Proto
u obou modeltd desek (vyrobenych z organického skla) jsme se omezili na délku

0 ’ 05

19

~ 444

Obr. 10. Prihyby pasu konstantni tloustky 2 = 3,8 mm zatiZeného silou P = 10kg v bodé
{ = 075, plné ... hodnoty zméfené, ¢arkované ... hodnoty vypoltené

Obr. 11. Prihyby lichob&Znikového pdsu A, = 5,5 mm zatiZeného silou P = 10 kg v bodé ¢ ==
= 0,75; pln€ ... hodnoty zméfené, ¢arkované ... hodnoty vypodtené.
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2l = 6a. Ob& méfené desky mély stejné ptdorysné rozméry, a to: $itku a = 40 mm
a délku 2] = 240 mm. Pfitom tloustka prvni desky byla h = 3,8 mm, tloustka druhé
(ve vetknuti) hy = 5,5 mm.

Podrobny popis méficiho zafizeni i vysledk pomérné rozsahlého méfeni je obsazen
v praci [ 14]. Zde pouze pro ilustraci je na obr. 10 a 11 znazornéno porovnani zméfe-
nych a vypoctenych hodnot prihybt obou desek, zatiZzenych v bodé { = 0,75 silou
P = 10kg.

Z porovnani vysledki vyplyva jednotna tendence: zméfené hodnoty prihybi jsou
ponékud vétsi neZ hodnoty vypocténé (zv1asté u lichob&Znikové desky, jejiz tloustka
ve vetknuti je v&tsi), avSak pfitom tvar prithybovych kfivek podélnych fezt je v obou
pripadech prakticky shodny. Z toho Ize soudit, Ze provedenym upnutim desek se ne-
podatilo nahradit dokonalé (dokonale tuhé) vetknuti, které bylo jednim ze zakladnich
predpokladii vypocltu. Naproti tomu shodnost tvart kfivek zméfenych 1 vypoéténych
v zasadé potvrzuje spravnost vypoctu.
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Pes3rome

VIIPYTUE ITPOTMBbLI KOHCOJIBHON TIACTUHKM,
HATPYXEHHOU COCPEJIOTOYEHHOW CUJION B OBIIEN TOUYKE

MOCE® T'EPXT (Josef Heit)

B craTbe Nmpou3BOMTCS pacuCT YHPYrUX NMPOrHOOB TOHKOMH KOHCOJBHOM Iijac-
THHKH, uMerouieil (opmMy OECKOHEUHO JJIMHHOW MOJIOCHI ¥ HATPYXEHHOW B 0O1CH
TOYKE CHJION, MEPICHANKYJISIPHOM K CPCIOYHOM TUIOCKOCTH TJIACTHHKH.

B mepBoii yacTu uccienyeTest Mporud MmoJIoChl MOCTOSIHHOM TouiHbL. [Ipon3Bo-
JIUTCSI TOYHOE PEIICHHE, OCHOBAHHOE Ha IMPUHIUITAX TEOPUM TOHKHUX I11ACTHHOK, IEPBO-
HaYaJIbHBIMU MCTO/IAMH, UCITOJIB3YIOIIMMY MIPUHIUI Cyneprno3uiyn. Ero yuciennpie,
MoIPoOHO 00paboTaHHBIC PE3YJILTATHL MO3BOJISIIOT OLEHUTh TOYHOCTH MPOU3BE/ICH-
HOTO HAJIbIIIC ,,3HEPIeTHYCCKOTO * PEIICHUS MPOTrHOOB MOJIOCHI TICPEMEHHOM TOJILIH-
HBL. DTO pelleHUe MOJIyYeHO METOJO0M, NMPEICTABIISIIONINM COO0H KOMOMHALIMIO JIBYX
W3BECTHBIX BAPUAIMOHHBIX METOAOB. [T0 BBIBCACHHBIM 00IMM (HOpMYJIAaM pelLCHBI
J1Ba KOHKPETHBIX NMpUMepa: MPOTHOBL 1TOJIOCHL MOCTOSIHHON TOJIUHBI, 3HAYCHUST KO-
TOPBIX CPABHUBAIOTCS C Pe3yJIbTaATAMM TOUYHOTO PEUICHUS, IPHYEM MOIyYaeTCsl XOPo-
LIce COBIMAJICHUE, a 3aTEM MPOTrHObI MOJIOCH C TPATCHMEBUIHBIM CCUCHHEM.

Pe3ynbTaThl MPOU3BE/ICHHOM IKCICPUMCHTAIBHON MPOBEPKH OKa3bIBAXOTCS B XO-
POIIEM COBIQ/ICHUM C TEOPETUUCCKHUMH PE3YJIbTATAMM.

Summary

ELASTIC DEFORMATIONS OF A CANTILEVER PLATE
LOADED BY A CONCENTRATED FORCE AT A GENERAL POINT

Joser HERT

The paper treats the determination of elastic deformations of a thin cantilever plate
in the form of an infinite flat strip, loaded at a general point by a force perpendicular
to the central plane of the strip.

The first part of the paper considers the deformation of a strip with constant thick-
ness. The exact solution, based on the theory of thin piates, is obtained in a new manner
using the principle of superposition. The detailed numerical results then make possible
the evaluation of the subsequent “‘energetic’ solution of a strip with a non-constant
cross-section. This is obtained by a combination of two known variational methods.
The general results are applied to two numerical examples: the deformation of a strip
with constant thickness (these exhibit satisfactory agreement with the exact solution),
and the deformation of a strip with trapezoidal cross-section.

Experimental verification of these theoretical results was also obtained.

Adresa autora: Ing. Josef Her't C.Sc., Ustav pro vyzkum stroji CSAV, Puskinovo nam. 9, Praha 6.
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